2

Esercizio 2.2.2

Un elemento pesante E di massa 9 e vincolato senza attrito a una guida rigida parabolica di
equazione z = h &2 che ruota attorno all’asse z verticale diretto verso ’alto e fisso rispetto a terra.

Detto &1 = cosfl €1 +sin f €, il versore dell’asse £, ed eseguendo il calcolo nello spazio di riferimento
terrestre, determinare la velocita di rotazione 6 necessaria affinché sia uniforme lungo la guida il moto
di E uscente dalle condizioni iniziali Py = O e vy = vy&1, con vy > 0.

Calcolare la reazione vincolare esercitata dalla guida quando E transita in una posizione
individuata da un’ascissa di equilibrio £* # 0. 0

Risoluzione dell’Esercizio 2.2.2 Sia (0, &, n, ¢) il riferimento solidale alla guida, con 1 ortogo-
nale al piano della guida e ( = z verticale ascendente e fisso rispetto a terra. Siano € = (&1, &3, £3) la
base dei versori di tali assi, ed € = (€7, €5, €3) la base degli assi solidali a terra. Si chiamino 6 = 0(t)
I'anomalia fra i versori €] ed &1, e ((£) = h&2 Ne seguono

¢ = 2h€E, C = 2hE2 +2hEE.

Sia o lascissa curvilinea della guida; con la scelta oq = & = 0 si hanno

o = sign(€) \JE+ = EV/1+4R2E2 = o

. . 1 . .
6= €+ = — ((1+412€) E+40°¢€?)  giacche oo = AR%¢
g

e dunque o(¢ / V14+4h?22dx,

inoltre, essendo ﬁ &1+ (s, il versore tangente alla guida risulta

- 1 - 1
TE) = ——— (5+2h§5> ovvero (T) —~ o |,
© T+4h2g \ ’ =0 \one
e siccome la guida e piana e convessa, ed introducendo = €8 + (&, ne seguono
= . - N 1
B = —&g , N = BxT = ; <€3—2h£81)
3 e y
(ﬁf@l) = (o] =¢éfo] =9 (T> .
9 C CI 3
D’altra parte sono
cos —sin6 0
(51> = | sinf |, (3) = cosf |, (5}) =101,
€ 0 ¢ 0 € 1
& cosf
(O?) :<551+CZ-?3> = Ssiné s
e e
¢
e quindi, siccome 51 = 952 = 953 x &1 ed 52 = -0 €1, si hanno anche
) £ cosf —€£6sind
(O?) = | § sinf | + €0 cost
e ¢ 0
; 5 cos 6 —59 sin 0 —._9'5 sin 0 é2§ cos 6
(O?) = | &sinb | +2| £0cosh | + | 0§ cosO | — 0% ¢ sinf
¢ 0 0 0

M. Lo Schiavo — 27 Ottobre 2017 pagina 2



0.1. eser372

Alternativamente, ponendo & := 0 &, le stesse relazioni si possono anche scrivere come segue
(O_ﬁ) = (551 + (84608 x 51)6
e
((ﬁé) _ (551 FCE 260G X B+ EGE X &+ 05, x (9’53 X ga))e
e
= <§§1+§§3+25x£§1+5x ﬁJchx (ﬁx (ﬁ))e

E-¢6

e queste permettono di controllare che (O—}>7> =12 5 0 + & 6| , edimotivare lintroduzione della
¢
: 1 dT 1 AT
v =603 x &y . Inoltre, con —— = |— equivalente all’analoga —— = |—
r(©) a¢ o0) ~ |do
1 o’ )
e dunque = risultano anche

d -
— T =
dt

T >J\7 T

1 0 0

d 2\ d /= N 1 ("
(ET) == (T) +(3xT) = é |- | 0 |+ 0]+
c € € (o) 2 ¢ o \ 9 o \g

che implicano

—2h¢& " 0
1 /- 1 1
(V) = — o == o |+ o
r € ro 1 (o) 2 ¢ a \9p
da cui I 2h .
acul | — =3 TETS insieme con
d d
7 e = dt f & +¢ 53) e dunque
(d —*rel) +
— 0 = ovVVero
dt c C
d
E ,Z—;rel — el+ X U ’
ove si ¢ introdotta la |@™ =& & +17j & +C &| In particolare, con
dret - d = o d = d = o £
T=¢C—T=— —-—T=¢6—T=——N = —N
dt Sdf o' d§ do p(o r(&)
e con
d _. d . L D
— v = — (f&e’fg) :€9€2+£0€2—£9 €1,

drel R . -2 .
arel — (dT):&T—i-U N

dt p(o)
T = 2 N+axT,
p(o)
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= 5T+ N4+&Gx 0+ (@ +@x 7%
p(o)
. -2
G o/ . o - .
=2 (5 + 2n¢ 3)+U,p<0> (—2nem+5) +é05
+ (¢ a+(E0+€0)5)
5 o o ,, O o o2
= — — = — — - __2
5 o’ (O./)3 / hf (0./>4 o’ hf U’p(U)
)
¢ = 2h€ + 2hEE R
o'p(o)

In definitiva

(@-T) = \/H%W (5 +2h¢ 5)
-<§§1+§§3+2@xﬁ+cﬁxﬁ+ﬁx(@XO—}%))

_ 1 (5—w2§+2h§ (2h5’2+2h§5)> :

O-/
Nelle applicazioni € spesso piu conveniente riferirsi allo spazio solidale alla guida, nel quale agiscono
sull’elemento £ la forza peso —mgsg, la centrifuga mw 551 (qualora sia = 0), la forza di

7l = —2m £ £, e la reazione vincolare f”

deviazione —2m & X v
1

Proiettando I’equazione della dinamica ﬁ = g+ — f“ lungo la tangente alla guida si ottiene
m

dunque la
E—w?E+2hE 2 +2hEE) = (o) E—w’E+0' 0" = o6 —w'E = —2gh¢,

e la condizione che sia ¢ = 0 comporta quindi che siano w? —2gh = 0 oppure & = 0.

Posizioni di equilibrio esistono sempre:

se w? # 2gh c’¢solo la posizione & = 0, che perd ¢ non solo di equilibrio relativo ma anche
assoluto (e cio¢ anche rispetto a terra);

se w? = 2gh (eallora ¢ senz’altro o= 0) ogni posizione sulla guida & posizione di “equilibrio”
in quanto solo di equilibrio relativo. E questa 'unica possibilita perché sia ¢ =0 con ¢ # 0, e cioe
che si abbia un moto uniforme lungo la guida e uscente da dati iniziali vh = vg&] con vy # 0.

Per calcolare la reazione vincolare f” si usano le altre due proiezioni dell’equazione della dinamica
lungo la terna intrinseca del moto sulla guida. A partire dal fatto che 6 = 0, e che & x ¥ el = 0y x €&,
le due proiezioni lungo N e B della

—rel

fv = mﬁ’—mﬁ =m (a —mw2§§1+2m&><17'"€l)—m§,

SOono )
mo 1
N o= + mqg + 2mhw? &2
=00 V1+4nze (mg &)
I = 2moE .
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) 1 éV2
Infine dato che, come si & visto, risulta mo_ m(o’¢) , si puo anche ricavare p(c(§)) dalle
plo)  p(a(§))
m<0/)2é2 _ ‘O?// 2 i (0//)2 (O?) _ g
(p 5))2 ’ € hf2 ’

@), - (o). (o). - (o

2h& 2h
Infatti, giacché ¢ o'c” = 4h%¢, si ha
(O./)Q (1 +4h2§2>3/2
\/‘O?// _ (O’")2
.1 2h 1 & 2 e
che fornisce — = = —— ovvero = 2h =, cosa questa piu facile da vedere calcolando
p (@) ro p(o) o’
il prodotto N - @re.
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