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Istruzioni per 1'uso

In ciascun capitolo del testo sono intervallati numerosi esercizi cosiddetti eser-
cizi di base. Consigliamo di non proseguire la lettura senza aver prima risolto
lesercizio di base assegnato. L’esercizio e stato inserito proprio per far com-
prendere al lettore se ha capito o meno quel che ha letto in precedenza. Una
volta risolto I'esercizio € bene controllarne la risoluzione. In ogni capitolo e
presente un paragrafo in cui sono raccolte le risoluzioni di tutti gli esercizi di
base del capitolo. Anche la risoluzione dell’esercizio ¢ parte integrante del testo:
spesso viene utilizzata successivamente. Ogni capitolo contiene inoltre un Sunto,
in cui vengono messi in evidenza gli argomenti principali svolti nel capitolo.
Consigliamo di leggere con cura anche questo paragrafo.

Non basta aver saputo svolgere un esercizio di un certo tipo per essere
sicuri di saper risolvere esercizi dello stesso tipo. Occorre “allenarsi”. Con
I’allenamento si acquista sicurezza e velocita. Per questa ragione al termine di
ogni capitolo, sono stati inseriti un certo numero di esercizi di “allenamento”
che chiameremo semplicemente esercizi. Consigliamo di svolgere questi esercizi
e di controllarne poi le soluzioni.

In alcuni capitoli si rimanda al capitolo denominato approfondimenti in
Appendice A in cui vengono introdotti argomenti o dimostrazioni che possono
essere omessi e sono pertanto riservati ai lettori particolarmente interessati.

Nelle appendici B e C sono richiamati alcuni risultati di geometria euclidea
del piano e dello spazio che, pur essendo usati, non vengono menzionati esplici-
tamente. Si consiglia di leggerle con attenzione e, se necessario, di consultare
un libro di testo scolastico.

Gli enunciati dei teoremi, delle proposizioni, dei corollari e dei lemmi sono
scritti utilizzando il carattere corsivo.

Le definizioni, le osservazioni, gli esempi, etc. sono invece scritti utilizzando
il carattere normale: per questo motivo la loro fine & segnalata dal simbolo A.

La fine di una dimostrazione é segnalata dal simbolo H.

Un punto in cui bisogna fare particolare attenzione a non commettere errori
¢ segnalato a margine dal simbolo @
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CAPITOLO

Equazioni lineari e numeri

In matematica vengono spesso utilizzate le equazioni. La prima parte del nostro
corso ¢ dedicata allo studio delle equazioni piti semplici: quelle lineari.

Iniziamo questo capitolo vedendo come determinare le eventuali soluzioni
di un’equazione lineare in un’incognita. Successivamente studiamo i sistemi di
due equazioni lineari in due incognite. Sono argomenti ben conosciuti fin dalle
scuole secondarie. Ciononostante abbiamo voluto riprenderli. Una loro accurata
analisi ci dara infatti suggerimenti per poter studiare sistemi di equazioni lineari
con un numero qualsiasi di equazioni e di incognite. Introduciamo poi i sistemi
di p equazioni in ¢ incognite con p e ¢ numeri interi positivi qualsiasi.

Anche nel paragrafo 1.5 riprendiamo argomenti gia studiati nelle scuole
secondarie. Analizziamo infatti quelle proprietd dei numeri naturali, interi,
razionali, reali, che sono utili nella ricerca di soluzioni di equazioni e sistemi di
equazioni lineari.

1.1 Una equazione in una incognita

Ecco alcuni esempi di equazioni lineari in una incognita:

3x = 2,
Oz =2,
0z = 0.

La prima ha una e una sola soluzione:

T=3.
Moltiplicando infatti ambo i membri dell’equazione per I'inverso di 3 otteniamo
il risultato voluto.

La seconda equazione non ha invece alcuna soluzione. Se infatti moltipli-
chiamo 0 per un qualsiasi numero, otteniamo sempre 0. A primo membro della
seconda equazione si ha percio sempre 0 mentre il secondo membro € un numero
diverso da 0.
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La terza equazione ha invece come soluzioni tutti i numeri. Infatti il primo
membro e il secondo membro sono uguali a 0, qualsiasi sia il numero che
sostituiamo a x. La terza equazione e cioe identicamente soddisfatta.

Vi sono quindi equazioni lineari che hanno una sola soluzione, altre che non
hanno alcuna soluzione e altre ancora che hanno infinite soluzioni. Sono questi
tutti i casi possibili? Vi sono cioe equazioni lineari che hanno due soluzioni o,
piu in generale, un numero finito n di soluzioni con n maggiore di uno? Per
rispondere a questa domanda dovremmo analizzare tutte le possibili equazioni
lineari. Nasce un problema: non possiamo analizzare ogni singola equazione.
Ve ne sono infatti infinite.

Esercizio di base 1.1 Perché esistono infinite equazioni lineari in una inco-
gnita?

Analizzando ogni singola equazione non finiremmo mai. Possiamo pero indicare
tutte le equazioni lineari nel modo seguente:

ar = b.

Abbiamo indicato con a e b numeri qualsiasi e con = I'incognita. Ci chiediamo:
fissato il numero a e fissato il numero b, ’equazione precedente ha soluzioni?
Quante?

Per cercare le eventuali soluzioni, vogliamo “isolare” la x a primo membro.
Per far cio, dobbiamo moltiplicare ambo i membri per l'inverso di a. Cio e
possibile solamente se a € diverso da zero. Studiamo allora separatamente il

caso in cui a sia diverso da 0 e il caso in cui a sia uguale a 0.
e Caso a # 0. Il numero a & dotato di inverso, che indichiamo con a~!.
Moltiplicando ambo i membri dell’equazione per a~! otteniamo:

r=a"'b.
Abbiamo quindi una e una sola soluzione dell’equazione.

e Caso a = 0. Notiamo che, qualsiasi sia il valore di z, a primo membro
otteniamo sempre 0. A secondo membro abbiamo b. Ci chiediamo se i due
membri dell’equazione siano uguali o diversi. Studiamo allora separatamente
cosa succede se b # 0 e se b= 0:

— Sottocaso b # 0. I due membri dell’equazione sono diversi qualunque valore
assuma la z. L’equazione non ha quindi soluzioni.

— Sottocaso b = 0. I due membri dell’equazione sono uguali a 0, qualsiasi valore
assuma la z. Ogni numero & quindi soluzione dell’equazione.

Ricapitolando, abbiamo dimostrato la:
Proposizione 1.2 Data un’equazione lineare:
ar = b,

st ha:
a#0 wuna e una sola soluzione,

0 b#0 mnessuna soluzione,
a = . . L
b=0 infinite soluzioni.
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Esercizio di base 1.3 Determinare le eventuali soluzioni di ognuna delle
equazioni:
a. =3z =5; b. —%x = %; c. 3x =9,12; d. 3z =1,1;

e. V2r=6; f V2zx=+3; g V3z=TV12.

Nota 1.4 Risolvendo l'esercizio di base 1.3 abbiamo visto che quando si ap- @
prossimano i numeri bisogna agire con cautela. A maggior ragione bisogna
essere cauti quando si utilizza un elaboratore o una calcolatrice tascabile che
approssima i numeri. Il problema dell’approssimazione dei numeri viene trat-
tato dall’analisi numerica. D’ora in poi noi non approssimeremo pitt i numeri.
Quindi, in particolare, non approssimeremo i numeri non decimali con numeri
decimali. A

1.2 Due equazioni in due incognite

Consideriamo alcuni esempi di sistemi di due equazioni lineari in due incognite.

Esempio 1.5 Consideriamo il sistema:

S { r+2y=4 .
z+5y==6
Vogliamo determinarne tutte le possibili soluzioni. Ma cosa & una soluzione?
Una soluzione & una coppia di numeri (h, k) che, sostituita nelle due equazioni
alla coppia (z,y), da due uguaglianze. Chiediamoci, per esempio, se la coppia
(—2,3) ¢ una soluzione del nostro sistema. Proviamo a sostituire —2 al posto di
x e 3 al posto di y. Otteniamo:

242.3=4V
—24+5.3=6X

Solo la prima uguaglianza ¢ verificata: quindi la coppia (—2,3) non & una
soluzione del sistema S.

Consideriamo invece la coppia (%, %) Sostituendo tali valori a = e y
otteniamo:

+2-

8
3
8
—+5.
3
Entrambe le uguaglianze sono ora verificate: dunque la coppia (%, %) ¢ soluzione
del sistema.

Viene spontaneo chiedersi come si ¢ potuta determinare tale soluzione: non si
puo certo sperare di trovare le soluzioni per tentativi. Inoltre potrebbero esserci
altre soluzioni oltre a quella trovata: abbiamo cioe bisogno di un procedimento
che ci dica se ci sono soluzioni e, in caso affermativo, ci permetta di determinarle.

Geometria - versione 1 3
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Modifichiamo allora il sistema in modo tale da ottenerne uno di cui sia
facile calcolare tutte le eventuali soluzioni. Sottraendo alla seconda equazione
la prima equazione, otteniamo il sistema equivalente:

r+2y=4
S .
{ 3y =2

Dalla seconda equazione otteniamo:

?J:g-

Sostituendo nella prima equazione il valore di y cosl ottenuto, abbiamo:

r = —.

3

Il nostro sistema S ha quindi una e una sola soluzione:

82
3'3)"

che e proprio quella che avevamo esibito, in maniera un po’ misteriosa, in
precedenza. A

Facciamo ora un passo indietro. Abbiamo detto che il sistema S’ ¢ equivalente
al sistema S: cio significa che S’ ha le stesse soluzioni di S (preciseremo meglio
questo concetto nel corso del capitolo). Nel risolvere il sistema dell’esempio 1.5
abbiamo utilizzato vari tipi di trasformazioni per passare da un sistema a un
sistema a esso equivalente. Una trasformazione possibile ¢ quella di sommare
a un’equazione del sistema un’altra equazione moltiplicata per una costante.
Nell’esempio 1.5 abbiamo sostituito il sistemas:

+2y=4
S v 4
z+5y==6

con il sistema:

2 { T+ 2y=4
3y =2
1l sistema S’ & ottenuto da S sommando alla seconda equazione la prima
equazione moltiplicata per —1. Quindi S’ ¢ equivalente ad S.

Per determinare y abbiamo moltiplicato la seconda equazione per %, trovando
cosi y = % In generale dato un sistema possiamo moltiplicare un’equazione
per una costante non nulla. Se, per esempio, nel sistema S moltiplichiamo la
seconda equazione per —1, otteniamo il sistemas

o T+ 2y=4
| —z—-5y=-6

che ¢ equivalente al sistema S.
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Possiamo anche (come & ovvio) scambiare tra loro due equazioni. Se, per
esempio, nel nostro solito sistema S scambiamo tra loro le due equazioni,

otteniamo il sistema:
g r+ 5y =6
"lrz+2y=4

equivalente al sistema S.

Chiariremo meglio pitt avanti, nel paragrafo 1.4, cosa si intenda esattamente
con sistemi equivalenti e quali operazioni siano lecite per passare da un sistema
a un sistema a esso equivalente.

Esercizio di base 1.6 Determinare le eventuali soluzioni del sistema.s:

)20 4+2y=3
3z +5y=1 A

Esempio 1.7 Cerchiamo le eventuali soluzioni del sistema:
r+2y=1
S Y .
20 + 4y =1

Sommando alla seconda equazione la prima equazione moltiplicata per —2
otteniamo il sistema equivalente:

o r+2y=1
' 0=-1

Il sistema S’ ovviamente non ha soluzioni; anche il sistema S non ha quindi
soluzioni. A

Esempio 1.8 Cerchiamo le eventuali soluzioni del sistema:
r+2y=1
S Y .
2¢ + 4y = 2

Sommando alla seconda equazione la prima equazione moltiplicata per —2
otteniamo il sistema equivalente:

g r+2y=1
: 00

La seconda equazione € identicamente soddisfatta. Notiamo che, nella prima
equazione, sommando ad ambo i membri —2y otteniamo x = 1 — 2y. Dunque
le soluzioni del sistema S’, e quindi del sistema S, sono date dalle coppie:

(1—2t,t)

dove ¢ & un qualsiasi numero. Ad esempio, assegnando a t il valore 0 otteniamo

la soluzione (1,0), assegnando a ¢ il valore 1 otteniamo la soluzione (0, 1),

assegnando a t il valore V2 otteniamo la soluzione (1— \@, ﬂ) e cosl via.
Abbiamo quindi infinite soluzioni. Le soluzioni dipendono da un parametro. A
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Abbiamo visto esempi di sistemi di due equazioni lineari in due incognite che
hanno o una soluzione, o nessuna o infinite soluzioni. Siamo in una situazione
analoga al caso di un’equazione lineare in una incognita. Ci chiediamo se
esistano sistemi di due equazioni lineari in due incognite che abbiano un numero
finito di soluzioni diverso da uno.

Cosi come abbiamo fatto per un’equazione in un’incognita, possiamo indicare
tutti i sistemi di due equazioni in due incognite nel modo seguente:

ar + by =c
der+ey=f

Vedremo nel capitolo 6 (teorema di Cramer) che, se ae —bd # 0, allora il sistema
ha una sola soluzione. Vedremo inoltre nel capitolo 8 (teorema di Rouché-
Capelli) che, se ae — bd = 0, allora il sistema o non ha alcuna soluzione oppure
ne ha infinite. La situazione ¢ quindi analoga al caso di una sola equazione in
un’incognita.

Esercizio di base 1.9 Determinare le eventuali soluzioni dei sistemi:

Jx+y=1 . 3r+3y=1 3v+3y=1

a. ; . ;
2x =5 20 + 2y =0 2x + 2y =

W N

1.3 Molte equazioni in molte incognite

Nei paragrafi precedenti abbiamo analizzato un’equazione lineare in un’incognita
o due equazioni lineari in due incognite. Ma il numero delle equazioni e delle
incognite puo anche essere maggiore di 2. Nei capitoli successivi analizzeremo
alcuni metodi per determinare le eventuali soluzioni di tali sistemi. In questo
paragrafo ci limitiamo a determinare un metodo per scrivere tutti i sistemi di
equazioni lineari.

Naturalmente, per indicare un generico sistema, dobbiamo usare le lettere.
Incominciamo dalle incognite. Nel caso di una incognita di solito si usa la
lettera x; nel caso di due incognite di solito si usano le lettere x e y. Nel caso
di tre incognite di solito si usano le lettere z,y e z. Ma quando si hanno molte
incognite come facciamo? Le lettere di un qualsiasi alfabeto potrebbero non
bastare. In tal caso si usa una lettera sola, di solito la x, e si usano gli indici.
Per indicare g incognite si usano cioe i simboli

L1, L2,L3,--.,Lq-

In altre parole se j & un numero intero tale che 1 < j < ¢, la j-esima incognita
con ¢ indicata con il simbolo x;.

Passiamo ora ai coefficienti delle incognite. Anche in questo caso si usa
un solo simbolo, noi di solito utilizzeremo la lettera a con gli indici. Abbiamo
bisogno di due indici. Per indicare un generico sistema di p equazioni in ¢
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incognite scriviamo:

a1171 + ap®2 + -+ + a1gTq = by

2121 + a22%2 + - - + agqxq = ba

Ap1T1 + ap2Ta + -+ + ApgTq = by

Notiamo che il primo indice di un coefficiente indica ’equazione di cui esso fa
parte, il secondo indice rappresenta invece I'incognita di cui esso & coefficiente.
In generale, cioe, il numero a;; con 1 <3 <p, 1 < j < ¢ ¢ il coefficiente della
j-esima incognita appartenente alla i-esima equazione.

Una soluzione del sistema S ¢ una ¢-upla di numeri reali (%1, Zo, ..., &,) che,
sostituiti nelle equazioni del sistema alle incognite (x1, 2, ..., x,), danno delle
identita.

Nota 1.10 Dato un sistema in ¢ incognite, una ¢-upla di numeri che soddi- @
sfano contemporaneamente tutte le equazioni costituisce una soluzione, non ¢
soluzioni. A

Disponiamo i coefficienti del sistema in una tabella di p righe e ¢ colonne:

ailr a2 A1q

a1 a22 a2q
A= ]

ap1  Ap2 Qpq

Una tale tabella si dice matrice a p righe e ¢ colonne. La matrice associata
al sistema si dice matrice dei coefficienti del sistema.
Nell’esempio 1.5 abbiamo considerato il sistema:

+2y=4
S': * 4 .
z+5y==6

La sua matrice dei coefficienti e:
1 2
(1)

Esercizio di base 1.11 Determinare le matrici dei coefficienti dei sistemi dati
negli esempi 1.7 e 1.8.

1.4 Sistemi equivalenti

Nei paragrafi precedenti, per stabilire se un certo sistema & risolubile (ed
eventualmente per determinarne le soluzioni) abbiamo applicato al sistema
alcuni tipi di manipolazioni per ottenere un sistema piu semplice da analizzare.
Ovviamente, perché tutto cio abbia senso, passando da un sistema all’altro
dobbiamo essere sicuri che si ottenga un sistema con le stesse soluzioni di quelle
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di partenza. Le manipolazioni che effettuiamo devono, cioe, essere lecite: non
devono far perdere delle soluzioni o introdurne di nuove. Vediamo allora alcuni
tipi di manipolazioni lecite: alcune di queste le abbiamo gia usate negli esempi
fin qui visti.

Abbiamo talora sommato a una equazione un’altra equazione moltiplicata
per una costante. Abbiamo infatti la:

Proposizione 1.12 Se in un sistema S sommiamo a una equazione un’altra
equazione del sistema moltiplicata per una costante, otteniamo un sistema S’
con le stesse soluzioni di S.

Un’altra possibilita ¢ data dalla:

Proposizione 1.13 Se in un sistema S moltiplichiamo un’equazione per una
costante non nulla, otteniamo un sistema S’ con le stesse soluzioni di S.

Bisogna pero fare attenzione: moltiplicando un’equazione per 0 non otte-
niamo necessariamente un sistema con le stesse soluzioni. Se, per esempio,
moltiplichiamo per 0 I’equazione

3z = 2,

otteniamo 1’equazione

che ¢ identicamente soddisfatta, mentre ’equazione di partenza ha un’unica
soluzione (% per la precisione). Pertanto, nella proposizione 1.13 & essenziale la
condizione che la costante per cui si moltiplica sia non nulla.

Le dimostrazioni delle proposizioni 1.12 e 1.13 sono abbastanza semplici ma
richiedono un po’ di attenzione con gli indici: i dettagli possono essere trovati
nel paragrafo A.1.

Un altro modo (del tutto ovvio) per passare da un sistema a un sistema con
le stesse soluzioni & dato dalla:

Proposizione 1.14 Se in un sistema scambiamo tra loro due equazioni, otte-
niamo un sistema con le stesse soluzioni del sistema di partenza.

Alle volte puo capitare che dopo alcune manipolazioni si ottenga tra le equazioni
di un sistema un’identita, cioe¢ un’equazione del tipo 0 = 0: abbiamo incontrato
questa situazione nell’esempio 1.8. Quando capita, possiamo tranquillamente
scartare tale equazione. Abbiamo cioe la:

Proposizione 1.15 Se un sistema S ha tra le sue equazioni un’identitd (cioé
un’equazione 0 = 0) allora il sistema S’ ottenuto da S scartando tale identita
ha le stesse soluzioni di S.

Dopo aver eliminato un’identita, se volessimo ritornare al sistema di partenza
dobbiamo ovviamente aggiungere di nuovo un’identita. Piu in generale:

Proposizione 1.16 Se a un sistema S aggiungiamo un’identita 0 = 0 ottenia-
mo un sistema S’ con le stesse soluzioni di S.

8 G. Accascina e V. Monti



1.4. Sistemi equivalenti

Abbiamo cosi elencato alcuni tipi di operazioni elementari che permettono di
passare da un sistema a un altro con le stesse soluzioni. Possiamo allora dare
la:

Definizione 1.17 Dati due sistemi lineari S e S’ nelle medesime incognite x1,
T2, ..., &g, diciamo che S & equivalente a S’ se si puo passare da S a S’ per
mezzo di un numero finito di operazioni elementari di uno di questi tipi

e sommare a un’equazione un’altra moltiplicata per un numero';

moltiplicare un’equazione per un numero diverso da 0;

e scambiare di posto tra loro due equazioni;

e eliminare un’identita;

e aggiungere un’identita. A
Per quanto fin qui detto abbiamo ovviamente la:

Proposizione 1.18 Se un sistema S ¢ equivalente a un sistema S’ allora i due
sistemmi hanno le stesse soluzioni (in particolare se uno dei due non ha soluzioni
anche Ualtro non ne ha).

Si puo facilmente osservare che se si applica a un sistema un’operazione elemen-
tare, si puo tornare al sistema di partenza per mezzo di un’altra operazione
elementare:

Esercizio di base 1.19 Sia S un sistema lineare e sia S’ un sistema ottenuto
da S per mezzo di un’operazione elementare. Mostrare che ¢ possibile tornare
indietro e ottenere S applicando a S’ un’opportuna operazione elementare.

Notiamo che quando lavoriamo con i sistemi siamo abituati a fare, talvolta
senza nemmeno pensarci, altre manipolazioni che ci permettono di passare da
un sistema a uno a esso equivalente. Ad esempio se in un sistema compare due
volte la stessa equazione, o, piu in generale, un’equazione e una sua multipla,
scartiamo quest’ultima perché e, in sostanza, conseguenza dell’altra. Notiamo
pero che non & necessario definire un’ulteriore operazione elementare per coprire
questo caso. E infatti possibile descrivere questa operazione per mezzo di altre
operazioni elementari’: & quanto abbiamo fatto nell’esempio 1.8. Cid ha validita
generale.

Esercizio di base 1.20 Sia S un sistema lineare. Se in S compare un’equa-
zione e una sua multipla, il sistema S’ che si ottiene scartando quest’ultima &
equivalente al sistema S.

L’equivalenza tra sistemi soddisfa le tre proprieta:

1Se il numero per cui moltiplichiamo & 0 stiamo sommando a un’equazione un’altra molti-
plicata per 0: il sistema rimane ovviamente inalterato e quindi I’operazione & perfettamente
lecita.

2In realta & possibile anche descrivere lo scambio di due equazioni in termini degli altri
tipi di operazioni elementari: poiché pero cid € un po’ macchinoso, lasciamo comunque lo
scambio di equazioni nella nostra lista di operazioni elementari.

Geometria - versione 1 9
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1. Proprieta riflessiva Ogni sistema S ¢ equivalente a sé stesso.

Infatti per passare da S a sé non ¢ necessaria nessuna operazione (potremmo
dire che servono 0 operazioni elementari).

2. Proprieta simmetrica Se un sistema S & equivalente a un sistema S’ allora
S’ & equivalente a S.

Basta infatti ripercorre a ritroso ciascun passaggio: nell’esercizio di base 1.19
abbiamo mostrato che ciascun passaggio a ritroso e, a sua volta, un’operazione
elementare.

3. Proprieta transitiva Se un sistema S ¢ equivalente a un sistema S’ e se
S’ & equivalente a un sistema S” allora S & equivalente a S”.

Se passiamo prima da S a S’ e poi da S’ a S” per mezzo di operazioni
elementari, siamo, di fatto, passati da S a S” per mezzo di operazioni elementari.

Piu in generale, una relazione che soddisfa le proprieta riflessiva, simmetrica e
transitiva e detta relazione di equivalenza.

1.5 Numeri e insiemi

Nei paragrafi precedenti abbiamo parlato genericamente di numeri. Con il
termine numero indichiamo, salvo avviso contrario, un numero reale. Sono
numeri reali, per esempio, i numeri:

1
0,1,-2, 5, V2.

La definizione di numero reale ¢ alquanto laboriosa. Ci limitiamo a ricordare
che ogni numero reale ¢ rappresentabile, nella scrittura decimale, da una parte
intera seguita, dopo la virgola, da un numero (eventualmente illimitato) di cifre
decimali con la convenzione di considerare, per esempio, le scritture:

27,35 27,350 27,35000 27,34999...

come diverse scritture dello stesso numero. Indichiamo con il simbolo R I'insieme
dei numeri reali.

Per indicare che un numero ¢ reale usiamo il simbolo €, detto simbolo di
appartenenza. Per esempio, per indicare che /2 & un numero reale, scriviamo

V2 eR.

Possiamo leggere la formula precedente dicendo: /2 appartiene all’insieme dei
numeri reali.
Anche 7 ¢ un numero reale. Possiamo quindi scrivere

T € R,

cioe m appartiene all’insieme dei numeri reali.
Sappiamo che la somma e il prodotto di due numeri reali sono numeri reali.
Quindisea e RebeRalloraa+beRea-beR.
Tra i numeri reali vi sono particolari numeri, i numeri naturali, cioe i
numeri
1,2,3,...
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Indichiamo con N l'insieme dei numeri naturali. Quindi si ha, per esempio
1eN,317 € N.

Per indicare in modo simbolico quali siano gli elementi dell’insieme N possiamo

anche scrivere:
N=1{1,2,3,...}.

Tra parentesi graffe si scrivono gli elementi dell’insieme. La formula precedente
si legge: [’insieme N ha come elementi 1, 2, 3, .. ..

Nota 1.21 Alcuni autori considerano anche il numero 0 come numero naturale.
Per essi si ha cioe N={0,1,2,3,...}. A

Ogni numero naturale & un numero reale, quindi ogni elemento di N & un
elemento di R.

Definizione 1.22 Se tutti gli elementi di un insieme A sono elementi di un
insieme B, diciamo che 'insieme A ¢ contenuto nell’insieme B o anche che A
€ un sottoinsieme di B. Indichiamo cio con i simboli:

ACB. A

Da quel che abbiamo detto segue che I'insieme N dei numeri naturali & contenuto
nell’insieme R dei numeri reali. In simboli:

NCR.

Vi sono pero numeri reali che non sono naturali. Per esempio il numero —3 non
€ un numero naturale. Possiamo esprimere cio scrivendo:

—3¢N.

che leggiamo: —3 non appartiene all’insieme dei numert naturali.
La somma e il prodotto di due numeri naturali sono numeri naturali. Se
aceNebeNalloraa+beNea-beN.

Tra i numeri reali vi sono poi i numeri interi cio¢ i numeri:
,—3,-2,-1,0,1,2,3, ...
Indichiamo 'insieme dei numeri interi con il simbolo Z. Quindi, per esempio:
-3e€Z, T€Z, 3l14¢cZ.
Possiamo quindi scrivere:
7Z=A...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}.
Tutti i numeri naturali sono interi, quindi:
N C Z.
D’altronde tutti i numeri interi sono reali. Quindi

Z C R.
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1. EQUAZIONI LINEARI E NUMERI

Possiamo riepilogare tutto cio scrivendo:
NCZCR.

Vi sono numeri reali che non sono interi. Per esempio:

1

— ¢ 7.

2
La somma e il prodotto di due numeri interi sono numeri interi. Se a € Z e
beZalloraa+beZea-beZ.

Indichiamo con Q l’'insieme dei numeri razionali, ossia 'insieme delle

frazioni:
m

n
con m numero intero e n numero intero non nullo. Ricordiamo che un numero
razionale puo essere scritto in vari modi. Per esempio, le frazioni:
3 6

— e -

4 8

rappresentano lo stesso numero razionale. In generale, le frazioni

m m
— e —
n n

vengono considerate scritture diverse di uno stesso numero razionale se

mn' =nm/'.
I numeri interi vengono considerati numeri razionali. Infatti, per esempio, il
numero 7 viene considerato uguale alla frazione

7
T
Quindi I'insieme dei numeri interi & contenuto nell’insieme dei razionali. Que-
st’ultimo insieme e contenuto a sua volta nell’insieme dei numeri reali. In
simboli:
ZCQCR.

La somma e il prodotto di due numeri razionali sono numeri razionali. Se a € Q
ebeQalloraa+beQea-beqQ.

Vi sono numeri reali che non sono razionali. Per esempio:
V2 ¢ Q.

I numeri reali che non sono razionali si dicono irrazionali.
Abbiamo esaminato alcuni insiemi di numeri: i naturali, gli interi, i razionali,
i reali. Ognuno di tali insiemi & contenuto nel successivo. In simboli:

NCZCQCR.

Vogliamo ora analizzare alcune proprieta dei numeri reali. Ad esempio, se a
due numeri uguali viene sommato un numero, si ottengono numeri uguali. In
altri termini possiamo dire che dati a € R, b € R e ¢ € R si ha:

sea=>balloraa+c=0b+c.
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1.5. Numeri e insiemi

Possiamo invertire I'implicazione? E vero cioe che, se a + ¢ = b+ ¢, allora
a = b? Possiamo cioe semplificare per ¢? La risposta e affermativa. Infatti
dall’'uguaglianza

a+c=b+c

segue, sommando ad ambo i membri il numero —c:
at+c—c=b+c—c

da cui
a=n~b.

Abbiamo quindi la:

Proposizione 1.23 (Legge di semplificazione per ’addizione) Dati tre
numeri reali a, b e ¢ si ha:

a+c=b+ c se e solo se a=0.
Esercizio di base 1.24 Spiegare perché dati a € R e ¢ € R si ha:

a+c=cseesolosea=0. A

Ecco un’altra proprieta dei numeri reali. Se due numeri uguali vengono molti-
plicati per uno stesso numero, si ottengono numeri uguali. In simboli possiamo
dire che dati a € R, b € R e ¢ € R si ha:

sea=>balloraa-c=0b-c.
Possiamo invertire 'implicazione? Vale a dire, dati a € R, b € R e ¢ € R si ha:
sea-c=2>b-calloraa=0>57

La risposta € no, in generale. Se infatti ¢ =0, si haa-c=10-¢ per ogni a e b.
Vale pero la:

Proposizione 1.25 (Legge di semplificazione per la moltiplicazione)
Dati tre numeri reali a, b e ¢ con ¢ # 0:

sea-c=b-c alloraa="0.
DIMOSTRAZIONE Moltiplicando infatti per ¢! ambo i membri dell’uguaglianza:
a-c=b-c

si ottiene:
a-c-ct=b-c-¢ ' dacuia=b. -

Nell’enunciare la legge di semplificazione per la moltiplicazione, abbiamo richie-
sto che ¢ fosse un numero reale diverso da 0. Possiamo anche scrivere cio nel
modo seguente:

ceR—{0}.

In generale, infatti abbiamo la:
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1. EQUAZIONI LINEARI E NUMERI

Definizione 1.26 Dati due insiemi A e B si chiama insieme differenza di
A e B linsieme, che indichiamo con il simbolo A — B, formato dagli elementi

di A che non appartengono a B.

A

Per esempio, dati gli insiemi A ={1,2,3,4,7,10} e B = {0,—3,2,4,7}, si ha:

A—B=1{1,3,10}.

Notiamo che nella definizione di A — B non abbiamo richiesto che B sia un

sottoinsieme di A.

Esercizio di base 1.27 Spiegare perché si ha la seguente proprieta.

a€ReceR—{0}siha:

a-c=cse e solosea=1.

Esercizio di base 1.28 La soluzione di un’equazione lineare del tipo:
a-x=1"

con a € N— {0} e b € N & sempre elemento di N?

Esercizio di base 1.29 La soluzione di un’equazione lineare del tipo:
a-r=1»

con a € Z — {0} e b € Z & sempre elemento di Z?

Esercizio di base 1.30 La soluzione di un’equazione lineare del tipo:

a-x=2>

con a € Q — {0} e b € Q & sempre elemento di Q7

1.6 Soluzioni degli esercizi di base

EB.1.1 Ogni equazione
ar =b

Dati

¢ determinata da due numeri: il coefficiente a della z e il termine noto b. Poiché i

numeri sono infiniti, le equazioni sono infinite.

EB.1.3

a. Moltiplicando ambo i membri dell’equazione per 'inverso di —3, che ¢ — %, otteniamo

I'unica soluzione dell’equazione:

r=—=.

3

b. Moltiplicando ambo i membri per —g, otteniamo:

__T4_ B
TTT39 T Tar
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1.6. Soluzioni degli esercizi di base

c. Moltiplicando ambo i membri per % otteniamo:
1
r=--9]12
3

Le notazioni frazionarie e decimali dei numeri non vengono, di solito utilizzate
contemporaneamente. Dividiamo allora 9,12 per 3. Otteniamo x = 3,04.

d. Moltiplicando ambo i membri per %, otteniamo:

1
=--1,1.
z=3-1
Dividiamo 1,1 per 3. Otteniamo il numero periodico = 0,36 = 0,36666 . ... Possiamo
scrivere cio anche in forma frazionaria:
1 11 11

T30 30

Possiamo anche approssimare la soluzione. Per approssimare alla prima cifra decimale,
scriviamo x 2 0,4, alla seconda x = 0,37, alla terza x = 0,367, alla quarta = = 0,3667
e cosl via.

e. Moltiplicando ambo i membri per 'inverso di v/2, otteniamo:
6
V2

Se vogliamo evitare di scrivere il radicale al denominatore, razionalizziamo:

r=

6v2 _ 6v2 =3V2.

T2 2

Si potrebbe essere tentati dall’approssimare la soluzione. Ricordiamo che si ha:

V2 =1,4142135.. ..

che non & un numero periodico poiché v/2 & un numero irrazionale. Se approssimiamo
V2 alla seconda cifra decimale, otteniamo 1,41 che moltiplicato per 3 da:

3.1,41 = 4,23.

Se approssimiamo /2 alla terza cifra decimale, otteniamo 1,414 che moltiplicato per
3 da:
3-1,414 = 4,242.

Apparentemente abbiamo trovato che se approssimiamo la soluzione alla seconda cifra
decimale otteniamo 4,23, se 'approssimiamo alla terza otteniamo 4,242. Ovviamente

c’e qualcosa che non va. Non si puo quindi operare in questo modo con i numeri @
approssimati. Il modo corretto per lavorare con i numeri approssimati & oggetto

di studio dell’analisi numerica ed e, quindi, estraneo agli argomenti di questo corso.

Per tale motivo all’interno del nostro corso non approssimeremo mai i numeri che
troviamo.

f. Moltiplicando ambo i membri per Iinverso di v/2, otteniamo:

V3

Nk

Volendo, possiamo razionalizzare:

V6
R

xr =
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1. EQUAZIONI LINEARI E NUMERI

g. Moltiplicando ambo i membri per inverso di v/3, otteniamo:

V12

rT=7——7-.

V3

Sfruttando le proprieta dei radicali, otteniamo:

e YAY3 _

V3

EB.1.6 Cerchiamo le eventuali soluzioni del sistema utilizzando il procedimento visto
nell’esempio 1.5. In esso abbiamo sostituito il sistema di partenza con un sistema ad
esso equivalente tale che nella seconda equazione non compaia la x.

Facciamo la stessa cosa nel nostro caso. Sommiamo alla seconda equazione la
prima moltiplicata per —%. Otteniamo il sistema:

20 + 2y =3
S’ 7.
%y =——
Y=3

11 sistema S’ & equivalente al sistema S. Dalla seconda equazione otteniamo:

Il sistema ha quindi una e una sola soluzione:
13 7
47 4)°

a. Poiché nella seconda equazione compare la sola incognita x, ci conviene determinare
da essa la . Abbiamo:

EB.1.9

I 5
=5
Sostituiamo la x cosi ottenuta nella prima equazione e determiniamo la y. Otteniamo:
13
y=-—5-

Il sistema ha quindi una e una sola soluzione:

513
22 )"

b. Sommando alla seconda equazione la prima moltiplicata per —%, otteniamo il
sistema equivalente:
3z +3y=1
2

0:—5

Il sistema non ha quindi soluzioni.
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1.6. Soluzioni degli esercizi di base

c. Sommando alla seconda equazione la prima moltiplicata per f%, otteniamo il
sistema equivalente:

3x+3y=1
0=0

Il sistema ha quindi infinite soluzioni date da:
1
3 bt)

EB.1.11 La matrice associata al sistema dato nell’esempio 1.7 e:

A:G j)

La matrice associata al sistema dell’esempio 1.8 & uguale alla matrice associata al
sistema dell’esempio 1.7. Notiamo che i sistemi dati negli esempi 1.7 e 1.8, pur avendo
la stessa matrice associata, sono estremamente differenti tra loro. Uno non ha soluzioni,
I’altro ne ha infinite.

dove t & un qualsiasi numero reale.

Tutto cio ci dice che il numero delle soluzioni di un sistema non dipende solamente
dalla matrice associata al sistema.

EB.1.19 Vediamo cosa succede per ciascun tipo di operazione elementare.

Se S’ si ottiene da S sommando alla i-esima equazione la j-esima equazione
di S moltiplicata per k, allora sommando alla i-esima equazione di S’ la sua j-
esima equazione (che & rimasta inalterata) moltiplicata per —k, ritorniamo al sistema
originale.

Se S’ si ottiene da S moltiplicando una sua equazione per un numero k diverso da
0, moltiplicando ’equazione cosi ottenuta per % si riottiene il sistema di partenza.

Se S’ si ottiene da S scambiando tra loro due equazioni, scambiandole nuovamente
si torna ovviamente al sistema di partenza.

Infine, se cancelliamo un’identita, possiamo tornare indietro inserendola e viceversa.

EB.1.20 Dobbiamo mostrare che possiamo passare da S a S’ per mezzo di operazioni
elementari. Supponiamo che la i-esima equazione sia uguale alla j-esima moltiplicata
per k. Come prima cosa sommiamo alla i-esima equazione la j-esima moltiplicata per
k. Otteniamo cosi un sistema la cui i-esima equazione € un’identita. Scartiamo ora
quest’identita e otteniamo esattamente il sistema S’.

EB.1.24 Sommando ad ambo i membri di:
a+c=c
il numero —c, otteniamo:
a+c—c=c—c.

Poiché ¢ — ¢ = 0 si ottiene allora
a=0.

11 viceversa & ovvio.

EB.1.27 Il numero c & diverso da 0, esiste quindi il suo inverso ¢~ .
Moltiplicando ambo i membri di:
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1. EQUAZIONI LINEARI E NUMERI

per il numero ¢~! otteniamo:

Poiché ¢ ¢! =1, da cid segue:
a=1.

Abbiamo dimostrato:
se a-c=calloraa=1.

11 viceversa & ovvio.

EB.1.28 No. Consideriamo, per esempio, ’equazione:
2x = 1.

Si ha ovviamente 2 € N e 1 € N. Ma la soluzione dell’equazione &

1
r= =

2

che non appartiene a N.

EB.1.29 No. L’esempio dato nella soluzione dell’esercizio di base 1.28 puo essere
utilizzato anche in questo caso.

EB.1.30 Si. La soluzione dell’equazione & data da:
-1

r=b-a

Sappiamo che l'inverso di un numero razionale non nullo ¢ un numero razionale.
Quindi, poiché a € Q, si ha che a~! € Q. Sappiamo pure che il prodotto di due
numeri razionali & un numero razionale. Quindi, poiché b € Q e ! € Q, si ha che
b-a"!'eQ.

1.7 Sunto

Insiemi
Un insieme ¢ una collezione di oggetti. Scrivendo, per esempio:
A=1{1,2,3,4,7,10}

intendiamo che l'insieme A ¢ formato dai numeri 1, 2, 3, 4, 7 e 10. Per indicare
che un oggetto a appartiene a un insieme A usiamo il simbolo

a € A.
Per esempio, nel caso dell’insieme A visto sopra abbiamo:
1le A, 2€ A, etc
Per indicare che un elemento b non appartiene a un insieme A usiamo il simbolo:
b¢ A

Per esempio, il numero 35 non appartiene all’insieme A visto sopra. Scriviamo
allora:
35 ¢ A.
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1.7. Sunto

Definizione Se tutti gli elementi di un insieme A sono elementi di un insieme
B, diciamo che l'insieme A ¢ contenuto nell’insieme B o anche che A & un
sottoinsieme di B. Indichiamo cio con i simboli:

AC B. A
Per esempio, 'insieme A visto sopra ¢ contenuto nell’insieme

B =1{-5,0,1,2,3,4,5,6,7,10,12}.

Definizione Dati due insiemi A e B si chiama insieme differenza di A e B
I’insieme, che indichiamo con il simbolo A — B, formato dagli elementi di A che
non appartengono a B. A

Per esempio, dati gli insiemi A = {1,2,3,4,7,10} e B = {0,—-3,2,4,7} si ha:
A—B={1,3,10}.

q scriviamo

Insiemi numerici

Sono definiti i seguenti insiemi numerici:

o N={1,2,3,4,...}. Gli elementi di N si dicono numeri naturali.

e Z=4{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}. Gli elementi di Z si dicono numeri interi.
e Q= {2 conm e Z,n € Z—{0}}. Gli elementi di Q si dicono razionali.

e R ¢ l'insieme dei numeri reali. Non diamo la definizione di numero reale.
Ricordiamo solamente che vi sono numeri reali che non sono razionali. Sono i
numeri irrazionali. Sono, per esempio, irrazionali i numeri \/5, \/g, .

Si ha:
NCZCQCR.

Valgono inoltre le proprieta:

sea€eNebeNalloraa+beNea-beN
scac€ZebeZalloraa+beZea-beZ
scacQebeQalloraa+beQea-beQ
scacRebeRalloraa+beRea-beR

Si hanno le leggi di semplificazione:
Proposizione

1. Legge di semplificazione per l’addizione:
Datia € R, beR, ceR:

a+c=b+c se e solo sea=0>0.

2. Legge di semplificazione per la moltiplicazione:
Datia e R, beR ece R—{0}:

a-c=0b-c se e solo se a=0.
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1. EQUAZIONI LINEARI E NUMERI

Equazioni lineari

Un’equazione lineare in un’incognita a coefficienti reali ¢ un’ equazione
del tipo:
ar =05

dove a e b sono numeri reali e x € un’incognita.
Proposizione Data un’equazione lineare:
ax = b,

st ha:
a#0 una e una sola soluzione,
b#0 nessuna soluzione,

a=0 . ) L
b=0 infinite soluzioni.

Nel paragrafo 1.1 & spiegato come determinare le eventuali soluzioni.
Un sistema di due equazioni lineari in due incognite a coeflicienti
reali ¢ dato da:
ax + by =c

de +ey=f

dove a, b, ¢, d, e, f sono numeri reali e x e y sono le incognite. Vi sono
sistemi che hanno una soluzione (vedere esempio 1.5), sistemi che non hanno
soluzioni (vedere esempio 1.7) e sistemi che hanno infinite soluzioni (vedere
esempio 1.8). Nel paragrafo 1.2 abbiamo descritto un metodo per trovare le
eventuali soluzioni.

Dati dei numeri interi p e ¢, un sistema di p equazioni lineari in ¢
incognite a coefficienti reali ¢ dato da:

1121 + @122 + -+ + a14T¢ = by

a21%1 + A22%2 + -+ - + a2qTq = bo

S

Ap1T1 + ApaZa + -+ + ApgTq = by

dove, per ogni i e j, si ha che a;; & un numero reale, per ogni ¢ si ha che b; ¢ un

numero reale e x1, ..., ¥4 sono le incognite.

Una soluzione del sistema S ¢ una ¢g-upla di numeri reali (%1, Zo, ..., Z,) che,
sostituiti nelle equazioni del sistema alle incognite (x1, z2, ..., x,), danno delle
identita.

La tabella di p righe e ¢ colonne:

ailr a2 ... Qg

a1 Q22 a2q
A =

ap1  Ap2 ... Qpgq

si dice matrice dei coefficienti del sistema.
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1.8. Esercizi

Sistemi equivalenti

Definizione Dati due sistemi lineari S e S’ nelle medesime incognite x1, xs,
.., x4, diciamo che S ¢ equivalente a S’ se si pud passare da S a S’ per
mezzo di un numero finito di operazioni elementari di uno di questi tipi

sommare a un’equazione un’altra moltiplicata per un numero;

moltiplicare un’equazione per un numero diverso da 0;

scambiare di posto tra loro due equazioni;

eliminare un’identita;

aggiungere un’identita.

A

Proposizione Se un sistema S ¢ equivalente a un sistema S’ allora i due
sistemi hanno le stesse soluzioni (in particolare se uno dei due non ha soluzioni

anche Ualtro non ne ha).

Proposizione L’equivalenza tra sistemi ¢ una relazione di equivalenza,

cioé soddisfa le proprieta:

1. Proprieta riflessiva Ogni sistema S € equivalente a s€ stesso.

2. Proprieta simmetrica Se un sistema S ¢ equivalente a un sistema S’

allora S’ ¢ equivalente a S.

3. Proprieta transitiva Se un sistema S ¢ equivalente a un sistema S’ e se
S’ ¢ equivalente a un sistema S” allora S ¢ equivalente a S”.

1.8 Esercizi

E.1.1 Determinare le eventuali soluzioni delle equazioni:

a.
€.

i.

4x = 8; b. —4x =9; c. —12z =0;
%x:& f. f%x:5; g. %z*%,
br =10,2; j. dx=12,4; k. —4,2x = 8,02;

d.
h.
1.

;
3 7.
ﬂ 5

3z =1,1.

3

E.1.2 Determinare le eventuali soluzioni delle equazioni:

a.

€.

737 =84; b. 0,02z = 7,3;

c. =3z =T,

\/ix:%; f. %\/533:4\/5; g. f\/ga::41,5;

E.1.3 Determinare le eventuali soluzioni dei sistemi:

r+ y=2
3L‘—|—7y:27

|
Lt

2z + y—l

—a:+4y—5
=2

\f:c+\fy—\f

r+y=27
b. ;
3r+y=1,5

x4+ y=27
e. ;
204+ 2y =0

d. 222 = \/g;

h. —7,5z = /13.

T+y="7
c. ;

f.{

2r4+y=1
r+ y=27
2z + 2y = 54’
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1. EQUAZIONI LINEARI E NUMERI

E.1.4 Sono vere le seguenti affermazioni?
a.sea+beNalloraaeNebeN;

b. sea-beNalloraaeNebeN;
c.seat+beZalloraa€eZebeZ;

d. sea-beZalloraa€ZebeZ,
e.sea+beQalloraacQebeQ;

f.sea-beQalloraaceQebeqQ.
E.1.5 Scrivere le matrici dei coefficienti dei sistemi dati nell’esercizio E.1.3.

E.1.6 Dato un sistema:
axr + by =c
dex +ey=f

con a, b, ¢, d, e, f numeri naturali, & vero che le eventuali soluzioni del sistema
sono coppie di numeri naturali?

E.1.7 Dato un sistema:
axr + by =c
dx +ey=f

con a, b, ¢, d, e, f numeri interi, & vero che le eventuali soluzioni del sistema
sono coppie di numeri interi?

E.1.8 Dato un sistema:
ar + by =c
de +ey=f

con a, b, ¢, d, e, f numeri razionali, & vero che le eventuali soluzioni del sistema
sono coppie di numeri razionali?

1.9 Soluzioni degli esercizi

E.1.1
a. x=2; b. x—f%; c. ¢=0; d. z=-T7; e 18; :f%,
_ 28, _ 51, _a1. 401 . _ 1

g.x=1; h. I8 Lrx=235 jx=31 k — 570 = 55
E.1.2

_ 84, — . — VT o_ V21
a. T =3 b. z =-365; ¢ T=—TE =g d z=1,

— 1 _ 2. _ 286 _ _83V3 2113
e r=c7= "7 f.x=20 gox=—27 h. x = 15
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1.9. Soluzioni degli esercizi

E.1.3

a. Il sistema ha una sola soluzione data da:
(2,0).
b. II sistema ha una sola soluzione data da:
(3)
5710/ °
c. Il sistema ha una sola soluzione data da:
(—6,13).

d. II sistema ha una sola soluzione data da:
_1u
99 /)’

Il sistema ha infinite soluzioni date da:

. II sistema non ha soluzioni.

=0

(27 — t,1)

al variare di ¢ in R.

g. Il sistema ha una sola soluzione data da:
(—2\/ —2V3 4+ V14 +v21,3V2 + 2V3 — V14 — \/21) .

E.14

a. Se a+ b € N non si ha necessariamente a € N e b € N. Si consideri, per esempio,
a=-3eb=>5.

b. Se a-b € N non si ha necessariamente a € N e b € N. Si consideri, per esempio,
a=b=—1.

c. Se a + b € Z non si ha necessariamente a € Z e b € Z. Si consideri, per esempio,

1op_3
seb=3.

d. Se a-b € Z non si ha necessariamente a € Z e b € Z. Si consideri, per esempio,

_2,p_3
a=3eb=3.

a =

e. Se a+ b € Q non si ha necessariamente a € Q e b € Q. Si consideri, per esempio,
a=+vV2eb=—2.

f. Se a-b € Q non si ha necessariamente a € Q e b € Q. Si consideri, per esempio,

a=b=+2.

E.1.5 Abbiamo sempre matrici a due righe e due colonne. Esse sono
1 1 1 1 11 2 1 1 1
a. ; ; ) ;€. 5
17 3 1 2 1 -1 4 2 2
1 1 1 1
f. ;g .
2 2 V3 V2

E.1.6 Non necessariamente le eventuali soluzioni sono coppie di numeri naturali. Un
esempio di un sistema di questo tipo in cui la soluzione non ¢ una coppia di numeri
naturali ¢ dato dal sistema c dell’esercizio E.1.3.
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E.1.7 Non necessariamente le eventuali soluzioni sono coppie di numeri interi. Un
esempio di un sistema di questo tipo in cui la soluzione non & una coppia di numeri
interi e dato dal sistema d dell’esercizio E.1.3.

E.1.8 Si. Le eventuali soluzioni sono numeri razionali. Per capire perché cio avvenga,
notare che, per trovare le eventuali soluzioni, si fanno addizioni, sottrazioni, molti-
plicazioni e divisioni di numeri razionali. Ebbene, il risultato di tali operazioni tra
numeri razionali € sempre un numero razionale.
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CAPITOLO

Matrici e insiemi

Nel capitolo 1 abbiamo gia introdotto il concetto di matrice a p righe e ¢ colonne.
Affrontiamo ora con maggior sistematicita questa nozione. Studiamo poi alcuni
tipi particolari di matrici, nonché il concetto di trasposta di una matrice e ne
studiamo le proprieta.

2.1 DMatrici

Definizione 2.1 Una matrice a coefficienti reali a p righe e ¢ colonne ¢ una
tabella di numeri reali disposti su p righe e ¢ colonne:

a;x a2 ... Qi ... Qg

asy a9 c.. Q25 -.. Q2q
A =

a;1 a2 ... G4y cee Qg

ap1  Ap2 ... Qpj ... dpg

Una matrice a p righe e ¢ colonne si dice matrice di tipo (p,q). I numeri
p e g vengono detti dimensioni della matrice. Chiamiamo elemento (o
coefficiente) di posto (7, ) della matrice A il numero reale che si trova sulla
i-esima riga e sulla j-esima colonna della matrice A. Se vogliamo indicare
genericamente gli elementi della matrice A scriviamo A = (aij). A

Consideriamo, per esempio, la seguente matrice a coefficienti reali a 2 righe e 3

colonne Y
(3 2 -5
()

L’elemento di posto (1, 1) € il numero 3. L’elemento di posto (1,2) ¢ il numero
V2. L’elemento di posto (2,2) ¢ il numero 0. E cosi via. Si ha cioe:

a1 =3, ai2=V2, ai3=-5 an=1 ap=0, ay=1.
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2. MATRICI E INSIEMI

Esercizio di base 2.2 Determinare la matrice A := (aij) di tipo (2,2) tale
che a;; =1+ 7.

Indichiamo con M(p, ¢, R) linsieme delle matrici a coefficienti reali di tipo
(p,q). Se scriviamo A € M(p, ¢, R), intendiamo quindi che A & una matrice a
coefficienti reali a p righe e ¢ colonne.

Definizione 2.3 Una matrice di tipo (n,n), cioé con un ugual numero di righe
e di colonne, si dice quadrata di ordine n. L’insieme delle matrici quadrate di
ordine n a coefficienti reali viene quindi indicato con il simbolo M(n,n,R). In
una matrice quadrata A = (aij) di ordine n, gli elementi a1, ass, ..., Gy, Si
dicono elementi della diagonale principale. A

Nella seguente matrice quadrata di ordine 3:

A=

S O N
O W ot

1
0
6

gli elementi della diagonale principale sono 2, 3 e 6.

Nella matrice precedente tutti gli elementi che si trovano sotto la diagonale
principale, cioe gli elementi ao1, as1, asze sono nulli; per questa ragione la matrice
A si dice triangolare superiore. Pill in generale:

Definizione 2.4 Una matrice quadrata A = (aij) di ordine n si dice triango-
lare superiore se tutti gli elementi che si trovano sotto la diagonale principale
sono nulli. A

Notiamo che un elemento a;; si trova sotto la diagonale principale se e solo
se ¢ > j. Quindi una matrice A = (aij) € triangolare superiore se e solo se
a;j = 0 per ogni i > j. Indichiamo con T®(n) l'insieme delle matrici triangolari
superiori di ordine n a coefficienti reali. In simboli:

T%(n) = {A = (a;;) € M(n,n,R) | a;; = 0 per ogni i > j}

11 simbolo | si legge “tali che”. La formula di sopra si legge quindi: [’insieme
T®(n) ha come elementi le matrici A appartenenti a M(n,n,R) tali che sia
verificata la condizione etc.. Il simbolo := indica che il primo membro, cioe

Pinsieme T®(n) &, per definizione, uguale al secondo membro. Talvolta si utilizza

. . . def
anche per il medesimo scopo il simbolo =.

Abbiamo definito un insieme elencando le proprieta che devono essere
verificate da tutti e soli i suoi elementi.

E bene puntualizzare che la definizione di matrice triangolare superiore non
implica che a;; # 0 per ogni 7 < j. Nella matrice triangolare superiore appena
analizzata, per esempio, ’elemento as3 ¢ nullo.

Consideriamo poi le matrici a coefficienti reali di ordine n triangolari
inferiori, cioé quelle matrici aventi uguali a 0 tutti gli elementi che si trovano
al di sopra della diagonale principale. Indichiamo con Tg(n) l'insieme delle
matrici triangolari inferiori. Quindi

Tr(n) = {A = (ai;) € M(n,n,R) | a;; =0 per ogni i < j}.
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2.1. Matrici

Per esempio, la matrice

¢ triangolare inferiore.

Esercizio di base 2.5 Determinare la matrice quadrata A := (a;;) di ordine
3 tale che a;; = max(0,¢ — j) (con max(0,¢ — j) indichiamo il massimo tra i
numeri 0 e i — 5). Verificare se A € T%(3) e se A € Tg(3).

Esercizio di base 2.6 Generalizzare ’esercizio di base 2.5 a matrici di ordine
qualunque n. Verificare cioeé se la matrice quadrata A := (aij) di ordine n tale

che a;; = max(0,i — j) appartiene a T®(n) e se appartiene a Tg(n).

Definizione 2.7 Una matrice quadrata avente nulli tutti gli elementi non
appartenenti alla diagonale principale si dice diagonale. Indichiamo con
D(n,R) I'insieme delle matrici diagonali di ordine n a coefficienti reali. Si ha
quindi:

D(n,R) ={A = (aij) € M(n,n,R) | a;; =0 per ogni i # j}. A

La matrice:

S
I
cowN
coco
wo o

€ una matrice diagonale.

Definizione 2.8 Una matrice quadrata si dice simmetrica se i suoi elementi in
posizioni simmetriche rispetto alla diagonale principale sono uguali. Indichiamo
con S(n,R) l'insieme delle matrici simmetriche di ordine n a coefficienti reali.A

Ecco un esempio di matrice simmetrica:

C =

[ewll o V]
ot W
o o O

Ogni matrice diagonale e simmetrica.

Esercizio di base 2.9 Dimostrare che ogni matrice diagonale & simmetrica.

In altri termini

D(n,R) C S(n,R).

Notiamo che in una matrice A = (aij) I’elemento in posizione simmetrica
rispetto all’elemento a;;, ¢ 'elemento a;;. Si ha quindi:

S(n,R) = {A = (ai;) € M(n,n,R) | a;; = aji}.
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Esercizio di base 2.10 Determinare la matrice quadrata A := (aij) di ordine
3 tale che a;; =1+ j. Verificare che A ¢ simmetrica.

Esercizio di base 2.11 Generalizzare ’esercizio di base 2.10 a matrici di
ordine n qualsiasi. Dimostrare cioé che la matrice quadrata A := (aij) di ordine
n tale che a;; =7 + j & simmetrica.

Esercizio di base 2.12 Per ognuna delle seguenti matrici di M(3,3,R), dire
a quali dei sottoinsiemi T%(3), Tr(3), D(3,R), S(3,R) essa appartiene.

AZ: B:: C::

o3 = WO
S0 o OO o
SO O O oo
OO OO O W
OO O oo o
WO OO
SN = O wWwo
SO W o OO

1
3
)
™
3
0

2.2 Intersezione e unione di insiemi

Definizione 2.13 Dati due insiemi A e B, chiamiamo intersezione di A e B
I’insieme formato dagli elementi che appartengono sia ad A che a B. Questo
insieme viene indicato con il simbolo:

ANB.
Abbiamo cioe:

ANB:={x|z€ Aexc B}. A

Definizione 2.14 Dati due insiemi A e B, chiamiamo unione di A e B I'in-
sieme formato dagli elementi che appartengono ad A o a B (cio¢ ad almeno
uno degli insiemi A e B). Questo insieme viene indicato con il simbolo:

AU B.
Abbiamo cioe:
AUB={xz |z € Aox € B}. A
Esempio 2.15 Consideriamo gli insiemi:
A=1{1,2,3,4,7,10} e B:={0,-3,2,4,7}.
Abbiamo
ANB=1{2,4,7}

AUB =1{1,2,3,4,7,10,0, —3}. A
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2.2. Intersezione e unione di insiemi

Esercizio di base 2.16 Siano dati gli insiemi:
A={aeN|2<a<b} e B={beN|3<b<12}. A
Determinare AN B e AU B.

Se due insiemi A e B non hanno alcun elemento in comune abbiamo che
Iintersezione di A e B non ha alcun elemento. In questo caso scriviamo:

ANB=g@.

Infatti con il simbolo @ indichiamo I’insieme vuoto, cio¢ 'insieme che non ha
alcun elemento.

Esercizio di base 2.17 Dati gli insiemi:

A={aeN|2<a<b} e B={beN|6<b<10}. A
Verificare che si ha AN B = & e determinare A U B.
A partire quindi da due insiemi A e B possiamo considerare gli insiemi AU B,
AN B. Nel capitolo 1 abbiamo anche considerato I'insieme A — B. Possiamo ora
considerare ancora altri insiemi. Per esempio, (AU B) — A o anche (AUB)N A

e cosl via.
Nell’esercizio di base 2.12 abbiamo considerato la matrice

1 00
cC=10 3 0
0 0 6
Abbiamo visto che si ha:
CeT*3), CeTr(3).
Possiamo scrivere cio nel modo seguente:

C e T®(3) N Tr(3).

Abbiamo anche considerato la matrice:

A:

w = O
ot W
SO O

Abbiamo visto che si ha:
A¢TH3),A ¢ T(3).
Possiamo scrivere cio nel modo seguente:

A ¢ TR(3) UTg(3).
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Esercizio di base 2.18 Considerare le matrici A, B, C, D, E, F dell’esercizio
di base 2.12. Verificare che si ha:

A e M(3,3,R) — (T%(3) UTr(3)),

B e T¥(3) — Tr(3),

C €S(3,R)ND(3,R),

D € (3, R) — (T*(3) U Tx(3)),

E e T®(3) N Tx(3),

F e M(3,3,R) UTg(3). A

2.3 Matrice trasposta

Consideriamo le due matrici:

3 1
A= 3 V2 5 e B=[v2 0
1 0 7 5 7

La matrice B & stata ottenuta dalla matrice A scambiando le righe con le
colonne. La prima riga della matrice A ¢ la prima colonna della matrice B. La
seconda riga della matrice A € la seconda colonna della matrice B. La matrice
B viene chiamata matrice trasposta della matrice A. In generale:

Definizione 2.19 Data una matrice A := (aij) a p righe e ¢ colonne, chiamia-
mo matrice trasposta di A la matrice, che indichiamo con A, a ¢ righe e
p colonne avente come elemento di posto (j,4) 'elemento di posto (4,75) della
matrice A. Si ha cioe:

‘A := b con bji = a;j. N

Esercizio di base 2.20 Determinare la matrice trasposta della matrice:

1 2 3 4
A=15 6 7 8/|.
9 10 11 12 A
Consideriamo la matrice:
2 5 1
A=10 3 0
0 0 6

Abbiamo gia visto prima che si ha A € T®(3). La matrice A & cio¢ triangolare
superiore. Consideriamo la sua trasposta. Si ha:

tA:

— Ut N
o w o
SO O

Abbiamo ottenuto una matrice triangolare inferiore. Cio¢ ‘A € Tg(3). Cio viene
generalizzato nel prossimo esercizio.

30 G. Accascina e V. Monti



2.3. Matrice trasposta

Esercizio di base 2.21 Dimostrare che si ha:

A € T®(n) se e solo se A € Tg(n),
A € Tr(n) se e solo se 'A € T¥(n). A

Suggerimento: se non si & in grado di dimostrare il caso generale, provare prima
con matrici di ordine 2 e poi di ordine 3.

Consideriamo la matrice
2 10
C=11 3 5
0 5 6
Abbiamo gia visto nel paragrafo 2.1 che si tratta di una matrice simmetrica.
Calcolando la sua trasposta, vediamo che si ha ‘C = C.
Cio e vero in generale: ogni matrice simmetrica coincide con la sua trasposta.
Viceversa, se una matrice quadrata coincide con la sua trasposta, allora essa &

simmetrica.

Esercizio di base 2.22 Dimostrare che una matrice quadrata ¢ simmetrica
se e solo se coincide con la propria trasposta.

Si ha quindi:
A€ S(n,R) se e solo se ‘A = A,

0, equivalentemente:
S(n,R) = {A € M(n,n,R) | A = A}.

Consideriamo ora la matrice:

Si ha:

2 7
A=15 3
10

Consideriamo ora la matrice trasposta della trasposta di A, cioe la matrice

(A):
» 2 5 1
(4) = (7 3 0) '
Abbiamo A = (*A).

Cio € un fatto generale. Data cioé una qualsiasi matrice A € M(p, ¢, R), si
ha:

(t4) = A.

Questa proprieta si dimostra facilmente.
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2.4 Soluzioni degli esercizi di base

()

EB.2.5 Svolgendo i calcoli si ottiene:

EB.2.2 Si ha:

0 0 O
A=11 0 O
2 1 0
La matrice A non & triangolare superiore. Inoltre A & triangolare inferiore.

EB.2.6 Vogliamo dimostrare che A ¢ una matrice triangolare inferiore. Dobbiamo
quindi dimostrare che, se j > 4, allora a;; = 0. Sia quindi j > 4. Ricordiamo che
abbiamo a;; = max(i — 7,0). Ma i — j < 0, quindi a;; = 0. Abbiamo dimostrato quel
che volevamo.

EB.2.9 Sia A = (ai]-) in D(n,R). Questo significa che a;; = 0 se ¢ # j. Dobbiamo
dimostrare che a;; = aj; per ogni coppia di indici i e j. Se ¢ = j cio & ovvio. Se i # j
allora a;; = 0 = a;j;. Abbiamo dimostrato quel che volevamo.

EB.2.10 Si ha:
2 3 4
A=(3 4 5
4 5 6
La matrice A ¢ chiaramente simmetrica.
EB.2.11 Dimostriamo che si ha a;; = a;; qualunque siano i e j. Poiché, per defini-

zione, abbiamo a;; = i + j, otteniamo: a;; =i+ j = j + 9 = aj;. Abbiamo dimostrato
quel che volevamo.

EB.2.12
A ¢ TH3), A ¢ Tr(3), A ¢ D(3,R), A ¢ S(3,R),
B e T(3), B ¢ Tg(3), B ¢ D(3,R), B ¢ S(3,R),
C e TH(3), C € Tx(3), C € D(3,R), C € S(3,R),
D ¢ T%(3), D ¢ Tg(3), D ¢ D(3,R), D € S(3,R),
E € T%(3), E € Tx(3), E € D(3,R), E €S(3,R),
F ¢ TF(3), F ¢ Tx(3), F ¢ D(3,R), F € S(3,R).

EB.2.16 Abbiamo:
ANB={4} e AUB={zeN|2<z <12}
EB.2.17 Affinché un elemento appartenga sia ad A che a B si deve avere:
2<zx <5 e 6<z<]10.

Non esiste alcun numero naturale che sia al tempo stesso minore di 5 e maggiore di 6.
Quindi AN B = @. Si ha poi:

AUB = {3,4,7,8,9}.

EB.2.18 La verifica & semplice. Quindi non la scriviamo.
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EB.2.20 Abbiamo:

15 9
|2 6 10
A=13 7 1

4 8 12

EB.2.21 Sia A := (a;;) € T¥(n). Questo significa che se i > j allora a;; = 0. Sia
B = (bj;) = 'A. Quindi b;; = a;;. Dobbiamo dimostrare che si ha B € Tg(n).
Dobbiamo quindi dimostrare che, se ¢ > j allora b;; = 0. Sia allora ¢ > j. Abbiamo
bji = a;; = 0. Abbiamo dimostrato quel che volevamo.

Dobbiamo ora dimostrare il viceversa. Supponiamo cioé che B = ‘A € Tg(n) e
dobbiamo mostrare che A € T®(n). Si ha: B ='A = (bj;) € Tr(n), cioé bj; = 0 per
ogni j < i. Ma a;; = bji, quindi a;; = 0 per ogni i > j, vale a dire A € T®(n).

La dimostrazione della seconda proprieta ¢ analoga alla dimostrazione appena
fatta. Evitiamo quindi di scriverla. Cio non toglie che sia opportuno che il lettore la
svolga.

EB.2.22 La dimostrazione non ¢ difficile. Evitiamo di scriverla.

2.5 Sunto

Insiemi (seconda puntata)

Un insieme puo essere definito indicando la proprieta che caratterizza gli elementi
dell’insieme. Per esempio, per indicare che I'insieme R<? & 'insieme dei numeri
reali negativi, si scrive:

R<":={a€R|a <0}

Definizione Dati due insiemi A e B definiamo gli insiemi:

ANB:={x|xz € Aeux € B},
AUB:={xz |z € Aox € B}.

L’insieme AN B si dice intersezione di A e B. L’insieme AU B si dice unione
di A e B. Si definisce insieme vuoto !'insieme non avente alcun elemento. Il
simbolo & rappresenta 'insieme vuoto. A

Matrici

Definizione Una matrice a coefficienti reali a p righe e ¢ colonne o di tipo
(p, q) & una tabella di numeri reali disposti su p righe e ¢ colonne:

aill a12 ce. Q1y ... Q1gq

any as9 ce. Q24 ... Q2q
A =

a;1 @i2 ... Qi3 ... Qg

ap1r  Ap2 ... Qpj ... Qpq
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I numeri p e g vengono detti dimensioni della matrice. Chiamiamo elemento
(o coefficiente) di posto (i, j) della matrice A il numero reale che si trova sulla
i-esima riga e sulla j-esima colonna della matrice A. Per indicare genericamente
gli elementi della matrice A scriviamo A = (aij). A

Indichiamo con il simbolo M(p, ¢, R) l'insieme delle matrici a coefficienti reali
di tipo (p, q).

Definizione Una matrice di tipo (n,n) si dice matrice quadrata di ordine
n. In una matrice quadrata A = (aij) di ordine n, gli elementi a11, ag9, ...,
Gnyp si dicono elementi della diagonale principale di A. A

Definizione Una matrice quadrata A = (aij) di ordine n si dice triangolare
superiore se tutti gli elementi che si trovano sotto la diagonale principale
sono nulli. Indichiamo con il simbolo T®(n) I'insieme delle matrici triangolari
superiori. Si ha quindi:

T*(n) = {A = (aij) € M(n,n,R) | a;; = 0 per ogni i > j}. A

Definizione Una matrice quadrata A = (a,;j) di ordine n si dice triangolare
inferiore se tutti gli elementi che si trovano sopra la diagonale principale
sono nulli. Indichiamo con il simbolo Tr(n) l'insieme delle matrici triangolari
inferiori. Si ha quindi:

Tr(n) == {4 = (a;;) € M(n,n,R) | a;; = 0 per ogni i < j}. A

Definizione Una matrice quadrata A = (aij) di ordine n si dice diagonale
se tutti gli elementi non appartenenti alla diagonale principale sono nulli.
Indichiamo con D(n, R) I'insieme delle matrici diagonali di ordine n a coefficienti
reali. Si ha quindi:

D(n,R) :={A= (aij) € M(n,n,R) | a;; = 0 per ogni i # j}. A

Definizione Una matrice A = (aij) € M(n,n,R) si dice simmetrica se, per
ogni 7 e per ogni j, si ha a;; = a;;. Con il simbolo S(n,R) si indica I'insieme
delle matrici simmetriche di ordine n a coefficienti reali. A

Definizione Data una matrice A = (aij) € M(p, q,R), chiamiamo matrice
trasposta di A la matrice ‘A € M(q, p, R) avente come elemento di posto j,i
I’elemento di posto 7,7 della matrice A. Cioe:

tA = (b]z) con bji = Q- A

Proposizione Per ogni matrice A in M(q,p,R) si ha:
fA) = A.

Una matrice quadrata ¢ simmetrica se e solo se essa coincide con la sua trasposta.
Si ha quindi:
S(n,R) = {A € M(n,n,R) | A = A}.
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2.6. Esercizi

2.6 Esercizi

E.2.1 Sia data la matrice:

A=

~ Ot
[N N}
o O W

Indichiamo con a;; il suo elemento generico. Determinare gli elementi a;; tali
chei+j=4.

E.2.2 Determinare gli elementi a;; della matrice A data nell’esercizio E.2.1 tali
che i+ j < 4.

E.2.3 Determinare gli elementi a;; della matrice A data nell’esercizio E.2.1 tali
che i 4 j > 4.

E.2.4 Si considerino gli insiemi A := {1,3,4,8} e B :={2,3,4,5,7}. Determi-
nare gli insiemi:

a. A—B; b.B—A; c. (A—B)U(B—A); d. (A-—B)n(B-A).

E.2.5 Indichiamo con P l'insieme formato dalle parole che indicano in italiano
i primi dieci numeri naturali. Cioe:

P := {uno, due, tre, quattro, cinque, sei, sette, otto, nove, dieci}.

Indichiamo con T il sottoinsieme di P formato dalle parole di P di tre lettere.
Consideriamo ora il sottoinsieme S di P formato dalle parole di P che cominciano
con la lettera “s”. Verificare che I'insieme delle parole di P di tre lettere e che
cominciano con la lettera “s” & dato da T'NS. Determinare inoltre gli insiemi:

a. SNT; b. SUT; c. S=T; d.T-S; e P-T;
—(SnT); g P—(SUT).

E.2.6 Abbiamo visto che ogni matrice diagonale & simmetrica. E vero il
viceversa?

E.2.7 Ogni matrice diagonale ¢ sia triangolare superiore che triangolare inferiore.
E vero il viceversa? E vero cioe che, se una matrice ¢ sia triangolare superiore
che triangolare inferiore, allora essa e diagonale? In altre parole, si chiede se &

vera l'uguaglianza:
Tgr(n) N T¥(n) = D(n,R).

E.2.8 Consideriamo la matrice:

A=

o O W
O = Ot
NN ©

Verificare se A appartiene agli insiemi:

a. T®(3); b. Tr(3); ¢ S(3,R); d. D(3,R); e. T%(3)—S(3,R);
£ S(B,R) - TH3); g M(3,3,R)— (SB,R) UT*(3));

h. M(3,3,R) — (S(3,R) N T%(3)).
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2.7 Soluzioni degli esercizi

E.2.1 Sono gli elementi di posto (1, 3) cioe¢ 3, di posto (2,2) cioe 9, e di posto (3,1)
cioe 7.

E.2.2 Sono gli elementi di posto (1,1) cio¢ 1, di posto (1,2) cioe 2 , e di posto (2,1)
cioe 5.

E.2.3 Sono gli elementi di posto (2, 3) cioe 0, di posto (3,2) cioe 4 , e di posto (3,3)
cioe 8.

E.2.4 L’insieme A — B ¢ formato dagli elementi di A che non appartengono a B, e
pertanto abbiamo che A — B = {1,8}. Analogamente troviamo B — A = {2,5,7}. E
ora facile vedere che (A — B)U (B — A) ={1,2,5,7,8} eche (A—B)N(B—A4) =02.

E.2.5 L’insieme delle parole di P di tre lettere e che cominciano per “s” e formato
da tutte e sole le parole di P che appartengono a 1" e che appartengono a S. Per
definizione di intersezione si ha allora P =T N S. Si ha poi:

a. SNT = {sei}; b. SUT = {uno, due, tre, sei, sette}; c. S —T = {sette};

d. T — S ={uno, due, tre}; e. P —T = {quattro, cinque, sette, otto, nove, dieci};
f. P—(SNT)={uno, due, tre, quattro, cinque, sette, otto, nove, dieci};

g. P— (SUT) = {quattro, cinque, otto, nove, dieci};
E.2.6 No. La seguente matrice & simmetrica ma non diagonale.
1 2
(1 3)
E.2.7 Si. La dimostrazione ¢ facile.

E.2.8 Abbiamo:

a. AeTH3); b. Ad¢ Tr(3); c. A¢S(3,R); d. A¢D(3,R);
e. AeTR3)—S(3,R); f. A¢S(3,R) - T*(3);
g A¢M(3,3,R)— (S(3,R)UTH(3)), h. A€ M(3,3,R)—(S(3,R)NTE3)).
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CAPITOLO

Lo spazio vettoriale delle
matrici

Nel capitolo 2 abbiamo introdotto I'insieme M(p, ¢, R) delle matrici a coefficienti
reali a p righe e ¢ colonne.

Introduciamo ora in M(p, ¢, R) un’operazione analoga all’operazione di addi-
zione tra numeri reali. Date cioé due matrici A e B di M(p, ¢,R), definiamo
una matrice A+ B € M(p, q,R). L’operazione di addizione tra matrici verifica
proprieta analoghe alle usuali proprieta dell’addizione tra numeri reali.

Definiamo poi la moltiplicazione di una matrice per un numero reale. Data
cio¢ una matrice A € M(p, ¢,R) e un numero k € R, definiamo una matrice
kA € M(p,q,R). Questa operazione viene chiamata moltiplicazione per uno
scalare. Studiamo poi le proprieta della moltiplicazione per uno scalare.

Abbiamo quindi due operazioni: ’addizione tra matrici di M(p, q,R) e la
moltiplicazione di una matrice di M(p, ¢, R) per uno scalare. Le operazioni cosi
definite in M(p, ¢, R) definiscono una struttura cosiddetta di spazio vettoriale.
Studieremo piu avanti la nozione generale di spazio vettoriale.

3.1 Matrice somma

Consideriamo le matrici

2 5 1 10 1
A'_<1 3 0) © B"(? 4 9)'

Consideriamo ora la matrice ottenuta sommando tra loro gli elementi di ugual
posto. Chiamiamo questa matrice A + B. Si ha:

(241 540 1+1\ (3 5 2
A+B_<1+7 3+4 0+9)_<8 7 9)'
Pit in generale, diamo la:

Definizione 3.1 Date due matrici A = (aij) e B = (bij) entrambe di tipo
(p,q), chiamiamo matrice somma di A e B, la matrice di tipo (p,q), che
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3. LO SPAZIO VETTORIALE DELLE MATRICI

indichiamo con A + B, il cui elemento di posto (i, ) ¢ dato dalla somma degli
elementi di posto (,j) delle matrici A e B. Si ha cioe:

A+ B = (cij) con ¢ = a;j + byj. A

Notiamo che, per definizione, possiamo sommare solamente matrici che hanno
lo stesso numero di righe e lo stesso numero di colonne, cioe matrici dello stesso
tipo.

Esercizio di base 3.2 Date le matrici:
2 1 17
A=15 3 e B'=10 4
1 0 1 9

Calcolare la matrice A’ + B’.

Abbiamo quindi definito 'operazione di addizione tra matrici. Il risultato
dell’operazione di addizione tra due matrici ¢ la matrice somma.

L’operazione di addizione tra matrici verifica proprieta analoghe alle pro-
prieta dell’addizione tra numeri reali. Ricordiamo innanzitutto queste proprieta.

Proposizione 3.3 L’addizione tra numeri reali soddisfa le proprieta:

1. Proprieta associativa.

(a+b)+c=a+ (b+c) per ognia € R, bR, c € R.

2. Proprieta commutativa.

a+b=0b+a per ognia € R, b e R.

3. FEsistenza dello zero.

Nell’insieme R vi é il numero reale O che ha la seguente proprieta:
a+0=a
per ogni a € R.

4. Esistenza dell’opposto.

Dato un qualsiasi numero a € R, esiste un numero reale che, sommato ad
a, da 0. Questo numero ¢ il numero —a, cioé l’opposto di a. Si ha quindi:

a+ (—a)=0.

L’operazione di addizione di matrici ha proprieta analoghe:
Proposizione 3.4 L’addizione tra matrici di M(p, ¢, R) soddisfa le proprieta:

1. Proprieta associativa.

(A+ B)+C = A+ (B+C) per ogni A € M(p,q,R), B € M(p,q,R),
C € M(p,q,R).
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3.1. Matrice somma

2. Proprieta commutativa.
A+ B =B+ A per ogni A € M(p,q,R), B € M(p,q,R).

3. Esistenza dello zero.

La matrice di tipo (p,q) avente tutti gli elementi nulli viene indicata con
il stmbolo 0 e chiamata matrice nulla. La matrice nulla 0 ha la sequente
proprieta:
A4+0=A4

per ogni A € M(p, ¢, R).

4. Esistenza dell’opposto.

Data una matrice A € M(p, q,R), esiste una matrice che sommata ad A
da la matrice nulla 0. Questa matrice & ovviamente la matrice avente come
elementi gli opposti degli elementi della matrice A. Essa viene indicata con il
simbolo —A e viene chiamata matrice opposta di A. Si ha quind;i:

A+ (=4)=0.

Notiamo che abbiamo indicato con il simbolo 0 sia il numero reale 0 sia la
matrice nulla di tipo (p, ¢). Inoltre, matrici nulle di dimensioni diverse vengono
indicate tutte con il simbolo 0. Di solito cid non crea confusione. Nel caso in
cui ci sia possibilita di confusione, indicheremo con il simbolo 0, , la matrice
nulla di tipo (p, ¢). Dunque, ad esempio:

00 0 0 0
02’3:(0 0 o) © 022:(0 0)'

Nella formula A 4+ 0 = A non c’¢ pericolo di confusione. Lo 0 nella formula
indica la matrice nulla di dimensioni uguali alla matrice A e non il numero
0. Non avrebbe infatti senso sommare una matrice con un numero o con una
matrice di dimensioni diverse.

Esempio 3.5 Data la matrice:

(2 5 -1
A‘<7 -3 0)’

la sua matrice opposta e la matrice:
-2 -5 1
A= (—7 3 0> ' A

Esercizio di base 3.6 Dimostrare la proprieta associativa, la proprieta com-
mutativa, la proprieta di esistenza dello zero e la proprieta di esistenza dell’op-
posto per 'operazione di addizione tra matrici.

Ricordiamo che, dati tre numeri reali a, b e ¢, siamo soliti scrivere a + b + ¢
senza utilizzare le parentesi. Con il simbolo a + b + ¢ indichiamo a + (b + ¢)
o (a+ b) + c¢. La proprieta associativa dell’addizione ci dice che cid non crea
ambiguita. La proprieta associativa e valida anche per I’addizione di matrici.
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3. LO SPAZIO VETTORIALE DELLE MATRICI

Date quindi A € M(p, q,R), B € M(p, ¢,R), C € M(p, q, R), possiamo scrivere
A+ B + C senza che cio crei ambiguita.

Vi & un’altra convenzione dei numeri reali che possiamo trasportare alle
matrici. Dati a € R e b € R, con il simbolo a — b indichiamo la somma di a con
I'opposto di b. Cioe:

a—b=a+ (-b).

In modo analogo, date A € M(p, ¢,R) e B € M(p, ¢, R) poniamo
A—B:=A+(-B).

Sappiamo che per i numeri reali vale la legge di semplificazione rispetto
all’addizione.

Proposizione 3.7 Datia € R, be R ec € R si ha:

sea+c=>b+ c allora a =b.

Anche questa proprieta puo essere trasportata al caso delle matrici. Si ha cioe
la:

Proposizione 3.8 Date tre matrici A, B e C di M(p,q,R) si ha:
se A+ C =B+ C allora A= B.

Questa proprieta € nota come legge di semplificazione per 'addizione matri-
ciale

Esercizio di base 3.9 Dimostrare la legge di semplificazione per I’addizione
matriciale.

Esercizio di base 3.10 Date le matrici

2 5 -1 1 -5 2
A"(? -3 0) eB'_<1 13 0)’ A
calcolare le matrici 'A, !B, 'A+'B, A+ B, A+ B) e notare che vale 'uguaglianza
‘A+'B=%A+ B).
L’ultima affermazione dell’esercizio di base & vera per ogni coppia di matrici.
Si ha cioe la seguente proprieta la cui dimostrazione lasciamo per esercizio al
lettore:
Proposizione 3.11 Date due matrici A e B in M(p,q,R) si ha:
‘A+'B=Y 4+ B).

Esercizio di base 3.12 Dimostrare la proposizione 3.11.
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3.2. Moltiplicazione per uno scalare

3.2 Moltiplicazione per uno scalare

Data una matrice A e un numero reale k, possiamo moltiplicare ogni elemento
di A per k. Otteniamo una matrice che indichiamo con kA. Si ha per esempio:

1 2 3 -5 —-10 -—15
A=|-5 7 9 e —B8A=125 -35 —45
0 1 -7 0 -5 35

Chiamiamo questa operazione moltiplicazione di una matrice per uno scalare.

Esercizio di base 3.13 Data la matrice

1 2
A=10 -1
3 7 A

Calcolare la matrice 3A e verificare che si ha 3A= A+ A+ A.

L’operazione di moltiplicazione di una matrice per uno scalare soddisfa le
seguenti proprieta la cui dimostrazione viene lasciata per esercizio:

Proposizione 3.14

1. h(kA) = (h-k)A per ogni A € M(p,q,R), h € R, k € R;

2. (h+k)A=hA+ kA per ogni A € M(p,q,R), h € R, k € R;

3. h(A+ B) = hA+ hB per ogni A € M(p,q,R), B € M(p,q,R), h € R.

Esercizio di base 3.15 Dimostrare le proprieta precedenti.

Lasciamo per esercizio la dimostrazione elementare della

Proposizione 3.16 Data una matrice A si ha

1. 1A= A;
2. (~1)A = —A;
9. 04 = 0.

Osservazione 3.17 Notiamo che nell’'ultima formula della proposizione prece-
dente il simbolo 0 indica due cose differenti. Lo 0 a primo membro ¢ il numero
reale 0. Lo 0 a secondo membro & la matrice nulla di M(p, ¢, R). A

3.3 Soluzioni degli esercizi di base

EB.3.2 Si ha:

2 1 1 7 241 147 3 8
A+B =[5 3|+|0 4)=[5+0 3+4|=1|5 7].
1 0 19 141 049 2 9
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EB.3.6 Dimostriamo innanzitutto la validita della proprieta associativa:
A+ (B+C)=(A+B)+C.

Per dimostrare che le due matrici sono uguali, dobbiamo dimostrare che esse hanno
gli stessi elementi.

Siano A = (aij)7 B = (bij)7 C = (Cij). Dalla definizione di matrice somma segue
immediatamente che I’elemento di posto (z, j) della matrice A + (B + C) ¢ dato da
ai; + (bij + ¢ij). Analogamente ’elemento di posto(i, j) della matrice (A + B) + C &
dato da (ai; 4+ bij) + ci5. Per i numeri reali ¢ valida la proprieta associativa e quindi si
ha:

aij + (bij + ¢ij) = (aij + bij) + ¢y
Abbiamo dimostrato quel che volevamo.

Notiamo che, per dimostrare la proprieta associativa dell’addizione tra matrici,
abbiamo sfruttato la definizione di addizione tra matrici e la proprieta associativa
dell’addizione tra numeri reali.

Dobbiamo ora dimostrare la proprieta commutativa dell’addizione tra matrici. La
dimostrazione ¢ semplice. In essa si utilizza la definizione di addizione tra matrici e la
proprieta commutativa dell’addizione tra numeri reali.

Le dimostrazioni della proprieta di esistenza dello zero e della proprieta di esistenza
dell’opposto sono analoghe. Evitiamo quindi di scriverle.

EB.3.9 Sia
A+C=B+C.

Sommiamo ad ambo i membri la matrice —C. Otteniamo:
A+C+ (-C)=B+C+(-0).
Poiché si ha C + (—C) = 0, otteniamo:
A+0=DB+0.

Sfruttando la proprieta della matrice nulla otteniamo:

A=B.
EB.3.10 Si ha
2 7
‘A=(5 -3]|,
-1 0
11
‘B=|-5 13|,
2 0
2 7 11 3 8
‘A+'B=|5 -3|+[-5 13]={(0 10],
-1 0 2 0 10
2 5 -1 1 -5 2 3 0 1
A+B*(7 -3 o>+<1 13 0>*(8 10 0)’
3 8
fA+B)= 10 10
1 0

Quindi
‘A+'B="A+ B).
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3.4. Sunto

EB.3.12 Per dimostrare I'uguaglianza dobbiamo verificare che 1’elemento di posto
(j, 1) di *A + "B coincide con I'elemento di posto (j,7) di (A + B). Sia A = (ai;) e
B := (bi;). L’elemento di posto (j,4) di "A + ‘B & la somma dell’elemento di posto
(4,1) di ‘A, e cio¢ a;j, e 'elemento di posto (j,7) di ‘B, e cioe b;;. Dunque I’elemento
di posto (7,1) di ‘A + 'B & uguale a a;; + by;.

L’elemento di posto (4,4) di (A + B) & uguale all’elemento di posto (i,7) di A+ B:
questo & dunque uguale alla somma dell’elemento di posto (z,7) di A, e cioe asj, e
I'elemento di posto (i, ) di B, e cioé b;;. Pertanto I’elemento di posto (7,4) di {A+ B)
¢ uguale a a;j + b;; e coincide quindi con I’elemento di posto (j,4) di ‘A + 'B che
abbiamo calcolato in precedenza.

EB.3.13 Data la matrice

1 2
A=10 -1],
3 7
si ha:
3-1 3-2 3 6
3A=13-0 3-(-1)]=(0 -3
3-3 3-7 9 21
D’altronde si ha:
1 2 1 2 1 2 3 6
A+A+A=|0 —-1|+|0 —-1|+({0 —-1|]=]0 -3
3 7 3 7 3 7 9 21

EB.3.15 Le dimostrazioni sono semplici verifiche. Evitiamo quindi di darle.

3.4 Sunto

Addizione tra matrici

Definizione Date A = (aij) € M(p,¢q,R) e B = (bij) € M(p, ¢,R), chiamia-
mo matrice somma di A e B, la matrice di tipo (p,q), che indichiamo con
A+ B, il cui elemento di posto (¢, j) ¢ dato dalla somma degli elementi di posto
(i,7) delle matrici A e B. Si ha cioe:

A+ B = (Cij) con ¢ = gy + bij

Abbiamo cosi definito un’operazione di addizione tra matrici. A

Proposizione L’addizione tra matrici di M(p, ¢, R) soddisfa le proprieta:

1. Proprieta associativa.

(A+B)+C = A+ (B+C) per ogni A € M(p,q,R), B € M(p,q,R),
C € M(p,¢,R).
2. Proprieta commutativa.

A+ B= DB+ A per ogni A € M(p,q,R), B € M(p,q,R).

3. Esistenza dello zero.

La matrice di tipo (p,q) avente tutti gli elementi nulli viene indicata con
il stmbolo 0 e chiamata matrice nulla. La matrice nulla 0 ha la sequente
proprieta:
A4+0=A4

per ogni A € M(p, ¢, R).
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4. Esistenza dell’opposto.

Data una matrice A € M(p, q,R), esiste una matrice che sommata ad A
da la matrice nulla 0. Questa matrice é ovviamente la matrice avente come
elementi gli opposti degli elementi della matrice A. Essa viene indicata con il
simbolo —A e viene chiamata matrice opposta di A. Si ha quindi:

A+ (—-A)=0.

Date le matrici A € M(p,q,R), B € M(p,¢,R), C € M(p, ¢, R), usiamo il
simbolo A+ B+ C per indicare (A+ B)+ C o anche A+ (B + (). La proprieta
associativa ci dice che ci0 non crea ambiguita.

Date A € M(p, ¢,R) e B € M(p, ¢, R) poniamo

A—-B:=A+(-B).
11 simbolo := indica che, per definizione, poniamo A — B uguale a A 4+ (—DB).
Proposizione Date tre matrici A, B e C di M(p, q,R) si ha:
se A+ C =B+ C allora A= B.

Questa proprieta é nota come legge di semplificazione per ’addizione matri-
ciale

Proposizione Date due matrici A e B in M(p, ¢, R) si ha:

‘A+'B=4 A+ B).

Moltiplicazione per uno scalare

Definizione Data una matrice A € M(p, ¢, R) e un numero k € R, indichiamo
con kA la matrice di M(p, ¢, R) avente come elementi gli elementi della matrice A
moltiplicati per k. Chiamiamo questa operazione in M(p, ¢, R) moltiplicazione
di una matrice per uno scalare. A

Proposizione

1. h(kA) = (h-k)A per ogni A € M(p,q,R), he R, k € R;

2. (h+k)A=hA+EkA per ogni A € M(p,q,R), h € R, k € R;

3. h(A+ B) =hA+ hB per ogni A € M(p,q,R), B € M(p,q,R), h € R;
4. 1A = A per ogni A € M(p, q,R);

5. (=1)A = —A per ogni A € M(p,q,R);

6. 0A =0 per ogni A € M(p, ¢, R).
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3.5. Esercizi

3.5 Esercizi
E.3.1 Siano date le matrici:
a=(a i) m=(G ) e=(57)
Calcolare le matrici:
A+ B, A+C, B+C, A-— B, B—-A, —A-B.
E.3.2 Dimostrare che, date A € M(p,¢,R) e C € M(p, ¢,R), si ha:
A+ C=Cseesolose A=0.

E.3.3 Date le matrici A € M(p,q,R), B € M(p,¢,R) e C € M(p,q,R),
dimostrare che si ha:

A+ B=Cseesolose A=C — B.

E.3.4 Date le matrici

2 5 -1 1 -5 2
A=[5 -3 0 e B=|-5 13 0],
-1 0 9 2 0 4

verificare che A, B e A+ B sono matrici simmetriche.

E.3.5 Nell’esercizio E.3.4 abbiamo dato I’esempio di due matrici simmetriche
la cui somma & anch’essa una matrice simmetrica. In effetti la somma di due
matrici simmetriche & sempre una matrice simmetrica. Dimostrare questo
fatto.

E.3.6 Data la matrice

2 5 3
A=|5 -3 2|,
-1 0 9

determinare una matrice B di ordine 3 tale che la matrice A+ B sia una matrice
triangolare superiore.

E.3.7 Data la matrice A dell’esercizio E.3.6, determinare una matrice C tale
che la matrice A 4+ C sia simmetrica.

E.3.8 Data la matrice A dell’esercizio E.3.6, verificare che la matrice A 4?4 &
una matrice simmetrica.

E.3.9 Dimostrare che, data A € M(n,n,R), allora:
A+'A e S(n,R).

E.3.10 Una matrice A € M(n,n,R) si dice antisimmetrica se i suoi elementi
in posizioni simmetriche rispetto alla diagonale principale sono uno ’opposto
dell’altro. Cioe A = (aij) ¢ antisimmetrica se a;; = —a;; per ogni valore di ¢ e
j, 0, equivalentemente se A = —!A. Verificare che, data A € M(n, n,R), allora
la matrice A — *A & antisimmetrica.
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E.3.11 Dimostrare che ogni matrice antisimmetrica ha tutti gli elementi della
diagonale principale nulli.

E.3.12 Dimostrare che, dati h € R, A € M(p,q,R), A # 0, si ha:
se hA =0 allora h = 0.
E.3.13 Dimostrare che ogni matrice quadrata A € M(2,2,R) si puo esprimere

come
A=U+1L

dove U ¢ una matrice triangolare superiore e L ¢ una matrice triangolare

inferiore.
r_ (2 =2
- (3 0 ) ’

Si consideri poi la matrice
Le matrici triangolari U e L tali che A’ = U+ L sono in questo caso determinate
univocamente? E se consideriamo la matrice

s (0 1Y,
ar= (5 )

3.6 Soluzioni degli esercizi

1 2 -1 -2 0 0
A+rB= (3 4) +’< 3 4 )“ (6 8)’
1 2 1 -2 2 0
A+C_(34)+<% 4)_(08>
In modo analogo si calcolano le altre matrici. Si ottiene:

0 —4 2 4
sro=(p ). a-5=( o).

-2 —4 0 0
B_A_<O 0)7 _A_B_<—6 —8)

E.3.2 Sommiamo ad ambo i membri di:

E.3.1 Abbiamo:

A+C=0,

la matrice —C', otteniamo:

A+C-C=C-C.

Poiché C — C = 0 si ottiene allora A = 0. Abbiamo dimostrato quel che volevamo.
Notiamo che la dimostrazione ¢ analoga alla dimostrazione della analoga proprieta dei
numeri reali:

se a + ¢ = c allora a = 0.

Abbiamo dimostrato questo fatto nell’esercizio di base 1.24.

E.3.3 Sommando la matrice —B ad ambo i membri dell’'uguaglianza otteniamo cio
che ci e richiesto.
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E.3.4 Basta fare la verifica!

E.3.5 Sia A := (a;;) una matrice simmetrica. Quindi a;; = aji. Sia B := (bi;) una
matrice simmetrica. Quindi b;; = bj;. Sia A+ B = (Cij). Dobbiamo dimostrare che
si ha ¢;; = ¢j;. Dalla definizione di somma tra matrici segue:
¢ij = aij + bij,
Sfruttando il fatto che si ha a;; = a;; e b;; = bj;, otteniamo:
Cij = aij + bij = aji + bji = cji-

Abbiamo ottenuto quel che volevamo.

E.3.6 Dobbiamo prendere una matrice

]

B =

Q
>0 o
~

tale che la matrice
2+a 54+b 3+c¢
A+B=| 54+d -34+e 2+4f
149 O+h 9+i

sia una matrice del tipo

* * *
0 *x x
0 0

dove con * si intendono numeri qualsiasi. Si deve necessariamente avere:
d=-5g=1eh=0.

Abbiamo quindi che le matrici B verificanti la condizione richiesta sono del tipo:

* % %
-5 % %
1 0 =
E.3.7 Dobbiamo prendere una matrice
a b c
C=1[d e f
g h i

tale che la matrice
2+a 54+b 3+c
A+C=| 54+4d -34+e 24f
—1+g9g O+h 9+:

sia simmetrica. Questo equivale a imporre le condizioni:

5+4d=5+4+0b
—1+g9g=3+c¢
h=2+f

Dunque otteniamo:
b=d, c=g—4, h=2+f.
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Le matrici cercate sono allora tutte e sole le matrici del tipo:

a d g—4
C:=1d e f ,
g 2+f i

con a, d, e, f, g, i numeri reali qualunque.

E.3.8 Siha:
2 5 3 2 5 -1
A+A=15 -3 2]+([5 -3 o0
-1 0 9 3 2 9
242 545 3-1 4 10 2
=|5+5 -3-3 240 =[(10 -6 2
—143 042 9+9 2 2 18

Si vede che A + A & simmetrica.

E.3.9 Dobbiamo dimostrare che la matrice C' := A + A & una matrice simmetrica.
Sappiamo che una matrice & simmetrica se e solo essa coincide con la sua trasposta.
Dimostriamo allora che si ha:

‘C=cC.
Sappiamo che, per ogni coppia di matrici A e B, si ha (A + B) = 'A + 'B. Inoltre per
ogni matrice A si ha {(*A) = A. Sfruttando queste due proprieta si ha:

C="A+"A)="A+"(A)="A+A=A+"A=C.

La penultima uguaglianza deriva dalla proprieta commutativa dell’addizione tra
matrici. Abbiamo dimostrato quel che volevamo.

E.3.10 La dimostrazione & analoga a quella data per la soluzione dell’esercizio E.3.9.
Non la scriviamo.

E.3.11 Se una matrice A := (aij) ¢ antisimmetrica si ha a;; = —a;; per ogni indice
i e j. Ma allora, ponendo i = j si ottiene a;,; = —a;i, da cui segue a;; = 0. Gli
elementi a;; sono gli elementi della diagonale di A. abbiamo quindi dimostrato quel
che volevamo.

E.3.12 1l fatto che A = (ai]‘) non sia la matrice nulla implica che almeno un suo
elemento & non nullo. Siano allora ¢ e j indici tali che az; # 0. Essendo hA la matrice
nulla, tutti gli elementi di hA sono nulli. In particolare ¢ nullo ’elemento di posto
(i,7). Ma allora si ha haz; = 0. Poiché az; # 0, si deve avere necessariamente h = 0.
Abbiamo dimostrato quel che volevamo.

Si prega di fare attenzione alla dimostrazione. Il fatto che A non sia la matrice
nulla non implica che tutti i suoi elementi siano non nulli; implica solamente che
almeno uno di essi sia non nullo.

E.3.13 Consideriamo una generica matrice A € M(2,2,R):
ail a2
A= .
a21 a2z
Allora A puo essere espressa come somma di una matrice triangolare superiore e di
una matrice triangolare inferiore ad esempio nel modo seguente:

_ (G111 a1z 0 0
a= (o) o)
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3.6. Soluzioni degli esercizi

Supponiamo di voler determinare tutte le possibili decomposizioni della matrice A’
come somma di una matrice triangolare inferiore e una superiore. Allora si ha

G690

Sommando le due matrici a secondo membro si trova

2 -2\ _ [(a+d b
3 0/ e c+f)°
Vediamo allora che mentre per b ed e abbiamo una sola possibile scelta (cioe b = —2

ed e = 3), possiamo scegliere a, d, ¢ e f sottostando solo alle condizioni a + d = 2,
c+ f = 0. Dunque abbiamo

G -G 2" )

Per ogni scelta dei valori a e ¢ abbiamo dunque una diversa decomposizione della
matrice A’ come somma di una matrice triangolare superiore e di una triangolare
inferiore. Analogamente la matrice A” pud essere decomposta in molti modi come
somma di una matrice triangolare superiore e di una triangolare inferiore:

(3 0)=0 O %)

Piu in generale si puo facilmente verificare che ogni matrice quadrata (di qualunque
ordine) pud scriversi come somma di una triangolare superiore e di una triangolare
inferiore in piu di una maniera.
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CAPITOLO

Moltiplicazione tra matrici

Abbiamo definito nel capitolo 3 'operazione di addizione tra matrici. Ora
definiamo 'operazione di moltiplicazione tra matrici. Questa definizione & piu
complicata della definizione di addizione. La moltiplicazione ¢ molto utile per
indicare in modo compatto i sistemi di equazioni lineari. Studieremo poi le pro-
prieta della moltiplicazione tra matrici. Alcune proprieta della moltiplicazione
tra numeri reali, per esempio la proprieta associativa, sono valide anche nel caso
della moltiplicazione tra matrici, mentre altre, come la proprieta commutativa,
non sono conservate.

4.1 Matrice prodotto

Siano date le matrici:

[en)

. _ (3 2 1
A= e B._<O 4 _1)

Vogliamo costruire, per mezzo di queste, una nuova matrice che indichiamo con
A - B. Essa ¢ data da:

— = 00 N
w o3

2:340-0 2:240-4 2-1+0-(1) 6 4 2
8:3+7-0 8:-247-4 8-147-(=1)| [24 44 1
1-340-0 1-2+40-4 1-1+0-(-1)| |3 2 1
1-343-0 1-243-4 1-143-(=1) 3 14 -2

Vediamo come abbiamo calcolato questa matrice. Innanzitutto la matrice A - B
ha 4 righe (come A) e 3 colonne (come B). Per calcolare, per esempio, 1’elemento
della quarta riga e seconda colonna della matrice A - B, si procede come segue.
Si considera la quarta riga di A e la seconda colonna di B:

2 0

|87 (32 1

e[ Sr) s )
13

ol




4. MOLTIPLICAZIONE TRA MATRICI

Si moltiplica poi il primo elemento della quarta riga di A per il primo elemento
della seconda colonna di B, il secondo elemento della quarta riga di A per il
secondo elemento della seconda colonna di B e si sommano poi questi prodotti:

1-243-4=14.

Per tutti gli altri elementi della matrice prodotto si procede allo stesso modo.
Si consiglia di verificare questi calcoli per essere sicuri di aver compreso bene il
meccanismo.

Per poter fare questo calcolo, abbiamo sfruttato il fatto che la “lunghezza”
delle righe di A & uguale all’“altezza” delle colonne di B. In parole piu corrette
il numero delle colonne di A € uguale al numero delle righe di B.

Diamo ora la definizione in generale. Supponiamo di avere una matrice
A e una matrice B e che il numero delle colonne di A sia uguale al numero
delle righe di B. Sia allora A = (a;1) € M(p,q,R) e B := (by;) € M(g,7,R). 11
prodotto A - B ¢ una matrice a p righe e r colonne (cio¢ A - B ha tante righe
quante A e tante colonne quante B). Per calcolare I'elemento ¢;; di posto (i, j)
di A - B si considera la riga i-esima di A e la colonna j-esima di B:

a1 a2 ... Qiq
@21 Q22 ... Q2q bi1 b ... blj b1,
b21 b22 “ee b2] b2’l"
A= , B:=
;1 ;2 <o Qg . : .. : .. :
by bga .- by .. by
ap1r  Qp2 ... Qpgq

Si moltiplica il primo elemento della riga i-esima di A (cioé a;1) per il primo
elemento della colonna j-esima di B (cioe by;), poi si moltiplica il secondo
elemento della riga i-esima di A (ciog a;2) per il secondo elemento della colonna
j-esima di B (cioé by;) e cosi via. Successivamente si sommano i prodotti cosi
ottenuti:

Cij = ailblj —+ ai2b2j + -4 aiqbqj.

Sintetizziamo questo procedimento nella:

Definizione 4.1 Siano A = (a;x) € M(p,¢,R) e B := (bi;) € M(¢,r,R). La
matrice prodotto ¢ la matrice A- B = (cij) € M(p,r,R) dove:

Cij = anbij + aizbaj + - + aigbg;- A

Abbiamo quindi definito un’operazione di moltiplicazione tra matrici. Il
risultato dell’operazione di moltiplicazione tra matrici & la matrice prodotto.

Notazione 4.2 In maniera analoga a quanto avviene per il prodotto di numeri
reali, d’ora in poi scriveremo (quasi) sempre AB per indicare il prodotto A- B.A

Nota 4.3 1l prodotto AB di due matrici viene spesso chiamato prodotto
righe per colonne della matrici A e B, per enfatizzare il modo in cui viene
calcolato. A
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4.2. Matrici e sistemi

Esercizio di base 4.4 Date le matrici:

0 1 5
A::(_l1 ? 401) e B=|-1 7 -1},
2 -3 =2 A

determinare quali dei seguenti prodotti sono definiti e, in caso affermativo,
calcolarli: AB, BA, AA, BB.

Esercizio di base 4.5 Date le matrici:

1 2 3
A.—<4 5 6) e I:=

OO =
O = O

calcolare AI.

4.2 Matrici e sistemi

Consideriamo il sistema di equazioni:

) T1 + 220 + b3 =1
' 1 + 920 + T3 =0

Indichiamo con A la sua matrice dei coefficienti:

(1 25
(39

Consideriamo poi le due matrici:

I 1
X = |29 e B::<O>.

T3

La matrice X & ottenuta considerando una colonna formata dalle incognite del
sistema. La matrice B ¢ ottenuta considerando una colonna formata dai termini
noti del sistema. Se ora calcoliamo il prodotto della matrice A per la matrice
X otteniamo:

T
. 1 2 5 . T + 229 + dx3
AX_(l 9 7) iQ _<$1+91‘2+7$3>.
3

Notiamo che gli elementi della matrice prodotto AX sono esattamente i polinomi
a primo membro delle equazioni che formano il sistema S. Dunque il sistema
puo essere riscritto nella forma matriciale:

AX =B.

Piu precisamente determinare le soluzioni del sistema S & equivalente a de-
terminare le matrici X di M(3,1,R) tali che AX = B. Ad esempio, ponendo
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4. MOLTIPLICAZIONE TRA MATRICI

x1 = —12, 2o = —1, z3 = 3 le equazioni del sistema S sono entrambe soddisfatte
e corrispondentemente se consideriamo la matrice:
- —12
X1 = —1 s
3

si ha (svolgere i calcoli per controllo):
AX, = B.

Se, ad esempio, poniamo invece 1 = 7, zo = 0, x3 = —1 le equazioni del sistema
S non sono entrambe soddisfatte e corrispondentemente se consideriamo la
matrice:

si ha (svolgere i calcoli per controllo):

> 2
at ()45
Questo tipo di argomentazioni si possono applicare a ogni sistema. Consideriamo

un sistema di p equazioni in ¢ incognite:

a11%1 + a12%2 + - - + a1qTq = by

2121 + G22%2 + -+ - + AqTq = by
S':
Ap1T1 + GpaTo + -+ + ApgTq = by
Sia A la matrice dei coefficienti del sistema:
a1 ... Qiq
A=
ap1 c.. Qpg
Sia X la matrice colonna delle incognite del sistema:
T
X =
Lq
Sia B la matrice colonna dei termini noti del sistema:
b1
B=|:
bp
Possiamo allora scrivere il sistema S nella forma matriciale:

AX =B.

Risolvere il sistema S & allora equivalente a determinare (se esistono) tutte le
matrici X tali che AX = B.
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4.3. Proprieta della moltiplicazione

Esercizio di base 4.6 Dato il sistema:

dry + o — Txg +4x4 =1
S: 3r1 — 3xg +4x3 — by =0
—21 + 229 — 223+ 924 =5 A

determinare le sue matrici dei coefficienti, delle incognite e dei termini noti.

4.3 Proprieta della moltiplicazione

Abbiamo definito le operazioni di addizione e di moltiplicazione tra matrici a
coefficienti reali. Abbiamo visto che ’addizione tra matrici verifica proprieta
analoghe alle proprieta dell’addizione tra numeri reali.

Vediamo se anche per la moltiplicazione avviene la stessa cosa. Iniziamo
con l'elencare alcune proprieta della moltiplicazione tra numeri reali e proviamo
poi a stabilire se valgono le corrispondenti proprieta per la moltiplicazione tra
matrici:

Proposizione 4.7 La moltiplicazione tra numeri reali soddisfa le proprieta:

1. Proprieta associativa.

(ab)c = a(be) per ognia € R, b e R, c € R.

2. Proprieta commutativa.

ab = ba per ogni a € R, b € R.

3. Esistenza dell’unita.

Nell’insieme R vi é il numero reale 1 che ha la sequente proprieta:
a-l=a
per ogni a € R.

4. Esistenza dell’inverso.

Dato un qualsiasi numero a € R — {0}, esiste un numero reale che, moltipli-
cato per a, da 1. Questo numero ¢& il numero a™', cioé l'inverso di a. Si ha
quindi:

aa"t=1.

Ci chiediamo ora se valgano corrispondenti proprieta per la moltiplicazione
tra matrici. Cominciamo con la proprieta associativa. E vero o falso che date tre
matrici A, B e C si ha (AB)C = A(BC)? Notiamo che il problema & mal posto.
Se infatti ¢ sempre possibile fare il prodotto di due numeri reali, sappiamo
che per fare il prodotto di due matrici & necessario che le loro dimensioni
soddisfino una condizione ben precisa. Quindi, prima di confrontare i prodotti
(AB)C e A(BC) ¢ necessario imporre delle condizioni affinché entrambi questi
prodotti siano definiti. Inoltre, nel caso in cui entrambi siano definiti dobbiamo
assicurarci (eventualmente imponendo ulteriori condizioni sulle dimensioni delle
matrici coinvolte) che le matrici risultato abbiano le stesse dimensioni: a questo
punto potremo confrontarle.
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4. MOLTIPLICAZIONE TRA MATRICI

Esercizio di base 4.8 Siano date tre matrici A, B e C.

a. Che condizioni devono soddisfare le dimensioni delle matrici A, B e C affinché
sia possibile calcolare il prodotto (AB)C?

b. Che condizioni devono soddisfare le dimensioni delle matrici A, B e C' affinché
sia possibile calcolare il prodotto A(BC)?

c. Supponendo che si possano calcolare entrambi i prodotti (AB)C e A(BC), le
loro dimensioni sono uguali, o perché cid avvenga e necessario imporre ulteriori
condizioni alle dimensioni delle matrici A, B e C'? A

Se avete risolto I’esercizio di base precedente, conoscete le condizioni da imporre
affinché abbia senso parlare di proprieta associativa. Ovviamente cid & solo
il primo passo, perché poi bisogna verificare se effettivamente i due prodotti
(AB)C e A(BC) sono uguali (o eventualmente se sono uguali in alcuni casi
e in altri no). Si pud dimostrare che i due prodotti sono sempre uguali. La
dimostrazione, anche se non difficile concettualmente, & pero piuttosto laboriosa
e, pertanto, la riportiamo nel paragrafo A.4. Abbiamo dunque la:

Proposizione 4.9 Date tre matrici A € M(p,q,R), B € M(q,m,R) e C €
M(r, s,R) si ha:
(AB)C = A(BQC).

Vale dunque la proprieta associativa della moltiplicazione di matrici.

La proprieta associativa della moltiplicazione ci permette di scrivere il prodotto
di tre (o pilt) matrici senza far uso delle parentesi:

ABC.

Mettendo infatti in qualsiasi modo le parentesi, si ottiene sempre lo stesso
risultato. La proprieta associativa permette inoltre di definire in maniera non
ambigua le potenze positive di una matrice quadrata. Piu precisamente:

Definizione 4.10 Sia A una matrice quadrata e n un intero positivo. La
potenza n-esima A™ ¢ cosi definita:

Al =4
A" =AA.. . A per n > 0. A
1t

Esercizio di base 4.11 Date le matrici:

1 -1
1 2 1 2 -1
a0 ) s () e=(2 ).

calcolare (AB)C e A(BC) e verificare che si ottiene il medesimo risultato.

Veniamo ora alla proprieta commutativa. Come nel caso della proprieta as-
sociativa, prima di porci il problema dobbiamo assicurarci che la questione
abbia senso. Dobbiamo considerare cioé matrici A e B tali che sia possibile fare
entrambi i prodotti AB e BA e questi due prodotti siano matrici dello stesso
tipo:
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4.3. Proprieta della moltiplicazione

Esercizio di base 4.12 Siano date due matrici A e B.

a. Supponendo che si possa fare il prodotto AB, ¢ possibile fare anche il
prodotto BA o perché cio avvenga € necessario imporre ulteriori condizioni alle
dimensioni delle matrici A e B?

b. Supponendo che si possano calcolare entrambi i prodotti AB e BA, le loro
dimensioni sono uguali, o perché cido avvenga e necessario imporre ulteriori
condizioni alle dimensioni delle matrici A e B? A

Se avete risolto I'esercizio di base precedente, conoscete le condizioni da imporre
affinché abbia senso cercare di stabilire la validita della proprietd commutativa.
Supponiamo allora di avere due matrici quadrate A e B entrambe di ordine n.
In tal caso i prodotti AB e BA sono definiti e sono matrici dello stesso tipo
(anch’esse matrici quadrate di ordine n). Ci chiediamo allora se & vero che
AB = BA.

Prima di cercare una risposta, vediamo di capire bene la domanda. Vogliamo
stabilire se € vera o meno una proprieta generale: ci chiediamo cioe se & vero
che, date comunque A € M(n,n,R) e B € M(n,n,R), allora AB = BA?

Ovviamente le possibili risposte questa domanda sono due: si, € vero; oppure
no, non € vero.

Supponiamo di voler dimostrare che la risposta ¢ “si”. Dobbiamo allora
dimostrare che AB = BA comunque siano scelte le matrici. Non e quindi
sufficiente verificare 'uguaglianza solamente per una particolare scelta delle
matrici A e B.

Supponiamo di voler dimostrare che la risposta ¢ “no”. La risposta “no”
vuol dire che non sempre si ha AB = BA. Esistono cioé almeno due matrici A
e B che non verificano 'uguaglianza AB = BA. Per dimostrare che la risposta
¢ “no”, e necessario dare un esempio di due matrici A e B non verificanti tale
uguaglianza. Un esempio di tal genere si dice controesempio. Esso e infatti
un esempio che contraddice 'affermazione.

La risposta alla nostra domanda ¢ “no”, come mostra il seguente controe-
sempio. Consideriamo le matrici:

b0 ) e om (i d)

AB — 0-1+1-0 0-0+1-0y (0 O
~\0-140-0 0-040-0/  \0 0/}’
BA— 1-0+0-0 1-140-0) _ (0 1 .
0-0+0-0 0-1+0-0 0 0
Dunque la moltiplicazione di matrici non soddisfa la proprieta commutativa.

E bene notare che cid non implica che, date comunque A e B, si ha sempre
AB # BA.

«. 3

Si ha:

Definizione 4.13 Date due matrici quadrate A e B dello stesso ordine diciamo
che A ¢ B commutano o permutano se si ha AB = BA. A

Esercizio di base 4.14 Dare qualche esempio di coppie di matrici A e B che
commutano (si consiglia di cercare matrici di ordine 2).
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4. MOLTIPLICAZIONE TRA MATRICI

Rimandiamo a un capitolo successivo 'analisi delle proprieta matriciali corri-
spondenti alla proprieta dell’esistenza dell’unita e dell’esistenza dell’inverso.
Sappiamo per ogni numero reale a si ha:

a-0=0.

Questa proprieta ha un’ovvia controparte nel caso matriciale. Data una matrice
A di tipo (p, q) si ha:

A0y, = 0,
0ppA = 0,.,.

Esercizio di base 4.15 Dimostrare la proprieta precedente.

Il prodotto di numeri reali soddisfano un’altra ben nota proprieta:

Proposizione 4.16 (Principio di annullamento del prodotto) Sianoa e
b due numeri reali. Se ab =0 allora almeno uno dei numeri a e b é uguale a 0.

E valida una proprieta analoga per le matrici? E vero cioe che date due matrici
A e B tali che AB = 0 allora almeno una delle matrici A e B ¢ la matrice nulla?
La risposta ¢ no.

Esercizio di base 4.17 Determinare due matrici A e B entrambe non nulle
tali che AB = 0. Diamo un suggerimento: analizzare gli esempi visti in
precedenza.

Sappiamo che per i numeri reali si ha la legge di semplificazione rispetto alla
moltiplicazione.

Proposizione 4.18 Datia € R, beR ec€ R —0 si ha:

se ac = be allora a = b.

E valida una proprieta analoga per le matrici? E vero cioeé che se C' & una
matrice non nulla si ha:

se AC = B(C allora A = B?

La risposta € no. Quindi la moltiplicazione tra matrici non gode della proprieta
di semplificazione.

Esercizio di base 4.19 Mostrare con un controesempio che non vale la pro-
prieta di semplificazione per la moltiplicazione di matrici.

Sappiamo che le operazioni tra numeri reali soddisfano la proprieta distributiva.
Piu precisamente:

Proposizione 4.20 Dati tre numeri reali qualunque a, b e ¢ si ha:

(a+b)c = ac+ be.
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4.3. Proprieta della moltiplicazione

Ci chiediamo se valgano proprieta analoghe per le matrici. Vediamo in un
esempio cosa succede.

Esercizio di base 4.21 Date le matrici:

._<1 1 2) ._(2 -1 0) S B
-1 0 1 1 0 2 1 1 2 A

calcolare (A+ B)C e AC + BC e verificare che si ottiene il medesimo risultato.

Cio che avviene nell’esercizio precedente non ¢ un caso. Abbiamo infatti la:
Proposizione 4.22

1. Date A e B in M(p,q,R) e C in M(q,r,R) si ha:

(A+ B)C = AC + BC.

2. Data A in M(p,q,R) e B e C in M(q,r,R) si ha:

A(B+C) = AB + AC.

Valgono cioé le proprieta distributive delle operazioni matriciali.

La dimostrazione di queste proprieta non e difficile ma richiede di scrivere in
dettaglio le operazioni matriciali necessarie: per tale motivo la riportiamo nel
paragrafo A.4.

Osservazione 4.23 Abbiamo dato un’unica proprieta distributiva per le ope-
razioni tra numeri reali e due per le operazioni tra matrici. Come mai? Notiamo
che dalla relazione tra numeri reali

(a+b)c = ac+ be,

possiamo dedurre, grazie alla commutativita della moltiplicazione di numeri
reali:
c(a+b) = ca+ cb.

Poiché la moltiplicazione tra matrici non ¢ commutativa dobbiamo dare separa-
tamente le due proprieta distributive per le operazioni tra matrici. A

Esercizio di base 4.24 Siano A e B due matrici quadrate dello stesso ordine.
E vero o falso che qualunque siano A e B si ha:

(A+ B)? = A + 2AB + B*? A

Diamo ora una proprieta che lega la moltiplicazione tra matrici alla moltiplica-
zione di una matrice per uno scalare:

Proposizione 4.25 Date le matrici A in M(p,q,R), B in M(q,r,R) e un
numero reale h si ha:

h(AB) = (hA)B = A(hB).
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4. MOLTIPLICAZIONE TRA MATRICI

La dimostrazione della proprieta precedente ¢ molto semplice, ma come in
precedenza omettiamo di scrivere i passaggi necessari.

Esercizio di base 4.26 Dato il numero reale h = 3 e le matrici:

1 2 2 -1 1
A= (0 1) e B:= ( 10 2) A
calcolare 3(AB), (3A)B e A(3B) e verificare che si ottiene il medesimo risultato.

Vogliamo ora vedere come si comporta la moltiplicazione di matrici rispetto
alla trasposizione. Si potrebbe pensare che valga una relazione di questo tipo:

Y{AB) ='A'B.
Riprendiamo le due matrici con cui abbiamo iniziato il capitolo

2 0

87 (32 1
A= 10 e B:= (0 4 _1>.
1 3

Abbiamo calcolato il prodotto AB e abbiamo ottenuto una matrice di tipo
(4,3):

6 4 2
24 44 1

3 2 1

3 14 -2

Notiamo ora che la matrice ‘A & una matrice di tipo (2,4), mentre la matrice
‘B & una matrice di tipo (3,2), quindi non si puo eseguire il prodotto ‘A‘B.
Ricordiamo perd che avevamo calcolato ’elemento di posto (4,2) di AB mol-
tiplicando la quarta riga di A per la seconda colonna di B. D’altra parte gli
elementi che formano la quarta riga di A formano la quarta colonna di !A e gli
elementi che formano la seconda colonna di B formano la seconda riga di ‘B:

3.0
tA:((Q) 1>7 ‘B=|(2 4

1

0 I8 1 -1
Dunque moltiplicare la quarta riga di A per la seconda colonna di B ¢ equivalente
a moltiplicare la seconda riga di !B per la quarta colonna di !A. Pertanto
’elemento di posto (4,2) di AB ¢ uguale all’elemento di posto (2,4) di ‘B'A
(notiamo che questo prodotto si puo fare perché !B ha 2 colonne e ‘A ha 2 righe).
Questa uguaglianza puo essere verificata calcolando esplicitamente la trasposta
di AB:

~J oo

6 24 3 3
{AB)= |4 44 2 14
2 1 1 -2

Se calcoliamo esplicitamente gli altri elementi di ‘B*A si vede che (AB) = 'B'A.
Con un po’ di attenzione agli indici si puo dimostrare (anche se noi non lo
facciamo qui) che questa ¢ una proprieta generale:

Proposizione 4.27 Date le matrici A € M(p,q,R) e B € M(q,r,R) si ha:
Y{AB) = 'B'A.
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4.4 Soluzioni degli esercizi di base

EB.4.4 1l prodotto AB & definito perché il numero delle colonne di A & uguale al
numero delle righe di B. Il prodotto BA non ¢ definito perché il numero delle colonne
di B non ¢ uguale al numero delle righe di A. Il prodotto AA non & definito perché il
numero delle colonne di A non & uguale al numero delle righe di A. Il prodotto BB &
definito perché il numero delle colonne di B ¢ uguale al numero delle righe di B.

Per calcolare AB notiamo innanzitutto che dato che A & di tipo (2,3) e B & di
tipo (3, 3), allora AB ¢ di tipo (2, 3). Abbiamo:

0 1 5
P G
2 -3 -2
(1042 (-1)4+0-2  1-142-740-(=3) 1-5+2-(=1)40-(-2)
T\-1041-(-1) 442 —1-14+1-7T4+4-(=3) —1-5+1-(=1)+4-(=2)

(-2 15 3
“\7 -6 -14)°
Per calcolare ora BB notiamo innanzitutto che dato che il primo fattore (cio¢ B) & di

tipo (3,3) e il secondo fattore (ancora B) & di tipo (3,3), allora BB ¢ di tipo (3, 3).
Svolgendo i calcoli si trova:

0 1 5 0 1 5 9 -8 11
BB=|-1 7 -1 -1 7 -1]=1-9 51 -10
2 -3 =2 2 -3 -2 -1 -13 17

EB.4.5 Abbiamo:

1 0 0
a= (12 2o 1o
0 0 1
_(1-14+2-0+3:-0 1-:0+2-1+3-0 1-0+2-0+3-1
"~ \4-14+5-04+6-0 4-04+5-1+6-0 4-0+5-0+6-1

1 2 3
_(4 5 6)_A'

EB.4.6 La matrice dei coefficienti del sistema S é:

4 1 -7 4
A=|3 -3 4 -5

La matrice delle incognite é:

1
X = T2
X3
T4
La matrice dei termini noti e:
1
B=1|0
5

Il sistema S viene scritto in forma matriciale nel seguente modo:

1
3 -3 4 =5 =10
5
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EB.4.8 Quando si fa il prodotto di due matrici, il numero delle colonne della prima
matrice deve essere uguale al numero delle righe della seconda matrice.

a. Per poter eseguire il prodotto (AB)C dobbiamo prima effettuare il prodotto AB,
quindi il numero di colonne di A deve essere uguale al numero di righe di B. Dobbiamo
poi effettuare il prodotto di AB per C, quindi il numero di colonne di AB deve essere
uguale al numero di righe di C. Per definizione di prodotto di matrici, il numero di
colonne di AB ¢ uguale al numero di colonne di B, dunque abbiamo che il numero di
colonne di B deve essere uguale al numero di righe di C'. In conclusione per poter
eseguire il prodotto (AB)C il numero di colonne di A e il numero di righe di B devono
essere uguali e il numero di colonne di B e il numero di righe di C' devono essere
uguali.

b. Si ragiona in maniera analoga al caso precedente e si vede che le condizioni da
imporre sulle dimensioni di A, B e C' affinché sia possibile calcolare il prodotto A(BC')
sono le stesse da imporre affinché sia possibile calcolare il prodotto (AB)C.

¢. Abbiamo visto quali condizioni imporre affinché entrambi i prodotti (AB)C e A(BC)
siano definiti. Supponiamo allora che A € M(p, q,R), B € M(q,r,R) e C € M(r, s,R).
Allora AB ¢ una matrice di tipo (p,r) e di conseguenza (AB)C & una matrice di tipo
(p, s). Analogamente BC' & una matrice di tipo (g, s) e di conseguenza A(BC') & una
matrice di tipo (p, s). Dunque (AB)C e A(BC') sono matrici dello stesso tipo e non &
necessario imporre ulteriori condizioni alle dimensioni delle matrici A, B e C.

EB.4.11 Si ha:

1 -1
1 2\Y /1 2 -1
(AB)C:01(>( )
g3 1/ \0 1 1 0 1
1 1 2 2 0
:01(13_11):101
3 7 10 6 4
e
1 -1
1 2\ /1 2 -1
asor=o 1) (( 1) o )
5 1 o 1/\1 0o 1
1 -1 2 2 0
“fo )@ 2= 0
3 1 10 6 4
EB.4.12

a. Sappiamo che si pud fare il prodotto AB. Dunque A € M(p, ¢,R) e B € M(q, r,R).
Per poter fare il prodotto BA il numero delle colonne di B (cioé r) deve essere uguale
al numero delle righe di A (ciog p). Pertanto, se il prodotto AB & definito non ¢ detto
che sia definito anche il prodotto BA.

b. Dal punto precedente sappiamo che per poter fare entrambi i prodotti AB e BA
deve essere A € M(p,q,R) e B € M(q,p,R). In tal caso si ha AB € M(p,p,R) e
BA € M(q,q¢,R). Affinché le matrici AB e BA siano dello stesso tipo si deve quindi
avere p = q.

EB.4.14 Un esempio ovvio si ha nel caso A = B. Ma vi sono tanti altri casi. Per

esempio, le matrici:
a 0 c 0
A= (0 b) e B:= ( 0 d)

commutano per ogni a, b, ¢ e d. Provare per credere.
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EB.4.15 Sia A = (a;) una matrice di tipo (p,q). Se indichiamo con il simbolo bj
Pelemento di posto (7, k) della matrice Oq,» sappiamo che b;, = 0 per ogni j e per ogni
k. L’elemento di posto (i, k) del prodotto AQq, & dato dalla formula:

aitbig + -+ @igbgk = @i -0+ -+ aiq - 0=0.

dunque ’elemento di posto (%, k) della matrice AQq,, & uguale a 0 per ogni ¢ e ogni k,
vale a dire AQg,, € la matrice nulla.
In modo analogo si dimostra che si ha 0r,p A = 0, 4.

EB.4.17 Nel mostrare che la moltiplicazione tra matrici non verifica la proprieta
commutativa abbiamo considerato le matrici:

0 1 1 0
A= (0 0) ¢ B= (0 O).
Abbiamo visto che si ha:
AB =0,
eppure nessuna delle due matrici A e B & la matrice nulla. Questo € uno dei tanti

controesempi possibili.

EB.4.19 Possiamo sfruttare la soluzione dell’esercizio di base 4.17. Abbiamo infatti:

AB=0
Ma si ha anche:
0B=0
Quindi:
AB =0B

eppure A # 0. Abbiamo dato anche in questo caso uno dei tanti controesempi possibili.

EB.4.21 Si ha:

weme=((4 390 2 )

Il
N
o W
o O
w N
N~
>—l|)—t
=
—_— o w = O Ww
|
l\JMH
\/
I
N
w ot
w £
[e2BEN|
N

EB.4.24 Svolgendo i calcoli si ha:

(A+ B)*> = (A+ B)(A+B) = A(A+ B) + B(A + B)
= AA+ AB + BA+ BB = A*> + AB+ BA+ B?,

A* 4+ 2AB+ B* = A’ + AB+ AB + B®.
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Dunque vediamo che si ha:
(A+B)>=A*+2AB+ B?

se e solo se
AB = BA

cioe se e solo se A e B commutano. Poiché cid non & sempre vero, ne consegue
che la proprieta e, in generale, falsa. Questo ci mostra che le espressioni matriciali
non possono essere manipolate esattamente nello stesso modo in cui manipoliamo
espressioni di numeri reali, ed € quindi necessaria un po’ di attenzione per non incorrere
in errori che potrebbero stravolgere completamente il risultato.

3(AB) =3 (((1) ?) G —01 ;)) —3 (‘11 —01 g) - (132 _03 165> :
ann=(s(} ?) GIC T -7 %)
A(3B) = ((1) f) (3 (% *01 ;)) _ ({13 f) (g 703 2) _ (132 ’03 165) .

4.5 Sunto

EB.4.26 Si ha:

Moltiplicazione tra matrici

Definizione Siano A = (a;;) € M(p,¢,R) e B = (bxj) € M(g,m,R). La
matrice prodotto ¢ la matrice A- B = (cij) € M(p,r,R) dove:

Cij = Q;1b1j + ay2boj + - - + aiqbg;. A

Abbiamo quindi definito un’operazione di moltiplicazione tra matrici. Il
risultato dell’operazione di moltiplicazione tra matrici ¢ la matrice prodotto.

Notazione In maniera analoga a quanto avviene per il prodotto di numeri
reali, d’ora in poi scriveremo (quasi) sempre AB per indicare il prodotto A- B.A

L’operazione di moltiplicazione tra matrici verifica proprieta analoghe ad alcune
proprieta dell’operazione di moltiplicazione tra numeri reali.

Proposizione Date tre matrici A € M(p,q,R), B € M(q,7,R) e C € M(r, s,R)
st ha:

(AB)C = A(BC).

Vale dunque la proprieta associativa della moltiplicazione di matrici.

Proposizione

1. Date A e¢ B in M(p,q,R) e C in M(q,r,R) si ha:

(A+ B)C = AC + BC.

2. Data A in M(p,q,R) e B e C in M(q,r,R) si ha:

AB+C) = AB + AC.
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Valgono cioé le proprieta distributive delle operazioni matriciali.

Proposizione Date le matrici A in M(p, ¢, R), B in M(q,r,R) e un numero
reale h si ha:
h(AB) = (hA)B = A(hB).

Proposizione Date le matrici A € M(p, q,R) e B € M(q,r,R) si ha:
{AB) = 'B'A.

Vi sono poi proprieta della moltiplicazione tra numeri reali che non sono valide
nel caso delle matrici. Per esempio, non vale la proprieta commutativa. Infatti
se A e B sono due matrici tali che sia definito il prodotto AB, allora:

e il prodotto BA potrebbe non essere definito;
e il prodotto BA potrebbe essere definito ma avere dimensioni diverse da AB;

e il prodotto BA potrebbe essere definito e avere le stesse dimensioni di AB
(questo avviene se e solo se A e B sono due matrici quadrate dello stesso ordine):
anche in quest’ultimo caso, tuttavia, non ¢ detto che i prodotti AB e BA sono
uguali.

Definizione Date due matrici quadrate A e B dello stesso ordine diciamo che
A e B commutano o permutano se si ha AB = BA. A

Un’altra proprieta che non vale € il principio di annullamento del prodotto:
se A e B sono due matrici tali che AB = 0 non & detto che almeno una delle
matrici A e B sia nulla.

Egualmente non vale la legge di semplificazione del prodotto: se A, B e C
sono matrici tali che AC = BC e C' # 0, non e detto che A sia uguale alla
matrice B.

Matrici e sistemi

Dato un sistema di p equazioni in ¢ incognite:

1121 + 1222 + -+ + a14Tq = by

2121 + Q2222 + -+ + agqxq = ba

Ap1T1 + Ap2Ta + -+ + ApgTq = by
Sia A la matrice dei coefficienti del sistema:

ai1 c.. Q1gq
A=
ap1 ... Gpq
Sia X la matrice colonna delle incognite del sistema:
1
X =

Lq
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Sia B la matrice colonna dei termini noti del sistema:
b1
B=|:
bp
Possiamo allora scrivere il sistema S nella forma matriciale:

AX = B.

Risolvere il sistema S & allora equivalente a determinare (se esistono) tutte le
matrici X tali che AX = B.

4.6 Esercizi

E.4.1 Date le matrici

2 3 1 0
A.<4 7) e I(O 1),

Al =TA= A

1 2
A':<0 1)’

determinare tutte le matrici X € M(2,2,R) tali che AX = 0.

verificare che si ha

E.4.2 Data la matrice

E.4.3 Data la matrice A dell’esercizio E.4.2, determinare tutte le matrici Y in
M(2,2,R) tali che YA =0.
10
(1)

determinare tutte le matrici X € M(2,2,R) tali che AX = 0.

E.4.4 Data la matrice

E.4.5 Data la matrice A dell’esercizio E.4.4, determinare tutte le matrici Y in
M(2,2,R) tali che YA = 0.

E.4.6 Data la matrice A dell’esercizio E.4.4, determinare tutte le matrici X in
M(2,2,R) tali che AX = A.
1 2
(1)

determinare tutte le matrici X € M(2,2,R) tali che AX = 0.

E.4.7 Data la matrice

E.4.8 Data la matrice A dell’esercizio E.4.7, determinare tutte le matrici Y in
M(2,2,R) tali che YA =0.
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E.4.9 Data la matrice

1 2
)
determinare tutte le matrici X € M(2,2,R) tali che AX = X A.

E.4.10 Data una matrice quadrata A e un numero reale h, ¢ vero che si ha
sempre

(hA)? = h2A?%?

4.7 Soluzioni degli esercizi

E.4.1 Basta svolgere i calcoli. Non li scriviamo.
a b
(v )

(1 2\ (a b\ _[(a+2c b+2d

ax=(p ) g = )

Dunque AX = 0 se e solo se:

E.4.2 Sia

Si ha

a + 2 =0
b +2d=0
c =0
d=0

Si vede facilmente che cio avviene se e solose a =b=c=d =0, cioe se e solo se X &
la matrice nulla.

E.4.3 L’unica matrice verificante la condizione ¢ la matrice nulla.

E.4.4 Le matrici verificanti la condizione sono le matrici:
0 0
c d

E.4.5 Le matrici verificanti la condizione sono le matrici:

—-2b b
—-2d d

con ¢ e d numeri reali qualsiasi.

con b e d numeri reali qualsiasi.

E.4.6 Sono le matrici:

con ¢ e d numeri reali qualsiasi.

E.4.7 Sono le matrici:

con ¢ e d numeri reali qualsiasi.
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E.4.8 Sono le matrici:

—2b b
—2d d
a b

0 a+bd

con ¢ e d numeri reali qualsiasi.

E.4.9 Sono le matrici:

con a e b numeri reali qualsiasi.

E.4.10 Si. Si ha infatti:

(hA)? = (hA)(hA) = h(A(hA)) = h(hAA) = h(hA®) = hhA® =

h2AZ,
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CAPITOLO

Determinanti

Nel capitolo 1 abbiamo visto che ’equazione lineare in un’incognita
ar =b

ha un’unica soluzione se e solo se a # 0.
Vedremo piu avanti che il sistema di due equazioni lineari

ar + by =e
cx +dy=f

ha un’unica soluzione se e solo se ad — bc # 0.
Nel capitolo 4 abbiamo visto che ambedue questi sistemi possono essere

scritti nella forma
AX =B

dove A & la matrice dei coefficienti, X & la matrice delle incognite e B ¢ la
matrice dei termini noti.
Nel caso di una equazione in un’incognita si ha:

A=(a), X:=(x), B:=(b).

Le matrici A, X e B sono quindi matrici di tipo (1, 1).
Nel caso di due equazioni in due incognite si ha:

) =) =)

Associamo alla matrice
a b
)

il numero reale ad — be che chiamiamo determinante di A e indichiamo con il
simbolo det A. Quindi:
det A :== ad — be.
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Possiamo allora parafrasare quanto detto sopra dicendo che un sistema di
due equazioni lineari in due incognite ha un’unica soluzione se e solo se il
determinante della matrice dei coefficienti del sistema & diverso da 0.
Ritorniamo al caso di un’equazione in un’incognita. Chiamiamo determinan-
te della matrice A dei coefficienti del sistema il suo unico elemento: il numero
a. Quindi:
det A == a.

Date queste definizioni di determinanti per le matrici di ordine 1 e 2, possiamo
dire che un sistema di un’equazione in un’incognita o un sistema di due equazioni
in due incognite hanno un’unica soluzione se e solo se il determinante della
matrice dei coefficienti del sistema e diverso da O.

Si possono poi considerare sistemi di tre equazioni in tre incognite. Le loro
matrici dei coefficienti sono quadrate di ordine 3. Piu in generale si possono
considerare sistemi di n equazioni in n incognite. Le loro matrici dei coefficienti
sono quadrate di ordine n.

In questo capitolo vediamo come associare a ogni matrice quadrata di ordine
n un numero reale, che chiamiamo determinante della matrice, in modo tale
che si abbia un risultato analogo a quello visto sopra: un sistema di n equazioni
in n incognite ha un’unica soluzione se e solo se il determinante della matrice
dei coefficienti e diverso da 0.

Daremo allora la definizione di determinante di una matrice quadrata e ne
studieremo le proprieta.

5.1 Definizione

Vogliamo dare la definizione di determinante di una matrice quadrata di ordine
n. Abbiamo gia dato questa definizione nei casi n = 1 e di n = 2. Ricordiamo
come:

e Cason =1.

Data A = (au), poniamo
det A == aq;.
Quindi, per esempio, il determinante della matrice:
A=(7)
e uguale a 7.

e Cason =2.
Data

a a
A= 11 12
a1 a2

det A := a11a22 — 12021 .-

poniamo:

Spesso, per indicare il determinante di una matrice, si racchiude la matrice tra
barre verticali. Cioe, per esempio, data la matrice

-2 )
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si scrive
2 1
3 5

per indicare il determinante di A, vale a dire:

2 1
3 5

‘:2-5—13:7.

Esercizio di base 5.1 Calcolare il determinante delle matrici

_ (4 5 e, (4T (4 5
T T (O R (AT

A

Prima di dare la definizione del determinante di una matrice di ordine 3 abbiamo

bisogno di un’altra definizione.

Definizione 5.2 Data una matrice quadrata di ordine n > 1 e dato un suo
elemento a;;, definiamo matrice aggiunta di a;; la matrice di ordine n —1
ottenuta da A cancellando la i-esima riga e la j-esima colonna. Indichiamo

questa matrice con il simbolo A;;.

Data, per esempio, la matrice:

A=

S N
© O N
~N S W

si ha:

0 6 4 6 4 0
A = (9 7) ; Agp = (5 7) ) Az = (5 9> )
2 3 1 3 1 2

e analogamente per le altre tre matrici aggiunte Ay, Ass, Ass.
Consideriamo ora la matrice

aq a
A= 1 12
a21 a2

An = (022)7 Ap = (021)'

si ha:

A

Notiamo che la regola per il calcolo del determinante di una matrice di ordine 2
puo anche essere data in questo modo: prendere gli elementi della prima riga di
A, moltiplicare ognuno di essi per il determinante del suo aggiunto; sommare

infine il tutto con segni alternati. In formule:

det A = ail det A11 — a2 det Alg.
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e Cason = 3.

Per definire il determinante di una matrice di ordine 3 generalizziamo il
procedimento dato per il determinante delle matrici del secondo ordine: prendere
¢li elementi della prima riga di A, moltiplicare ognuno di essi per il determinante
del suo aggiunto; sommare infine il tutto con segni alternati.

Data quindi la matrice:

a1l a2 ais
A= [aa a2 ax
a3 asz a33

poniamo:
det A == a1 det Ay; — arpdet Ajp + aj3det Aqs.

Abbiamo gia definito il determinante delle matrici del secondo ordine. Sappiamo
quindi calcolare det Ay, det A15, det A13. La definizione che abbiamo dato e
quindi perfettamente utilizzabile per calcolare il determinante di una matrice
di ordine 3.

Calcoliamo, per esempio, il determinante della matrice:

1 25
A=10 4 6
3 8 7

0 6

0 4
=2 ol

3 8
=1-(4-7-6-8)—2-(0-7—6-3)+5-(0-8—4-3) = —44.

Possiamo procedere e generalizzare ulteriormente per dare la definizione di
determinante per matrici quadrate di ordine qualsiasi.

Definizione 5.3 Sia A una matrice quadrata di ordine n. Chiamiamo deter-
minante di A il numero det A calcolato nel modo seguente:

e Sen=1e A= (au) definiamo:

det A := ai.

o Sen>1e A= (a;) definiamo:

det A :=aq;det Aj; —ajpdet Ajg +--- + (—1)1+7”a1n det Aq,. A

Puo sembrare, a prima vista, che la definizione appena data sia priva di senso
poiché, per definire il determinante, abbiamo fatto uso del determinante stesso.
Se osserviamo meglio, notiamo pero che, per definire il determinante di una
matrice di ordine n, abbiamo fatto uso del determinante di matrici di ordine
n—1. Cosi facendo utilizziamo matrici di ordine via via minore fino ad arrivare a
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matrici di ordine 1. Per tali matrici abbiamo dato la definizione di determinante
in maniera esplicita.

Una definizione di questo tipo si dice definizione per induzione o ricor-
renza.

Nella formula che abbiamo utilizzato per definire il determinante di una
matrice quadrata di ordine n gli elementi della prima riga della matrice rivestono
un ruolo particolare. Per questa ragione viene chiamata formula di sviluppo
del determinante secondo la prima riga. La formula in questione puo
essere scritta anche in questo modo:

det A = (71)1+10,11 det A11 + (71)1+2a12 det A12 + -+ (*1)1+na1n det A1n~

Esercizio di base 5.4 Calcolare il determinante della matrice:

2 3 5 7
00 3 0

A=14 2 1 3
1 6 0 2 A

5.2 Proprieta

Ricordiamo come abbiamo definito il determinante di una matrice sviluppandolo
secondo la prima riga. Esprimiamolo prima a parole: prendere gli elementi
della prima riga di A, moltiplicare ognuno di essi per il determinante del suo
aggiunto e per —1 elevato alla somma dei suoi indici; sommare infine il tutto.

Si puo dimostrare (si veda il paragrafo A.5) che il determinante di una matrice
puo essere calcolato anche scegliendo una qualsiasi riga, non necessariamente
la prima riga. 11 determinante di una matrice puo cioe essere calcolato con il
seguente procedimento: prendere gli elementi della i-esima riga di A, moltiplicare
ognuno di essi per il determinante del suo aggiunto e per —1 elevato alla somma
dei suoi indici; sommare infine il tutto. Abbiamo cioe il:

Teorema 5.5 Sia A := (a;j) una matrice quadrate di ordine n. Per ogni intero
i compreso tra 1 en si ha:

det A = (—1)”1(12-1 det Ail + (—1)i+2ai2 det Ai2 + -+ (fl)Hnam det Azn

Questa formula viene chiamata formula di sviluppo del determinante se-
condo la i-estma riga.

Il poter scegliere la riga di sviluppo nel calcolo di un determinante permette
spesso di semplificare i calcoli. Abbiamo calcolato, per esempio, il determinante
della matrice

1 2 5
A=10 4 6],
3 8 7
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sviluppandolo secondo la prima riga. Calcoliamolo di nuovo sviluppandolo
secondo la seconda riga:

2 5

detAz—O’8 7

‘+4’1 5 1 2’

37 38
=04+4-(1-7—5-3)—6-(1-8—2-3) = —dd.

-

Notiamo che il fatto che nella seconda riga ci sia un elemento nullo ci ha
permesso di evitare di calcolare il determinante di una matrice di ordine 2.
Tutto cio suggerisce di calcolare il determinante di una matrice sviluppandolo
secondo una riga che abbia il massimo numero possibile di elementi nulli.

Esercizio di base 5.6 Consideriamo la matrice A data nell’esercizio di ba-
se 5.4. Ne abbiamo gia calcolato il determinante. Il calcolo ha richiesto molto
tempo e molta pazienza. Sviluppare il determinante di A secondo una riga che
permetta di fare pochi calcoli.

Esercizio di base 5.7 Calcolare il determinante della matrice

2 3 5 7
01 3 2
A= 0 0 5 3
0 0 0 4 A

Si pud dimostrare (si veda il paragrafo A.5) che il determinante di una matrice
puo essere calcolato anche scegliendo una qualsiasi colonna. Il determinante di
una matrice puo cioe essere calcolato con il seguente procedimento: prendere
gli elementi della j-esima colonna di A, moltiplicare ognuno di essi per il
determinante del suo aggiunto e per —1 elevato alla somma dei suoi indici;
sommare infine il tutto. Abbiamo cioe il:

Teorema 5.8 Sia A := (a;;) una matrice quadrata di ordine n. Per ogni intero
j compreso tra 1 en si ha:

det A= (—1)"ay;det Ay; + (—=1)*Hag; det Aoy + -+ + (—1)"ay,; det A,

Questa formula viene chiamata formula di sviluppo del determinante se-
condo la j-esima colonna.

Calcoliamo, per esempio, il determinante della matrice:
1 0 2
A=13 4 1
5 0 9

Poiché la seconda colonna ha molti elementi nulli, ci conviene sviluppare il
determinante secondo questa colonna. Si ha:

det A = —0det A12 + 4 det A22 — 0det A32 = 4(9 — 10) = —4.

Nelle formule di sviluppo del determinante per riga o per colonna in ciascun
addendo compare un fattore del tipo (—1)*™7. Questo ¢ semplicemente un 1 o
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un —1. Pitt semplicemente nelle formule di sviluppo secondo una riga o una
colonna si sommano gli addendi a segni alterni partendo con un segno positivo
se stiamo sviluppando secondo una riga o colonna dispari, partendo con un
segno negativo se stiamo sviluppando secondo una riga o colonna pari.

Abbiamo visto che si puo calcolare il determinante di una matrice sviluppan-
dolo secondo una sua qualsiasi riga o colonna. Questo permette di dimostrare
facilmente alcune proprieta:

Proposizione 5.9 Sia A una matrice quadrata.

1. Se una riga o una colonna di A ha tutti i suoi elementi uguali a 0, allora
det A = 0.

2. Se A ¢ una matrice triangolare superiore o inferiore allora det A ¢é uguale al
prodotto degli elementi della diagonale principale di A.

Esercizio di base 5.10 Dimostrare la proposizione precedente.

Nell’esercizio di base 5.1 abbiamo calcolato il determinante di una matrice
A e il determinante della sua trasposta. Abbiamo ottenuto det A = det A.
Cio ¢ valido per ogni matrice A. Usando il fatto che possiamo sviluppare
il determinante indifferentemente secondo una riga o una colonna e che le
colonne di *A sono le righe di A & possibile dimostrare (trovate i dettagli nel
paragrafo A.5) la:

Proposizione 5.11 Data una matrice quadrata A, si ha:

det A = det *A.

Esercizio di base 5.12 Dimostrare che una matrice quadrata di ordine 2 con
le righe uguali ha determinante nullo.

Quanto visto nell’esercizio di base 5.12 ha validita generale. Abbiamo infatti la:

Proposizione 5.13 Una matrice quadrata con due righe o due colonne uguali
ha determinante nullo.

D1MOSTRAZIONE Consideriamo innanzitutto il caso in cui A abbia due righe
uguali. Indichiamo con n 'ordine della matrice A.

Abbiamo gia trattato il caso in cui n = 2 nell’esercizio di base 5.12.

Supponiamo ora che n = 3. La matrice A ha due righe uguali fra loro:
pertanto le matrici aggiunte degli elementi della riga rimanente (diciamo che
questa riga ¢ la i-esima) sono matrici di ordine 2 aventi 2 righe uguali e hanno,
per quanto visto in precedenza, determinante nullo. Sviluppando il determinante
di A rispetto alla riga i-esima troviamo quindi che il determinante & nullo.

Supponiamo ora che n = 4. La matrice A ha due righe uguali fra loro:
pertanto le matrici aggiunte degli elementi di una delle righe rimanenti (diciamo
che questa riga ¢ la i-esima) sono matrici di ordine 3 aventi 2 righe uguali e
hanno, per quanto visto in precedenza, determinante nullo. Sviluppando il
determinante di A rispetto alla riga i-esima troviamo quindi che il determinante
e nullo.
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Ripetendo il ragionamento per valori maggiori di n troviamo quindi che
det A =0.

Se invece A ha due colonne uguali basta osservare che in tal caso 'A ha
due righe uguali e, pertanto, det?!4 = 0. Poiché det A = det!A otteniamo
immediatamente la tesi. -

Nota 5.14 Nella dimostrazione precedente abbiamo prima considerato un caso
iniziale (quello per cui Pordine della matrice n = 2) e poi mostrato come si pud
passare da un caso al caso successivo. Abbiamo poi concluso la dimostrazione
scrivendo in modo (volutamente) un po’ sfumato che il ragionamento poi si pud
ripetere.

Questo tipo di dimostrazione puo essere in realta formalizzata un po’ meglio.
Supponiamo allora di dover dimostrare una proprieta dipendente da un intero
positivo n (nella nostra proposizione precedente la proprieta da dimostrare
¢ “una matrice quadrata di ordine n con n > 2 avente due righe uguali ha
determinante nullo”. Si puo allora dimostrare tale proprieta per induzione!
sull’intero n procedendo in tal modo:

e si dimostra direttamente il caso iniziale della proprieta (nella nostra proposi-
zione si prova la proprietd per matrici di ordine n = 2);

e si suppone poi che la proprieta sia vera per gli interi minori di n e si utilizza
questa supposizione (chiamata ipotesi induttiva o di induzione) per dimo-
strare la proprieta per 'intero n. Nella nostra proposizione abbiamo supposto di
aver dimostrato che matrici di ordine minore di n con due righe uguali abbiano
determinante nullo e usato questa proprieta per provare che matrici di ordine n
con due righe uguali hanno determinante nullo.

Cosi facendo la proprieta e dimostrata per ogni n. A

Esempio 5.15 Per chiarire meglio la tecnica di dimostrazione per induzione,
dimostriamo un risultato che di per sé non interessa ai fini di questo corso.
Vogliamo mostrare che la somma dei numeri interi da 1 a n ¢ uguale a w
Procediamo per induzione su n:

o Consideriamo il caso iniziale n = 1. In tal caso la somma dei numeri interi da
1 a 1 & uguale ovviamente a 1. Otteniamo lo stesso risultato calcolando w
La proprieta ¢ dimostrata per n = 1.

e Sia ora n > 1. Supponiamo per ipotesi induttiva che la proprieta sia vera
per gli interi minori di n: in particolare assumiamo che la proprieta sia vera
per lintero n — 1, e, dunque, che la somma degli interi da 1 a n — 1 sia uguale
a % vale a dire w Per ottenere la somma degli interi da 1 a n

basta allora sommare n a tale risultato ottenendo

(n—l)n+n_(n—1)n+2n (n—1—|—2)n_(n—|—1)n.

2 2 2 2
Abbiamo cosi ottenuto che la somma degli interi da 1 a n & uguale a w,
come volevamo. A

1Si ricordi che la definizione stessa di determinante (5.3) & stata introdotta per induzione.
Il concetto ¢ analogo anche se la lo usavamo per introdurre una definizione e qui per dimostrare
un risultato.
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Diamo allora di nuovo la dimostrazione della proposizione 5.13 usando in
maniera piu precisa la tecnica di dimostrazione per induzione

DIMOSTRAZIONE Supponiamo che A sia una matrice quadrata di ordine n con
due righe uguali e procediamo per induzione su n. Abbiamo gia trattato il caso
in cui n = 2 nell’esercizio di base 5.12. Sia allora n > 2 e supponiamo che la
riga i1-esima e i9-esima siano uguali. Sviluppiamo il determinante rispetto a
una qualsiasi riga diversa dalla i;-esima e io-esima. Le matrici aggiunte degli
elementi di tale riga sono matrici quadrate di ordine n — 1 con due righe uguali:
per ipotesi di induzione hanno determinante nullo e, quindi, utilizzando la
formula dello sviluppo si ottiene che det A = 0. ]

Esempio 5.16 Consideriamo le matrici

(Y ool

Notiamo che le matrici A e B si ottengono una dall’altra scambiando fra loro
le righe. Calcolandone il determinante abbiamo det A =1-4—-2-3 = —-2¢
det B=3-2—4-1= 2. Dunque le due matrici hanno determinante 'una
I’opposta dell’altra. A

Esercizio di base 5.17 Siano A e B due matrici quadrate di ordine 2 che si
ottengono una dall’altra scambiando le righe. Provare che det A = — det B.

Quanto visto nell’esercizio di base 5.17 ha validita generale. Abbiamo infatti la:

Proposizione 5.18 Siano A e B due matrici quadrate di ordine n che si
ottengono una dall’altra scambiando fra loro due righe. Allora det A = — det B.
Un’analoga proprieta vale per lo scambio di colonne.

DIMOSTRAZIONE Abbiamo gia trattato il caso in cui n = 2 nell’esercizio di
base 5.17. Sia allora n > 2 e supponiamo che la riga i;-esima e is-esima di
A e B siano scambiate fra loro (e le altre righe siano uguali). Sviluppiamo
il determinante sia di A che di B rispetto a una qualsiasi riga diversa dalla
i1-esima e io-esima: gli elementi di questa riga sono uguali fra loro nelle due
matrici mentre le matrici aggiunte di questi elementi sono matrici quadrate
che si ottengono scambiando fra loro due righe: per ipotesi di induzione hanno
determinante opposto e, quindi, det A = — det B.

Per lo scambio di colonne si puo ragionare in modo analogo o passare alle
matrici trasposte. ™

Esempio 5.19 Vogliamo calcolare il determinante della matrice

N

|
[CRSUIRICIE®
RO = o O
Ao Ul O
oo o wo
—o o oo
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Notiamo che scambiando fra loro la seconda e la quarta riga di A otteniamo la
matrice triangolare inferiore

2 00 00
31 0 00
B=1]3 3 5 0 0
14 2 3 0
2 2 4 6 1

il cui determinante ¢ dato dal prodotto degli elementi sulla diagonale principale
ed ¢, dunque, uguale a 2-1-5-3-1 = 30. Pertanto det A = —det B = —30. A

Esercizio di base 5.20 Date le matrici

1 2 79
A= (3 4> e B:= (_2 2) , A
verificare che si ha det(AB) = det A det B.

Anche in questa occasione cio che ¢ avvenuto nell’esercizio di base 5.20 non &
un caso. Si ha infatti il teorema (la cui dimostrazione puo essere trovata nel
paragrafo A.5):

Teorema 5.21 (di Binet) Date due matrici quadrate dello stesso ordine A e
B si ha:
det(AB) = det Adet B.

Esercizio di base 5.22 Date le matrici
1 1 2

A= 1 e [ =
1

OO =

0 0
2 3 1 0],
3 4 0 1 A

dimostrare che non esiste alcuna matrice X € M(3,3,R) tale che AX = I.
Suggerimento: calcolare det A e det I e utilizzare il teorema di Binet.

Ci chiediamo ora se date A € M(n,n,R) e B € M(n,n,R) si ha:
det(A + B) = det A + det B?

La risposta € in generale negativa. Diamo infatti un controesempio. Consideria-

mo le matrici:
(1 2 (3 1
e (33) e mo(3 ).

A+ B= (3 g) .
Quindi:

det A=-3, detB=—1, det(A+ B)=0%# det A+ detB.

Abbiamo:

Ovviamente potranno esistere delle matrici quadrate A e B dello stesso ordine
per cui si ha det(A + B) = det A 4 det B.

Data una matrice quadrata A e uno scalare k cosa possiamo dire del deter-
minante della matrice kA7 Iniziamo a considerare il prossimo esercizio di base.
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Esercizio di base 5.23 Data la matrice

11
A= ( ! 3) , )
calcolare il determinante delle matrici A, 24, 54 e —TA.

La soluzione dell’esercizio di base 5.23 mostra che in generale non vale una
formula del tipo:
det(kA) = kdet A.

Un’analisi piu approfondita della soluzione dell’esercizio di base 5.23 suggerisce
che per le matrici di ordine 2 possa valere una formula del tipo:

det(kA) = k? det A.

Esercizio di base 5.24 Dimostrare che, data una matrice A di ordine 2 e un

numero reale k, si ha:
det(kA) = k? det A. A

Cosa succede in generale per una matrice di ordine n? Puo essere utile risolvere
prima l’esercizio di base seguente:

Esercizio di base 5.25 Sia A una matrice quadrata di ordine n e k un numero
reale. Sia B la matrice che si ottiene da A moltiplicando per k gli elementi di
una qualsiasi riga di A. Si ha allora:

det B = kdet A. A

Utilizzando il precedente esercizio di base si dimostra facilmente la:

Proposizione 5.26 Sia A una matrice quadrata di ordine n e k un numero

reale. ST ha allora:
det(kA) = k™ det A.

DIiMOSTRAZIONE La matrice kA si puo ottenere dalla matrice A moltiplicando
la prima riga di A per k, poi moltiplicando la seconda riga della matrice cosi
ottenuta per k e cosi via. Le matrici che via via otteniamo hanno determinante
uguale al determinante della matrice precedente moltiplicato per k. Dunque
alla fine otteniamo il risultato cercato. n

E possibile generalizzare la proposizione 5.13

Proposizione 5.27 Se una matrice quadrata A ha una riga che é multipla di
un’altra, allora det A = 0. Un’analoga proprieta vale per le colonne.

DIMOSTRAZIONE Se la i-esima riga di A € uguale alla riga j-esima moltiplicata
per k, consideriamo la matrice B che si ottiene da A sostituendo alla riga
i-esima la riga j-esima. La matrice B ha la ¢-esima a la j-esima righe uguali
e, quindi, per la proposizione 5.13 si ha det B = 0. Notiamo che la matrice
A si ottiene dalla matrice B moltiplicando per k la riga i-esima e, percio, per
I’esercizio di base 5.25, si ha det A=kdet B=%k-0=0.

La corrispondente proprieta per le colonne si prova in maniera analoga
oppure passando alla trasposta di A. ]
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Esempio 5.28 Si consideri la matrice:

1 3 5 =21
2 -6 8 4 0
A=]12 -24 13 -2 1
-3 9 -12 -6 0
-2 1 3 11 2
Notiamo che la quarta riga di A & —% la seconda. Dunque det A = 0. A

5.3 Soluzioni degli esercizi di base

EB.5.1 Si ha:
4 5
‘7 2’—44275‘7—727,
4 7
‘5 2’—4-2—7-5——27.

Notiamo che si ha det A = det*A. Ritorneremo su questo argomento alla fine del
prossimo paragrafo.

4 5
’8 10’74-10—5870.
EB.5.4 Abbiamo:
(Q)ggg 0 3 0 0 3 0 0 0 O 0o 0 3
detA:4213:2213—3413+5423—7421
1 6 0 2 6 0 2 1 0 2 1 6 2 1 6 0

Dobbiamo quindi calcolare il determinante di quattro minori di ordine 3. Calcoliamoli
separatamente. Abbiamo:

0 3 0

2 1 3:01 3732 3+02 1:73(2-273-6):42,
0 2 6 2 6 0

6 0 2

0 3 0

4 1 3:01 3—34 3+04 1:_3(4.2_3.1):_157
0 2 1 2 1 0

1 0 2

0 0 0
2 3 4 3 4 2

4 2 3|=0 -0 +0 =0,

1 6 2 6 2 1 2 1 6

0 0 3

4 2 1:02 1—04 1+34 2:3(4-6—2-1):66.

16 0 6 0 1 0 1 6

Possiamo completare il calcolo del determinante della matrice A:
det A=2-42—-3-(-15)+5-0—7-66 = —333.

Finalmente abbiamo finito. Il calcolo € stato molto laborioso. Notiamo che, dopotutto,
il calcolo & stato alleggerito dal fatto che nella matrice vi erano molti elementi nulli.
Non osiamo pensare cosa sarebbe stato il calcolo se non vi fossero stati molti elementi
nulli. Il prossimo paragrafo mostrera alcune proprieta del calcolo del determinante
che permetteranno di rendere il calcolo piu veloce.
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EB.5.6 La seconda riga di A ha un solo elemento non nullo. Calcoliamo allora il
determinante di A sviluppandolo secondo la seconda riga. Abbiamo:

3|=-3(2(2-2-3-6)—3(4-2-3-1)+7(4-6—2-1)) = —333.
2

EB.5.7 Abbiamo:

3 i) ?) ; 2305 2 3

det A = =410 1 3|=4-5 =4-5-2-1=40.
00 5 3 00 5 0 1
0 0 0 4

Notiamo che nei primi due passaggi abbiamo sviluppato lungo 'ultima riga.

EB.5.10

1. Se la i-esima riga di A & nulla, sviluppiamo il determinante di A rispetto alla
i-esima riga: tutti gli addendi sono nulli, e quindi det A = 0. Analogamente, se la
j-esima colonna di A & nulla, si sviluppa il determinante secondo la j-esima colonna.

2. Se A = (a;;) & una matrice triangolare superiore di ordine n, allora notiamo
che tutti gli elementi della prima colonna di A tranne eventualmente a11 sono nulli.
Sviluppando il determinante di A rispetto alla prima colonna si ha:

det A = aq1 det Aqq.

Il minore A;; & anch’esso una matrice triangolare superiore. Si sviluppi il suo
determinante rispetto alla prima colonna. Si ottiene quindi:

det A = aj1a22 det B

dove B la matrice ottenuta data dalle ultime n — 2 righe e colonne di A. Anche la
matrice B & triangolare superiore. Si prosegue poi in questo modo e si trova:

det A = @a11022 ...0nn-

La dimostrazione nel caso di matrici triangolari inferiori & analoga. In questo caso si
sviluppa sempre rispetto alla prima riga.

EB.5.12 E semplicissimo: se A := (2?%) calcolando direttamente il determinante
otteniamo det A = ab — ba = 0.

EB.5.17 Se A := (%Y%) abbiamo che B = (¢ ¢). Dunque abbiamo det A = ad — bc e
det B = ¢b — da, cioe det A = — det B.

EB.5.20 Basta fare i calcoli: si ottiene det(AB) = det Adet B = —64.

EB.5.22 Abbiamo:
det A=0 e detl=1.

Se esistesse una matrice X tale che AX = I, si dovrebbe avere:
det(AX) =detI = 1.
Ma, applicando il teorema di Binet, otteniamo:
det(AX) = det Adet X = 0det X =0,

in contraddizione con quanto visto prima. Non esiste quindi alcuna matrice X
verificante la condizione richiesta.
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EB.5.23 Si ha:

det A=2, det(24) =8, det(5A4) =50, det(—7A)=98.

EB.5.24 Sia
_fa b
“\ec dJ°
Da cui
ka kb
kA = (kc kd) ’
Pertanto:

det(kA) = (ka)(kd) — (kb)(ke) = k*(ad — be) = k* det A.

EB.5.25 Consideriamo la matrice quadrata

all alz . A1n
A= ai1 ap Qin | ,
an1 an2 . Ann

ail ai2 cee Ain
B = ka“ kaig e kam
an1 an2 ‘e Ann

Sviluppando il determinante di B secondo la i-esima riga otteniamo:
det B = (—1)""kai1 det Biy + (—1)""?kasa det Bio + - - - + (—=1)"T"kai, det Bin.

Notiamo che le matrici aggiunte degli elementi della i-esima riga di B sono uguali alle
matrici aggiunte degli elementi della i-esima riga di A, si ha cioé A;1 = Bi1, Ai2 = Bia,
etc. Dunque si ha:
det B = (—1)i+1kai1 det A;1 + (—1)i+2kai2 det Ajo + -+ + (—1)i+nk’ain det A;n
= k‘((—l)i-Ha“ det A;1 + (—1)i+2ai2 det Ajp + -+ -+ (_1)i+nain det Aln)
= kdet A.

5.4 Sunto

Definizione di determinante

Definizione Data una matrice quadrata di ordine n > 1 e dato un suo elemento
a;;, definiamo matrice aggiunta di a;; la matrice di ordine n — 1 ottenuta da
A cancellando la i-esima riga e la j-esima colonna. Indichiamo questa matrice
con il simbolo A;;. A

Definizione Sia A una matrice quadrata di ordine n. Chiamiamo determi-
nante di A il numero det A calcolato nel modo seguente:
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eSen=1e¢A= (au) definiamo:

det A == aq;.

e Sen>1e A= (a;) definiamo:

det A :=aq;det A;; —ajodet Ajg +--- + (—I)H"aln det Aq,,. A

Altre formule per il calcolo del determinante

Teorema Sia A = (a;;) una matrice quadrata di ordine n. Per ogni intero i
compreso tra 1 e n si ha:

det A = (—1)i+1ai1 det A;1 + (—1)i+2a¢2 det App + - + (—I)H"am det A;p,.

Questa formula viene chiamata formula di sviluppo del determinante se-
condo la i-estma Tiga.

Teorema Sia A = (a;j) una matrice quadrata di ordine n. Per ogni intero j
compreso tra 1 e n si ha:

det A = (—1)""ay; det Ay; + (—=1)*Tag; det Agj + -+ + (=1)" M a,,; det A,;.
Questa formula viene chiamata formula di sviluppo del determinante se-
condo la j-esima colonna.

Proprieta del determinante

Proposizione Data una matrice quadrata A, si ha:
det A = det *A.

Teorema (di Binet) Date due matrici quadrate dello stesso ordine A e B si
ha:
det(AB) = det Adet B.

E da notare che, in generale, si ha:

det(A + B) # det A + det B.

Proposizione Sia A una matrice quadrata di ordine n e k un numero reale.
Si ha allora:
det(kA) = k™ det A.

Proposizione Sia A una matrice quadrata.

1. Se una riga o una colonna di A ha tutti i suoi elementi uguali a 0, allora
det A =0.

2. Se A é una matrice triangolare superiore o inferiore allora det A ¢é uguale al
prodotto degli elementi della diagonale principale di A.
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Proposizione Una matrice quadrata con due righe o due colonne uguali ha
determinante nullo.

Proposizione Se una matrice quadrata A ha una riga che é multipla di un’altra,
allora det A = 0. Un’analoga proprieta vale per le colonne.

Proposizione Siano A e B due matrici quadrate di ordine n che si ottengono

una dall’altra scambiando fra loro due righe. Allora det A = — det B. Un’analoga
proprieta vale per lo scambio di colonne.

5.5 Esercizi

E.5.1 Calcolare il determinante delle matrici:

1 2 3 1 0 3 2 1 1
A=1|4 5 6], B=12 1 5], C=1(1 2 1],
7 8 9 0 1 1 1 1 2
1 1 2 2 1 2 1 2 3
D=1|1 2 1], E=11 2 1], F=1[4 5 0
2 1 1 2 1 2 6 0 O
E.5.2 Calcolare il determinante delle matrici:
a b c 0 0 a 0 0 a
A=1d e 0], B=|0 b 0], C=10 b d
f 00 c 0 0 c f
E.5.3 Data la matrice
1 7 -1
A=12 0 3
4 1 9

calcolare il determinante della matrice A e il determinante della matrice A+ *‘A.

E.5.4 Calcolare il determinante della matrice:

123 4
1210 5
A=13 01 1
2 1 0 2

E.5.5 Calcolare il determinante della matrice

5 =50 0 0

15)

oo oo o
oo oo oy
[N e Bl )
VOO
[ e i e i e B e R )
| OO OO O

L’esercizio puo essere risolto con pochissimi calcoli.
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5.6 Soluzioni degli esercizi

E.5.1 Si ha:
det A =0, det B = 2, detC =4,
det D = —4, det E =0, det F = —90.
E.5.2 Si ha:
det A = —cef, det B = —abc, detC = —abec.
E.5.3 Si ha:

det A= —47 e det(A+'A) = —1274.
E.5.4 Si ha det A = 36.
E.5.5 Osserviamo che nella prima colonna di A tutti gli elementi, a parte quello in

posizione (1,1), sono nulli. Conviene allora sviluppare il determinante di A secondo
questa colonna e ottenere:

r -1 0 00 0
0 2 0O 00 0
0 0 2 00 0

det A=51) ¢ 7 20 0
0 0 sin(f) 01 0
0 0 0 8 2 log3

Possiamo ora proseguire sviluppando il determinante cosi ottenuto secondo la prima
colonna e trovare:

2 0 0 0 0
0 2 0 0 0
det A =57 |0 7 2 0 0
0 sin(%) 0 1 0
0 0 8 2 log3
Sviluppando ancora rispetto alla prima colonna si ha:
2 0 0 0
det A =107 | . 7 - 20 0
sin (1—3) 0 1 0
0 8 2 log3

Dal momento che tutti gli elementi della prima riga tranne il primo sono nulli conviene
sviluppare secondo la prima riga e ottenere:

2 0 0
det A=20r |0 1 0
8 2 log3

Sviluppando ancora secondo la prima riga troviamo:

0

1
det A = 407 2 log3

‘ = 407 log 3.

Ricordiamo che, in ciascun passaggio, possiamo sviluppare il determinante rispetto a
una qualsiasi riga o colonna (non necessariamente la prima). Usualmente & meglio
scegliere una riga o colonna in cui molti elementi sono uguali a 0.
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CAPITOLO

Matrice 1inversa

Abbiamo introdotto 'operazione di moltiplicazione di matrici. Abbiamo vi-
sto che tale operazione verifica alcune proprieta analoghe alle proprieta della
moltiplicazione di numeri reali, come, per esempio, la proprieta associativa,
mentre altre proprieta non sono verificate, come, per esempio, la proprieta
commutativa.

Consideriamo ora la seguente proprieta dei numeri reali: dato un numero
reale a # 0, esiste un numero reale b tale che ab = 1. Tale numero b non
solo esiste, ma & anche unico. Esso viene indicato con il simbolo ¢! e viene
chiamato inverso di a.

Ci chiediamo ora se valga una proprieta analoga per le matrici. Per rispon-
dere a questa domanda dobbiamo capire innanzitutto se esiste una matrice
corrispondente al numero 1 in R. Mostreremo che esiste una matrice, che
indichiamo con I e chiamiamo matrice unita, che verifica proprieta analoghe alle
proprieta che caratterizzano il numero 1. Ci chiediamo allora se data una ma-
trice quadrata A, con A # 0, esiste una matrice quadrata B, tale che AB = [7?
Mostreremo che la risposta ¢ in generale negativa. Se pero il determinante
della matrice A € non nullo, la risposta ¢ affermativa. Questa matrice B viene
indicata con il simbolo A~! e viene chiamata matrice inversa della matrice
A. Studieremo le proprieta della matrice inversa e utilizzeremo le proprieta
della matrice inversa per dimostrare che un sistema di n equazioni lineari in n
incognite, la cui matrice dei coefficienti ha determinante non nullo, ha una e
una sola soluzione.

6.1 Matrice unita

Nell’introduzione abbiamo detto che dobbiamo cercare una matrice che abbia le
stesse proprieta del numero 1. Il numero reale 1 ¢ caratterizzato dalla proprieta
che al = a per ogni a € R. Vediamo se esiste una matrice verificante una
proprieta analoga.

Cerchiamo una matrice I tale che AI = A per ogni matrice A. In questo
modo il problema & pero posto male: infatti, supponendo di aver trovato la
matrice I cercata, il prodotto Al non & definito per tutte le matrici A, ma solo
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per quelle il cui numero di colonne ¢ uguale al numero di righe di I. Poniamo
meglio il problema: cerchiamo una matrice I tale che AI = A per ogni matrice
A il cui numero di colonne sia uguale al numero delle righe di I. Se allora I &
una matrice a ¢ righe e r colonne, vogliamo che AI = A per tutte le matrici
A con p righe e ¢ colonne. In tal caso AI ¢ una matrice a p righe e r colonne:
affinché sia uguale ad A deve (quantomeno) avere le stesse dimensioni di A, cioe
deve essere ¢ = r, vale a dire I deve essere una matrice quadrata. Possiamo
allora porre il nostro problema in una forma ancora piu precisa: cerchiamo una
matrice quadrata I di ordine n tale che AT = A per tutte le matrici A con n
colonne. Poiché non c¢’¢ motivo di limitarsi a un solo valore di n, possiamo
precisare ancora meglio il nostro problema: per ogni intero positivo n cerchiamo
una matrice quadrata I, di ordine n tale che AI, = A per tutte le matrici A
con n colonne.

Torniamo per un attimo ai numeri reali: sappiamo che il numero reale 1
¢ anche caratterizzato dal fatto che la = a per ogni numero reale a. Non
avevamo scritto esplicitamente questa proprieta perché la moltiplicazione di
numeri reali soddisfa la proprieta commutativa e quindi al = @ implica la = a.
La moltiplicazione di matrici non €& perdo commutativa, quindi chiediamo che
le matrici I,, che stiamo cercando soddisfino 1'ulteriore proprieta che I,,B = B
per tutte le matrici B con n righe. Le matrici che stiamo cercando esistono:

Definizione 6.1 Chiamiamo matrice unita o matrice identica di ordine
n la matrice quadrata I,, avente tutti gli elementi della diagonale principale
uguali a 1 e tutti gli altri elementi uguali a 0 (la matrice identica &, quindi, una
matrice diagonale). Dunque:

10 0 0
0 1 0 0

=14 ¢ 1 0
0 0 0 1 A

Dobbiamo ora verificare che la matrice identica cosi definita risponda effettiva-
mente al problema che ci eravamo posti:

Proposizione 6.2 Per ogni matrice A con n colonne si ha:
Al, = A.
Per ogni matrice B con n righe si ha:

I,B = B.

DIMOSTRAZIONE Dimostriamo la prima parte. Sia allora A una matrice di
M(p,n,R). Calcoliamo ’elemento di posto (i, 7) della matrice AIL,. Per far cid
dobbiamo considerare la i-esima riga della matrice A e la j-esima colonna della

88 G. Accascina e V. Monti



6.2. Matrice inversa

matrice I,,:
10 0 0
A1)l e A1n 0 1 0 0
Al = | lain .. @i ... Gin 0 0 1 0
apl ...... ap'fL O O .. O .. 1

Per calcolare I’elemento di posto (i, j) di AI,, dobbiamo moltiplicare gli elementi
della i-esima riga di A per i corrispondenti elementi della j-esima colonna di I,
e sommare poi i prodotti cosi ottenuti. L’ unico elemento non nullo della j-esima
colonna di I, & il j-esimo che & uguale a 1. Moltiplicando questo elemento per
il j-esimo elemento della i-esima riga di A (cio¢ a;;) otteniamo come risultato
a;;. Dunque, Ielemento di posto (4, j) di Al, & a;j, cioe ¢ uguale all’elemento
di posto (i,7) di A: ma questo significa che AI, = A.

La dimostrazione della seconda parte € analoga. ™

Esercizio di base 6.3 Completare la dimostrazione della proposizione 6.2.

Si puo anche dimostrare (noi non lo facciamo) che la matrice I,, ¢ 'unica che
soddisfa le proprieta date dalla proposizione 6.2.

Notazione 6.4 Nel seguito useremo semplicemente il simbolo I per indicare
la matrice identica quale che sia la sua dimensione. Useremo il simbolo I,
solo quando ci sia pericolo di confusione sull’ordine della matrice identica
considerata. A

6.2 Matrice inversa

Ora che abbiamo dato un senso alla nozione di elemento neutro rispetto al
prodotto di matrici, possiamo chiederci se esista una proprieta corrispondente
all’esistenza dell’inverso. Piu precisamente consideriamo l’'insieme delle matrici
quadrate di un dato ordine n: data una matrice A € M(n,n,R) ci chiediamo se
esista una matrice B € M(n,n,R) tale che AB =1 e BA = I. Osserviamo che,
poiché la moltiplicazione tra matrici non ¢ commutativa, dobbiamo richiedere
separatamente che AB e BA siano uguali a I perché, a priori, potrebbe essere
verificata una sola delle due relazioni (in realta si potrebbe dimostrare che se
A e B sono due matrici quadrate dello stesso ordine tali che AB = I allora
necessariamente anche BA = I). Come nel caso del prodotto di numeri reali
dobbiamo quantomeno richiedere che A non sia la matrice nulla, altrimenti,
qualunque sia B, avremmo AB = 0 ¢ BA = 0: in nessun caso possiamo
ottenere la matrice identica. Ci chiediamo se la condizione che A # 0 sia, oltre
che necessaria, anche sufficiente. Per rispondere a questa domanda notiamo
innanzitutto che:
detI =1.

Esercizio di base 6.5 Dimostrare quest’ultima affermazione.
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Dunque, se det A = 0, non esiste alcuna matrice B tale che AB = I, perché,
altrimenti, per il teorema di Binet (vedere 5.21) avremmo:

det I = det(AB) = det Adet B = 0det B = 0.

Per assicurare 1’esistenza dell’inversa di A non ¢ allora sufficiente richiedere
che la matrice A sia non nulla. Dunque esisteranno matrici dotate di inversa e
matrici non dotate di inversa. Cio ci porta a dare la:

Definizione 6.6 Una matrice quadrata A si dice invertibile se esiste una
matrice quadrata B dello stesso ordine di A tale che AB = BA = I. Indichiamo
con GL(n,R) l'insieme delle matrici invertibili di ordine n. La notazione deriva
dal fatto che questo insieme viene chiamato gruppo lineare. A

Possiamo allora dire che le matrici con determinante nullo non sono invertibili,
ma al momento non sappiamo stabilire se una matrice con determinante non
nullo sia invertibile o meno (pit avanti vedremo che le matrici con determinante
non nullo sono tutte invertibili).

Vorremmo ora introdurre il concetto di matrice inversa di una matrice
invertibile A: analogamente a quanto fatto per i numeri reali ci verrebbe
spontaneo dire che I'inversa di A ¢ la matrice B tale che AB = BA = I. Se pero
esistesse un’altra matrice C' tale che AC' = C A = I, quale matrice chiameremmo
inversa di A, la matrice B o la matrice C'? Fortunatamente questo caso non
puo sussistere:

Proposizione 6.7 Se A ¢é una matrice invertibile e B e C' sono due matrici
tali che AB=BA=1¢ AC=CA=1, allora B=C.

DIMOSTRAZIONE Sappiamo che AB = BA=1¢e¢ AC = CA = I. Calcoliamo
ora il prodotto C AB:

CAB = (CA)B=IB = B.

D’altra parte:
CAB=C(AB)=CI=C.

Dunque CAB ¢ uguale sia a B che a C: ma allora B e C sono la stessa matrice.g

Grazie alla proposizione 6.7 possiamo allora dare la:

Definizione 6.8 Data una matrice invertibile A si chiama inversa di A 'unica
matrice B tale che AB = BA = I. Tale matrice viene indicata con il simbolo
AL A

Diamo ora un risultato che permette di stabilire se una matrice ¢ invertibile e,
in caso affermativo, permette di calcolarne esplicitamente l'inversa. Abbiamo
infatti il:

Teorema 6.9 Una matrice quadrata A é invertibile se e solo se det A # 0.
In tal caso, detto n l'ordine di A, la matrice inversa di A si calcola nel modo
seguente:

e sen=1eA:= (au) si ha A~ = (al_ll);
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e sen > 1 lelemento b; di posto (i,7) della matrice A~ ¢ dato dalla formula:

bij _ (_1)i+j det Aji .
det A

La dimostrazione di questo teorema & data nel paragrafo A.6.

Quindi, se n > 1, per calcolare 'elemento di posto (4, j) di A~!, consideriamo
il determinante dell’aggiunta dell’elemento di posto (j,7) di A (attenzione
all’inversione degli indici), lo dividiamo per il determinante di A (che & non
nullo) e moltiplichiamo il risultato per —1 elevato alla somma degli indici.
Notiamo che il fattore (—1)**7 vale +1 0 —1 a seconda che la somma degli indici
sia pari o dispari. Questo e forse reso piu chiaro dallo schema a scacchiera:

-]+
7+7
-]+

Esempio 6.10 Consideriamo la matrice

1 2
(0 2).
Abbiamo det A = 3. La matrice & quindi invertibile. Per determinare I'inversa

utilizziamo le formule che abbiamo appena dato. Otteniamo:

1+1d€tA11 - 3

=" g =3
b = (1A Ty
boy = (_1)%2(1227:122 = %

Quindi

Esercizio di base 6.11 Verificare, nel caso particolare dell’esempio 6.10, che
si ha effettivamente AA™! = A71A = 1.

Esempio 6.12 Cerchiamo ora, se esiste, I'inversa della matrice

1 2 0
A=|-1 3 1
1 2 1
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Svolgendo i calcoli otteniamo det A = 5. La matrice A & quindi invertibile.
Abbiamo:

’3 1‘
det A 2 1 1
by = (—1)1+1 1 =
n=(=1 det A 5 5
’2 0’
det A 2 1 2
b = —]_ 1+2 21 = — = — —
12=(=1) det A 5 5
‘_1 1‘
det A 1 1 2
boy = (—1)*H1 12 _ =z A
2z = (=1) det A 5 5

Esercizio di base 6.13 Completare i calcoli dell’esempio 6.12.

6.3 Proprieta dell’inversa

Sappiamo che dato un numero reale non nullo a I'inverso dell’inverso di a ¢
ancora a. In simboli:

(ahHt=a.

Ci chiediamo se valga una proprieta analoga per le matrici invertibili. Data
una matrice invertibile A ci chiediamo cioé se sia vero che A~ sia una matrice
invertibile e che (A=1)~! = A. Come facciamo a verificare questo fatto? E
molto semplice: notiamo che date due matrici A e B, per verificare che B ¢
I'inversa di A ¢ sufficiente calcolare i prodotti AB e BA e verificare che sono
entrambi uguali alla matrice identica. Per mostrare che A ¢ I'inversa di A~! ¢
allora sufficiente calcolare i due prodotti A='A4 e AA~! e verificare che sono
uguali a I. Ricordiamo perd che noi gid sappiamo che A~! & 'inversa di A e
quindi sappiamo che AA™' = A=A = I. Ma questi sono esattamente i due
prodotti che dovevamo calcolare. Abbiamo cosl dimostrato la:

Proposizione 6.14 L’inversa di una matrice invertibile A ¢ una matrice
invertibile. Si ha:

(A=)~ = A

Nella dimostrazione della proposizione precedente non ¢ stato necessario utiliz-
zare il fatto che il determinante della matrice A fosse non nullo, né, tantomeno,
la formula che ci permette di calcolare esplicitamente 'inversa di una matrice
con determinante non nullo. Data una matrice invertibile A viene spontaneo
chiedersi cosa si puo dire del determinante di A~!. Poiché AA™' =Tedet] =1,
dal teorema di Binet (5.21) si ha:

1 =det] =det(AA™") =det Adet A™".
Abbiamo dunque la:

Proposizione 6.15 Se A ¢é una matrice invertibile (e quindi det A #0) si ha:

1
det Al = —
¢ det A
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Sappiamo che dati due numeri reali a e b diversi da 0, il loro prodotto & diverso
da 0 e si ha:
(ab)™t=a"'pt

Ci chiediamo se possiamo dire qualcosa di simile per le matrici invertibili. Siano
allora A e B due matrici invertibili dello stesso ordine: ¢ vero che il prodotto AB
¢ invertibile e che 'inversa di AB ¢ A~'B~1? Notiamo che se diamo risposta
positiva alla seconda domanda abbiamo automaticamente risposta affermativa
anche alla prima domanda. Come possiamo stabilire se l'inversa di AB e
A~'B~1? Ricordiamo innanzitutto come possiamo procedere per dimostrare
lanaloga proprieta per i numeri reali. Dati a e b invertibili (cioé¢ non nulli), per
provare che l'inverso di ab &€ a~'b~! basta fare il prodotto di ab per a='b7" e
verificare che si ottiene 1:

(ab)(a ™) = (aa (b ) =1-1=1.
Vediamo se funziona un risultato analogo per le matrici:
(AB)(A™'B71).

Il prodotto di matrici non € commutativo: non possiamo quindi cambiare di
posto B e A~1. Non dobbiamo perd perderci d’animo: questo tentativo pud
suggerirci come aggiustare le cose. Proviamo allora a moltiplicare AB per la
matrice B~1A~1:

(AB)Y(B'A Y)Y = ABB DA ' = ATA ' = AA = 1.
In modo analogo si dimostra che si ha:
(B~'A™H(AB) = 1.
Abbiamo dunque dimostrato la:

Proposizione 6.16 Date due matrici invertibili A e B dello stesso ordine,
anche il prodotto AB ¢ invertibile e si ha:

(AB)™' =B7tA™%

Consideriamo ora una matrice invertibile A. Ci chiediamo se la sua trasposta ¢
invertibile. Vale allora la:

Proposizione 6.17 Data una matrice invertibile A, la sua trasposta 'A ¢
invertibile e si ha:

(4) " = 1A,
Cio ci permette di usare il simbolo fA~! senza ambiguita.

Esercizio di base 6.18 Dimostrare la proposizione 6.17.

Nel capitolo 4 abbiamo visto che la proprieta di semplificazione per il
prodotto tra numeri reali non si estende al caso delle matrici. Cioe, data una
matrice non nulla A € M(p, ¢, R) e due matrici B € M(q,r,R), e C € M(q,r,R)
tali che AB = AC non ¢ detto che B = C.
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A pensarci bene cid non ci stupisce pitu molto. Proviamo infatti a dimostrare
la proprieta di semplificazione nel caso dei numeri reali. Supponiamo allora che
a, b e ¢ siano numeri reali con a # 0 e tali che ab = ac. Moltiplicando ambo i
membri di questa uguaglianza per a~! otteniamo:

a"tab = atac,

da cui, con semplici calcoli troviamo b = ¢. Notiamo che, nel fare la dimostra-
zione, abbiamo moltiplicato per I'inverso di a.

Tornando al caso delle matrici, possiamo fare una dimostrazione analoga, se
possiamo moltiplicare per 'inversa della matrice A. Siano quindi A € GL(n,R),
B € M(n,nR) e C € M(n,r,R) matrici tali che AB = AC. Moltiplicando a
sinistra ambo i membri di questa uguaglianza per A~! otteniamo:

AT'AB = A7t AC,

da culi si trova:

IB=1IC,
vale a dire B = C. Abbiamo cosl dimostrato la:

Proposizione 6.19 Date A € GL(n,R), B € M(n,r,R) e C € M(n,r,R) si
ha:
se AB = AC allora B = C.

In modo analogo si dimostra la seguente proprieta:

Proposizione 6.20 Date A € GL(n,R), B € M(r,n,R) e C € M(r,n,R) si
ha:
se BA = CA allora B=C.

Esercizio di base 6.21 Dimostrare la proposizione 6.20.

6.4 Teorema di Cramer
Abbiamo visto nel capitolo 1 che I’equazione a coefficienti reali
axr =1>
ha, se a # 0, una e una sola soluzione data da
r=a"'b.

Possiamo ora dare una proprieta analoga nel caso matriciale. Date le matrici
A € GL(n,R) e B € M(n,r,R), 'equazione matriciale

AX =B

(dove X € M(n,r,R) & la matrice incognita) ha una e una sola soluzione data
da:
X=A"B.
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Esercizio di base 6.22 Dimostrare quest’ultima affermazione.

Analogamente si ha che, date A € GL(n,R) e B € M(r,n,R), l'equazione
matriciale
XA=B

(dove X € M(r,n,R) & la matrice incognita) ha una e una sola soluzione data
da:
X =BA™".

Esercizio di base 6.23 Dimostrare quest’ultima affermazione.

Consideriamo ora un sistema di n equazioni lineari a coefficienti reali in n
incognite:
a1171 + a12%2 + -+ + A1pTp = b1

a21%1 + A22%2 + -+ + A2pTyn = by

p1T1 + ApaTe + - -+ AppTy = by

Abbiamo visto che il sistema puo essere scritto nella formas:
AX =B

dove A € M(n,n,R) & la matrice dei coefficienti del sistema, X € M(n,1,R) ¢ la
matrice delle incognite e B € M(n, 1,R) & la matrice dei termini noti. Nel caso
in cui A sia una matrice invertibile, applicando i risultati visti in precedenza,
possiamo concludere che il sistema ha un’unica soluzione data da:

X =A"'B.

Non e pero necessario calcolare esplicitamente la matrice inversa di A per
determinare le soluzioni. Diamo infatti il:

Teorema 6.24 (di Cramer) Sia dato un sistema di n equazioni lineari a
coefficienti reali in n incognite:

1121 + a12%2 + -+ + A1pTp = by

(2121 + A22%2 + -+ + A2pTyn = by

p1T1 + GpaTa + - -+ AppTy = by
Riscriviamo il sistema in forma matriciale:
AX = B.
Se det A # 0, il sistema ammette una e una sola soluzione data da

X =A"'B.
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Equivalentemente la soluzione & data dalle formule

I det A(7)
Y detA’

con 1 < i < n dove A(i) é la matrice ottenuta da A sostituendo la i-esima
colonna di A con la colonna B dei termini noti.

La dimostrazione completa del teorema puo essere trovata nel paragrafo A.6

Definizione 6.25 Un sistema lineare di n equazioni in n incognite la cui
matrice dei coefficienti sia invertibile si dice Crameriano. A

Esempio 6.26 Consideriamo il sistema:

r+y+z=1
T +z=1
T +y =2
La sua matrice dei coefficienti é:
1 1 1
A=11 0 1
1 1 0

Si ha det A = 1. Quindi il sistema ammette una e una sola soluzione. Calcolia-
mola:

1 1 1
1 0 1
B 2 1 0 _o
YT T deta O
1 1 1
1 1 1
B 1 2 0 —0
y= det A o
1 1 1
1 0 1
1 1 2 _
i det A o

Abbiamo evidenziato con il colore I'inserimento della colonna dei termini noti.
Quindi (2,0,—1) & l'unica soluzione del sistema. Come controllo possiamo
sostituire i valori di x, y e z trovati nelle equazioni del sistema e verificare che
le soddisfano tutte. Si ha infatti:

240+ (-1)=1
2 +(-1)=1
240 =2 A
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Esercizio di base 6.27 Verificare che il seguente sistema ha una e una sola
soluzione e determinarla:

T, + 2x9 +3x3 + 4z, =1

2x1 + X9 + 524 =0
3z 4+ x3— x4=0
2x1 + w9 + 224 =0 A

6.5 Soluzioni degli esercizi di base

EB.6.3 Per calcolare I’elemento di posto (4,j) di I,B dobbiamo moltiplicare gli
elementi della i-esima riga di I,, per i corrispondenti elementi della j-esima colonna di
B e sommare poi i prodotti cosi ottenuti. L’unico elemento non nullo della i-esima
colonna di I,, & I’i-esimo che & uguale a 1. Moltiplicando questo elemento per 1’i-esimo
elemento della j-esima colonna di B (cio¢ b;;) otteniamo come risultato b;;. Dunque,
lelemento di posto (i,7) di [, B & b;j, cioe & uguale all’elemento di posto (¢, ) di B:
ma questo significa che I,, B = B.

EB.6.5 La matrice I ¢ una matrice triangolare superiore. Sappiamo che il suo
determinante & uguale al prodotto degli elementi della sua diagonale principale, ed &
pertanto uguale a 1.

EB.6.11 Basta svolgere i calcoli.

EB.6.13 Svolgendo i calcoli si trova:

(SIS
[S1IN]

SIS

A7t =

—_

o=

—_
ut|=

EB.6.18 Sappiamo che A ¢ invertibile e che la sua inversa & A~'. Dunque abbiamo
AA™! = A7'A = I. Vogliamo mostrare che ‘A ¢ invertibile e che la sua inversa &
(A7), Questo equivale a calcolare i prodotti *A(A™!) e ((A™1)’A e verificare che
sono uguali alla matrice identica. Dalla formula della trasposta di un prodotto si ha:

tAt(AA) _ t(A—lA)'
D’altra parte A~*A = I. Dunque:
A AT =T
Ma la trasposta della matrice identita & la matrice identita e, pertanto,
AATY) =1.
In maniera analoga si dimostra che
A™h'A="I.
EB.6.21 Otteniamo la tesi moltiplicando a destra ambo i membri dell’identita
BA=CA

per la matrice A™'. Quest’ultima esiste poiché A € GL(n, R).
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EB.6.22 Moltiplicando a sinistra ambo i membri per la matrice A™', otteniamo la
tesi.

EB.6.23 Moltiplicando a destra ambo i membri per la matrice A™!, otteniamo la
tesi.

EB.6.27 Ponendo:

1 2 3 4 1 T1
]2 1 0 5 10 2
A= 301 -1}’ B = 0’ A= T3
2 1 0 2 0 T4
il sistema si scrive nella formas:
AX = B.

Svolgendo i calcoli si trova che la matrice A ha determinante 36. Il sistema ammette
quindi una e una sola soluzione. Essa ¢ data da:

1 2 3 4
01 0 5
00 1 -1
01 0 2 1

"= 36 1
171 3 4
2.0 0 5
3.0 1 -1
2.0 0 2 1

2= 36 6
1 201 4
2 1.0 5
3.0 0 —1
2 1.0 2 1

v = 36 T
1 2 301
2 1 0 0
301 0
21 0 0

334——36 —0

6.6 Sunto

Matrice unita

Definizione Chiamiamo matrice unita o matrice identica di ordine n la
matrice quadrata I,, avente tutti gli elementi della diagonale principale uguali a
1 e tutti gli altri elementi uguali a 0 (la matrice identica &, quindi, una matrice
diagonale). Dunque:

1 0 0 0
0 1 0 0
=14 o 1 0
0 0 0 1 A
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Si ha la:

Proposizione Per ogni matrice A con n colonne si ha:
Al, = A.
Per ogni matrice B con n righe si ha:

I,B = B.

Notazione Quando non ci sia pericolo di confusione si usa il simbolo I per
indicare la matrice identica quale che sia la sua dimensione. A

Matrice inversa

Definizione Una matrice quadrata A si dice invertibile se esiste una matrice
quadrata B dello stesso ordine di A tale che AB = BA = I. Indichiamo con
GL(n,R) l'insieme delle matrici invertibili di ordine n. La notazione utilizzata
dipende dal fatto che questo insieme viene chiamato gruppo lineare. A

Proposizione Se A é una matrice invertibile e B e C' sono due matrici tali

che AB=BA=1e¢e AC=CA=1, allora B=C.

Possiamo allora dare la:

Definizione Data una matrice invertibile A si chiama inversa di A 'unica
matrice B tale che AB = BA = I. Tale matrice viene indicata con il simbolo
AL A

Teorema Una matrice quadrata A ¢ invertibile se e solo se det A # 0. In tal
caso, detto n Uordine di A, la matrice inversa di A si calcola nel modo sequente:

e sen=1c¢A:=(an) si ha A~* = (a7}');
e sen > 1 lelemento b; di posto (i,7) della matrice A~ ¢ dato dalla formula:

. det Aj;

= (=1 i+j Jl.
bij = (=1) det A
Proprieta dell’inversa

Proposizione L’inversa di una matrice invertibile A é una matrice invertibile.
Si ha:

(A’l)’1 = A.
Inoltre: )
det A= '= ——.
¢ det A

Proposizione Date due matrici invertibili A e B dello stesso ordine, anche il
prodotto AB ¢& invertibile e si ha:

(AB)™' =B7'A™%
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Proposizione Data una matrice invertibile A, la sua trasposta A ¢ invertibile
e si ha:

() =14,
Cio ci permette di usare il simbolo fA~! senza ambiguita.
Proposizione Date A € GL(n,R), B € M(n,r,R) e C € M(n,r,R) si ha:

se AB = AC allora B = C.

Proposizione Date A € GL(n,R), B € M(r,n,R) e C € M(r,n,R) si ha:

se BA= CA allora B=C.

Teorema di Cramer

Teorema (di Cramer) Sia dato un sistema di n equazioni lineari a coeffi-
cienti reali in m incognite:

1171 + a1222 + - + a1y, = by

a21%1 + A22%2 + -+ - + A2pTpn = b2

n121 + apoTe + - + Appxy, = by
Riscriviamo il sistema in forma matriciale:
AX = B.
Se det A #£ 0, il sistema ammette una e una sola soluzione data da
X=A"B.
Equivalentemente la soluzione é data dalle formule

det A(7)
T = ———
det A

con 1 < i < n dove A(i) & la matrice ottenuta da A sostituendo la i-esima
colonna di A con la colonna B dei termini noti.

Definizione Un sistema lineare di n equazioni in n incognite la cui matrice
dei coefficienti sia invertibile si dice Crameriano. A

6.7 Esercizi

E.6.1 Per ognuna delle seguenti matrici, determinare, quando esiste, la sua
inversa:

A=(0), B=(1), C=(2), D=(3).
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E.6.2 Per ognuna delle seguenti matrici, determinare, quando esiste, la sua
inversa:

(00 w12 e (3 0) o= (2 0),
=0 =) e=(h ) =)
L O B CI T GO R

E.6.3 Per ognuna delle seguenti matrici, determinare, quando esiste, la sua
inversa:

0o 1 2 1 2 3 1 1 2
A: 0 7 901, B=14 5 6], cC=1(19 0 0],
0 14 31 7 8 9 43 0 0
1 0 0 1 2 3 15 91 302
D 0 2 0}, E=10 5 6], F=10 0 90
0 0 3 0 0 9 0 0 31
E.6.4 Calcolare I'inversa della matrice
2 1 3
A=10 3 %
00 £

E.6.5

a. Dimostrare che data una matrice triangolare superiore invertibile A di ordine
2, I'inversa di A e una matrice triangolare superiore.

b. Dimostrare che data una matrice triangolare superiore invertibile A di ordine
3, I'inversa di A & una matrice triangolare superiore.

¢. Dimostrare proprieta analoghe a quelle provate nei punti precedenti per
matrici triangolari inferiori.

E.6.6 Per ognuna delle seguenti matrici simmetriche, determinare, quando
esiste, la sua inversa:

01 1 -1 01
a=( 3): s=(4 5) o= 1)

1 0 1 0 0 1 1 2 3
D=0 1 0], E=(0 1 1], F=12 1 0
1 0 1 1 11 3 00

E.6.7 Chi ha risolto I’esercizio E.6.6 si sara accorto che in tutti i casi in cui
era possibile calcolare I'inversa si otteneva una matrice simmetrica. Non ¢ un
caso: l'inversa di una matrice invertibile simmetrica ¢ anch’essa simmetrica.
Dimostrare questa affermazione.

Diamo un suggerimento. Ricordiamo che una matrice B & simmetrica se
‘B = B. Data una matrice simmetrica invertibile A4, per dimostrare che A=! &
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simmetrica bisogna quindi provare che {A~1) = A~!. Si deve cio¢ dimostrare
che la matrice {(A~1) & I'inversa di A. Questo equivale a mostrare che:

(A HA=AAY) =1
E.6.8 Determinare i valori di A per i quali la seguente matrice € invertibile:

1-x -1 1
A)\Z: 2 1-A 0
3 0 1-AX

E.6.9 Date le matrici
R R
determinare le soluzioni delle equazioni matriciali:
a. AX=B; b. XA=B; c¢. AX=0; d. XA=0; e DX=C; f XD=C.
E.6.10 Dimostrare che I’equazione matriciale
AX =B
dove A € M(n,n,R), A ¢ GL(n,R), B € GL(n,R) e X € M(n,n,R), non ha

soluzioni.
E.6.11 Determinare le soluzioni dell’equazione matriciale:
AX=A
dove
A= 10 X e M(2,2,R)
=10 o e ,2,R).

E.6.12 Determinare le soluzioni dell’equazione matriciale:

AX =B

(10 (00
A= (0 0)’ B = (1 0), X € M(2,2,R).

E.6.13 Determinare le soluzioni dei seguenti sistemi sfruttando il teorema di
Cramer:

z+y=0 20 +y=3 r+y=1
a. ; b. ; c. ;
3z +y=0 3z +y=3 r+y=1

r+y+ z=1 y+ z=1

dove

d ¢ 2x+y+2z=1; e r+y+ z=1;
y+3z=1 20 +y+22=2

T1+ 22+ 234+ x4=1

201 + 229+ 23+ 24 =0
m2+2x3+3x4:0'

r1 — To+ T3+ 2rx4=1
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E.6.14 Dimostrare che un sistema di n equazioni lineari a coefficienti reali in
n incognite, avente la matrice dei coefficienti invertibile e i termini noti tutti
nulli, ha come unica soluzione 1'n-upla (0,0,...,0).
6.8 Soluzioni degli esercizi
E.6.1 La matrice A non ¢ invertibile. Si ha poi:

B =(1), ¢=(3), DT =(3)

E.6.2 Le matrici A, E, F, G, L, M e N non sono invertibili. Si ha poi:

2 1
- 2 ’ - 5 15
0 0 % 0 0 é
E.6.4 Poiché la matrice

2 1 3

A=10 3 é

0 0 £
¢ triangolare, il suo determinante & uguale al prodotto degli elementi della sua
diagonale principale. Pertanto detA = 2 -3 - % = % La matrice A ¢ dunque

invertibile. Ricordiamo che per calcolare la matrice inversa & necessario calcolare i
determinanti delle matrici aggiunte degli elementi di A. In particolare ’elemento di
posto (i, ) della matrice A™* &:
(_ )iJrj det A]L )
det A

Calcoliamo allora i determinanti delle matrici aggiunte:

3 i 6 0o 1 0 3
det A11 = 0 % = g, det A12 = 0 g = 0, det A13 = 0 0 = 0,
1 3 2 2 3 4 2 1
det Ay = 0 % = g, det Asy = 0 % = g, det Asz = 0o ol= 0,
1 3 26 2 3 2 2 1
det A31 = 3 % = *?, det Azs = 0 % = g, det Aszz = 0 3 = 6.
La matrice A~ & allora:
6 _2 _26 1 _1 _ 65
. 5 53 5 3 2 .6 18
AT=4510 5 —53])=(0 3 -3
0 0 0 0 s

Notiamo che anche A & una matrice triangolare superiore.
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E.6.5

a. La generica matrice triangolare di ordine 2 puo essere scritta cosi:

a1l a2

am (o)
Se A ¢ invertibile il suo determinante ¢ diverso da 0. Per mostrare che 'inversa di A &
triangolare superiore non & necessario calcolare tutti gli elementi della matrice A™*: &
sufficiente mostrare che ’elemento di posto (2,1) di A™! si annulla. L’elemento di
posto (2,1) di A™* e

det A2
det A °

Ora A2 & la matrice che si ottiene cancellando la prima riga e la seconda colonna di
A: pertanto A12 = (0) e det A12 = 0. Abbiamo cosi ottenuto quello che volevamo.

b. La generica matrice triangolare di ordine 3 puo essere scritta cosi:

Se A ¢ invertibile il suo determinante ¢ diverso da 0. Per mostrare che 'inversa di A &
triangolare superiore non & necessario calcolare tutti gli elementi della matrice A™*:
¢ sufficiente mostrare che gli elementi di posto (4, 7) di A~ con i > j si annullano.
L’elemento di posto (i,4) di A™" &:

_ det Aji
det A -

Dobbiamo quindi mostrare che gli aggiunti A;; degli elementi di posto (j,¢) con i > j
hanno determinante nullo. Gli aggiunti che dobbiamo considerare sono:

(0 a2 (0 a2 _ (ann a2
A12_(0 agg)’ A13_(0 0)’ A23_(0 0)'

E facile vedere che queste matrici hanno tutte una riga o una colonna nulle e, quindi,
il loro determinante si annulla.

c. La proprieta per le matrici triangolari inferiori si dimostra in maniera analoga a
quella della matrici triangolari superiori.

Si potrebbe dimostrare che data una matrice triangolare superiore invertibile di
qualsiasi ordine, la sua inversa & una matrice triangolare superiore, e, analogamente
che data una matrice triangolare inferiore invertibile di qualsiasi ordine, la sua inversa
¢ una matrice triangolare inferiore.

E.6.6 La matrice D non & invertibile. Si ha poi:

-1 _ -1 _ 2 1 -1 _ -1 1
- s ()

0 -1 1 0o 0 1
E'=(-1 1 o, F'=l0 1 -2
1 2 1

10 0 3 3 3

E.6.7 Dobbiamo dimostrare che data una matrice simmetrica invertibile A si ha:

(AT HA=AAYH =1
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Poiché A = 4, abbiamo:
(AHA=(AYA="A-AT)=T=1
In modo analogo si dimostra che si ha:
AA™Y =1.

E.6.8 Il determinante di A & —X*> 432 —2), che si annulla per A\=0, A\=1e A = 2.
La matrice A & dunque invertibile per tutti i valori di A diversi da 0, 1 e 2.

E.6.9 Notiamo innanzitutto che, affinché le equazioni abbiano senso, si deve avere
X € M(2,2,R).

a. La matrice A ¢ invertibile. Si ha allora:

X=A'B= (;3 *7) .

vl
w‘:

b. Si ha:
2

X:BA*:(

=
= O
N———

c. Stha X =A4A"'0=0.
d. Siha X =04~ =0.

e. Poiché det D = 0, per ogni X € M(2,2,R) si ha det(DX) = det Ddet X = 0. Ma
det C' # 0. Non esiste quindi alcuna matrice X verificante ’equazione.

f. Con un ragionamento analogo al precedente si dimostra che non esiste alcuna
matrice verificante 1’equazione.

E.6.10 Poiché det A =0 si ha det(AX) = det Adet X = 0, qualunque sia la matrice
X. Poiché det B # 0, non esiste nessuna matrice X tale che AX = B.

E.6.11 Consideriamo una generica matrice

di M(2,2,R). Calcoliamo il prodotto AX:
1 0\ (fa b a b
ax=(5 o) 0)=( o)
Imponendo che questo prodotto sia uguale ad A:
a b\ (1 0
0 0/ \0 0/’

troviamo a = 1 e b = 0. Le soluzioni sono, dunque, le matrici del tipo:

()

dove ¢ e d sono numeri reali qualsiasi.
E.6.12 Si procede come nell’esercizio E.6.11 e si vede che non esiste alcuna soluzione.

E.6.13 Ognuno dei sistemi ha una sola soluzione. Esse sono:
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o= X

T3

z=0 z=0 4

z=0 T = T = T2 ="—3

a b c d y=1 e y=0 f

y=0 y=3 y=1 —
z2=0 z=1 T3 =3

gy— 8

T3

E.6.14 In forma matriciale il sistema si scrive: AX = 0. Dunque 'unica soluzione
del sistema & X = A710=0.
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CAPITOLO

Rango di una matrice

Abbiamo visto che un sistema di n equazioni lineari a coefficienti reali in n
incognite avente la matrice dei coefficienti invertibile ¢ dotato di una e una
sola soluzione. Cosa succede nel caso in cui la matrice dei coefficienti non sia
invertibile?

Esistono poi sistemi in cui il numero delle equazioni e diverso dal numero
delle incognite. Cosa succede per questo tipo di sistemi?

Risponderemo a queste domande nel capitolo 8. Prima di far cio dobbiamo
introdurre un nuovo concetto: quello di rango di una matrice.

7.1 Definizione di rango

Definizione 7.1 Sia A una matrice di tipo (p,¢). Sia n un numero intero
positivo tale che n < p e n < ¢. Un minore di ordine n di A & una matrice che
si ottiene scegliendo n righe e n colonne di A e prendendo gli elementi di A che
si trovano sia sulle righe che sulle colonne scelte. A

In generale una matrice A ha pit di un minore di ordine n: per questo abbiamo
detto un minore di ordine n e non il minore di ordine n.

Esempio 7.2 Consideriamo la matrice:

1
A=12
3

OO N
QT

4
2
6

I minori di ordine 1 di A sono ovviamente le 12 matrici a una riga e una colonna
formate dai 12 elementi di A.

Vediamo come possiamo ottenere un minore di ordine 2. Scegliamo 2 righe
di A, ad esempio la prima e la seconda e 2 colonne di A, ad esempio la prima e
la seconda e prendiamo gli elementi che stanno nelle posizioni cosi scelte:

1 2 3 4
2 01 2
3 2 4 6
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In questo modo abbiamo ottenuto il minore:

1 2
2 0/
Ovviamente non e detto che le righe e le colonne che scegliamo siano adiacenti.

Se ad esempio prendiamo la prima e terza riga e la seconda e quarta colonna di

A:

W N =
N O N
=
DN

otteniamo il minore:
2 4
2 6/)°

Continuando cosi possiamo ottenere tutti i minori di ordine 2 di A. Questi sono
in tutto 18. Infatti i minori ottenuti scegliendo le prime due righe di A in tutti
i modi possibili sono 6. Eccoli:

Ga) G o) 63 6o (o)

Questi sono i minori ottenuti scegliendo la prima e la terza riga:

GG G G G (o)

Vi sono poi i 6 minori ottenuti scegliendo la seconda e la terza riga.

Veniamo ora ai minori di ordine 3. Per scegliere uno di essi dobbiamo
scegliere 3 righe di A (cioé tutte) e 3 colonne di A, cioé tutte le colonne tranne
una. La scelta delle tre colonne puo essere fatta dunque in 4 modi diversi:
abbiamo quindi 4 minori di ordine 3. Ognuno di essi ¢ ottenuto eliminando una
delle 4 colonne:

2 3 4 1 3 4 1 2 4 1 2 3
01 2, (21 2], [202], [201
2 4 6 3 4 6 3 2 6 3 2 4
La matrice A non ha minori di ordine superiore a 3 (infatti A ha 3 righe). A

Esercizio di base 7.3 Determinare i sei minori della matrice A dell’esem-
pio 7.2 di ordine 2 ottenuti scegliendo la seconda e la terza riga.

I minori di una matrice sono matrici quadrate: di essi possiamo dunque calcolare
i determinanti. Questo ci permette di dare la:

Definizione 7.4 Una matrice A ha rango (o caratteristica) uguale a n se:
1. esiste almeno un minore di A di ordine n con determinante diverso da 0;
2. tutti i minori di A di ordine maggiore di n hanno determinante nullo.

Se tutti i minori di A hanno determinante nullo diciamo che A ha rango uguale
a 0. A
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Notazione 7.5 Per indicare che una matrice A ha rango uguale a n scriviamo
rk A = n (dall’inglese “rank”, cioé rango). In alcuni testi si trova la notazione
Car A = n. A

Esercizio di base 7.6 Dimostrare che una matrice A ha rango 0 se e solo se
e la matrice nulla.

Esercizio di base 7.7 Dimostrare che tk A = rk ‘A per ogni matrice A.

Esempio 7.8 Riprendiamo la matrice A dell’esempio 7.2 e calcoliamone il
rango:

1 2 3 4
A=12 0 1 2
3 2 4 6

Dovremmo calcolare i determinanti di tutti i minori di A. Nel calcolare i
determinanti dei minori di ordine 2 ne troveremo alcuni che sono invertibili e
altri che non lo sono. Ad esempio il minore

1 2

2 0
formato dalle prime due righe e prime due colonne di A & invertibile. Il rango
della matrice A & quindi maggiore o uguale a 2. Svolgendo i calcoli si vede

che tutti i quattro minori di A di ordine 3 non sono invertibili. Si ha quindi
tk A =2. A

Se nell’esempio precedente abbiamo calcolato i determinanti di tutti i minori
abbiamo dovuto fare molti calcoli. Vorremmo evitare di farne cosi tanti. Per
cominciare possiamo notare che una volta che abbiamo trovato un minore di
ordine 2 invertibile € inutile calcolare esplicitamente i determinanti degli altri
minori di ordine 2, perché sappiamo che il rango & almeno 2 e per stabilire se e
2 o 3 ¢ sufficiente calcolare i determinanti dei minori di ordine 3. Torneremo
con piu precisione pitl avanti su questo aspetto.

7.2 Calcolo del rango

Per determinare il rango di una matrice cercando di fare il minor numero di
calcoli possibile ¢ utile la:

Proposizione 7.9 Sia A una matrice. Se tutti i minori estratti da A di un
certo ordine fissato n hanno determinante nullo, allora tutti i minori estratti da
A di ordine pit grande di n hanno determinante nullo. In particolare tk A < n.

DiMOSTRAZIONE Vogliamo innanzitutto mostrare che i minori di ordine n 4 1
hanno determinante nullo. Sia B uno qualsiasi di questi minori e calcoliamo il
suo determinante. Ricordiamo che per far cid occorre calcolare i determinanti
di matrici aggiunte di elementi di B. Ma che cos’e¢ una matrice aggiunta di
un elemento di B? E un minore di ordine n estratto da B e, dunque, ¢ anche
un minore di ordine n di A. Per ipotesi i minori di ordine n di A hanno
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determinante nullo: se guardiamo la formula per il calcolo del determinante
vediamo allora facilmente che anche il determinante di B € nullo. Abbiamo cosi
provato che tutti i minori di ordine n + 1 hanno determinante nullo. Ripetendo
questo ragionamento possiamo dimostrare che i minori di ordine n + 2 hanno
determinante nullo e cosi via. m

Vi sono vari metodi per calcolare il rango di una matrice di tipo (p, q). Si puo
essere ottimisti oppure pessimisti. Se si & ottimisti si pensa che il rango sia alto,
se si € pessimisti si pensa che il rango sia basso.

L’ottimista inizia a considerare i minori di ordine massimo: ovviamente
I’ordine massimo dei minori ¢ uguale a n, dove n € uguale al piu piccolo tra i
numeri p e q.

e [’ottimista calcola i determinanti dei minori di ordine n. Possono succedere
due cose:

— trova un minore con determinante diverso da 0. Il procedimento ¢ allora
finito e non & necessario calcolare i determinanti dei rimanenti minori di ordine
n: il rango della matrice & n;

— tutti i minori di ordine n hanno determinante nullo. Si procede.

e L’ottimista calcola allora i determinanti dei minori di ordine n — 1 e ripete
quanto fatto per i minori di ordine n: se ce n’¢ uno con determinante non
nullo allora il rango € n — 1 e il procedimento ¢ finito, altrimenti si procede
esaminando i determinanti dei minori di ordine n — 2 e cosi via.

Il pessimista esamina invece innanzitutto i minori di ordine 1:

e Se la matrice A ¢ nulla il rango ¢ uguale a 0 e il procedimento ¢ finito.
Altrimenti il rango di A & almeno 1 ed esamina i minori di ordine 2.

e Il pessimista calcola allora i determinanti dei minori di ordine 2. Possono
succedere due cose:

— tutti i minori di ordine 2 hanno determinante nullo. Il procedimento e finito
e la matrice ha rango 1;

— trova un minore con determinante diverso da 0. Non e necessario calcolare
i determinanti dei rimanenti minori di ordine 2: il rango di A & almeno 2 e
procede al passo successivo;

e Il pessimista calcola ora i determinanti dei minori di ordine 3 e procede come
prima: se sono tutti nulli si puo fermare e la matrice ha rango 2, se trova
un minore con determinante non nullo passa ad esaminare i minori di ordine
superiore e cosi via.

Esempio 7.10 Calcoliamo il rango della matrice:

O = D DN
I N
DD W N =
—_

o O ww

utilizzando sia il metodo ottimista che il metodo pessimista.
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e Metodo ottimista. Vediamo se rk A = 4. L’unico minore di ordine 4 ¢ la
matrice A stessa. Svolgendo i calcoli si nota che det A = 0. Quindi rk A < 4.
Calcolando i determinanti di tutti i minori di ordine 3 (sono ben 16) si trova
che sono tutti nulli. Quindi rk A < 3.

Iniziamo a calcolare i determinanti dei minori di ordine 2. Quello formato
dalle prime due righe e dalle prime due colonne di A:

()

ha (come ¢ facile vedere) determinante nullo. Consideriamo allora un altro
minore di ordine 2. Prendiamo quello formato dalle prime due righe e dalla
prima e terza colonna di A:
2 1
(2 2)

Questo minore ha determinante diverso 0. Possiamo fermarci: non ¢ necessario
calcolare il determinante dei rimanenti minori di ordine 2 di A. Il rango di A &
2.

e Metodo pessimista. Si ha ovviamente rk A > 1, perché la matrice A ¢ non
nulla. Iniziamo a calcolare i determinanti dei minori di ordine 2. Come nel
metodo ottimista troviamo un minore con determinante non nullo. Dunque
rk A > 2 e non & piu necessario calcolare i determinanti dei rimanenti minori di
ordine 2. Passiamo a calcolare i determinanti dei minori di ordine 3: poiché
sono tutti nulli possiamo fermarci e affermare che rk A = 2. A

Nell’esempio precedente il metodo pessimista e risultato leggermente piu conve-
niente perché ci ha permesso di evitare il calcolo del determinante della matrice
A. Se perd A avesse avuto determinante non nullo il metodo ottimista sarebbe
stato piu conveniente: avremmo potuto affermare subito che rk A = 4 senza
calcolare ulteriori determinanti.

In generale non c¢’¢ un metodo a priori pit conveniente dell’altro: dipende
caso per caso. Entrambi i metodi non sono pero del tutto soddisfacenti, perché
richiedono spesso molti calcoli: nell’esempio 7.10 & stato necessario calcolare i
determinanti di ben 16 matrici di ordine 3 sia utilizzando il metodo pessimista,
sia utilizzando quello ottimista.

Per nostra fortuna c’¢ una proprieta che ci permette di evitare molti calcoli.
Per poter enunciare questa proprieta dobbiamo spiegare cosa significhi orlare
un minore di una matrice:

Definizione 7.11 Dato un minore B di ordine n di una matrice A, un minore
C di A di ordine n + 1 & detto orlato di B se B ¢ un minore di C. In altre
parole, il minore C' & ottenuto dal minore B aggiungendo ad esso un’altra riga
e un’altra colonna di A. A

Esempio 7.12 Riprendiamo la matrice A dell’esempio 7.10 e consideriamo il
minore B formato dalle prime due righe e dalla prima e terza colonna:

2 3
3
6

D W N

1
1
2
4

0 = DN
—_

2
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Quali sono gli orlati di B? Per ottenere ciascuno di essi dobbiamo aggiungere
una riga scelta tra la terza e la quarta (cioe tra quelle che non concorrono
a formare B) e una colonna scelta tra la seconda e la quarta. Ad esempio
scegliendo la quarta riga e la quarta colonna:

2 1 1 3
2 1 2 3
4 2 3 6 ’
8 4 6 12
otteniamo il minore:
2 1 3
2 2 3
8 6 12

Analogamente otteniamo gli altri orlati di B

2 1 1 2 1 3 2 1 1
2 1 2|, |2 2 3|, (21 2
4 2 3 43 6 8 4 6 A

Che utilita ha il concetto di orlato? Abbiamo il seguente teorema che non
dimostriamo:

Teorema 7.13 (dell’orlare) Sia A una matrice e sia B un suo minore con
determinante non nullo. Se tutti gli orlati di B hanno determinante nullo allora
il rango della matrice A & uguale all’ordine del minore B.

Il teorema dell’orlare permette di calcolare piu velocemente il rango di una
matrice. Vediamolo con un esempio:

Esempio 7.14 Calcoliamo di nuovo il rango della matrice A dell’esempio 7.10.

2 11 3
121 2 3
A=14 2 3 ¢
8 4 6 12

Troviamo subito un minore di ordine 1 con determinante non nullo: ad esempio
quello formato dalla prima riga e dalla prima colonna. Passiamo ora a consi-
derare i minori di ordine 2. Se non avessimo il teorema dell’orlare dovremmo
considerare a uno a uno tutti questi minori fino eventualmente a trovarne uno
con determinante non nullo. Grazie al teorema dell’orlare possiamo limitare
la nostra analisi agli orlati del minore di ordine 1 fissato in precedenza. Con
qualche calcolo troviamo un minore di ordine 2 con determinante non nullo, ad
esempio quello evidenziato che chiamiamo B:

o~ N N
N —
D W N =
D W W

4

[t
[\

Sappiamo allora che il rango di A & almeno 2. Possiamo ora considerare i minori
di ordine 3. Invece di calcolare i minori di tutti i 16 minori di ordine 3, possiamo
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limitarci a considerare solo gli orlati di B che sono 4. Facendo i calcoli vediamo
che hanno tutti determinante nullo: possiamo fermarci e affermare che rk A = 2:
non e necessario calcolare i determinanti degli altri minori di ordine 3. A

Dunque, utilizzando il teorema dell’orlare per il calcolo del rango di una matrice
non nulla A, ci conviene partire da un minore B; di ordine 1 non nullo, quindi
con determinante non nullo. Lo orliamo in tutti i modi possibili. Se tutti questi
minori hanno determinante 0, allora rk A = 1. Altrimenti, non appena troviamo
un minore By con determinante diverso da 0, passiamo a considerare gli orlati
di Bs. E cosl via.

Esempio 7.15 Calcoliamo il rango della matrice:

1 2 3 4
A=1(2 4 6 8
4 8 12 8

Consideriamo il minore B; formato dalla prima riga e dalla prima colonna.
Ovviamente il suo determinante ¢ diverso da 0. Consideriamo ora gli orlati di
B,. Cominciamo a orlare By con la seconda riga e la seconda colonna di A:

1 2 3 4
2 4 6 8
4 8 12 8

Questo minore ha determinante nullo: dobbiamo proseguire. Orliamo B; con
la seconda riga e la terza colonna:

1 2 3 4

2 4 6 8

4 8 12 8
Anche il minore cosi ottenuto ha determinante nullo. Lo stesso succede se
orliamo A; con la seconda riga e la quarta colonna, con la terza riga e la
seconda colonna, con la terza riga e la terza colonna. Rimane solo un orlato
di A; da considerare, quello ottenuto orlando A; con la terza riga e la quarta
colonna:
1 2 3 4
2 4 6 8
4 8 12 8
Questo minore (che chiameremo Bs) ha determinante non nullo: il rango di A
€ almeno 2 e dobbiamo passare a considerare gli orlati di Bs. Se orliamo By

con la seconda riga e la seconda colonna:

1 2 3 4
2 4 6 8 |,
4 8 12 8

otteniamo un minore che ha determinante uguale a 0. Dobbiamo allora con-
siderare un altro orlato di By. Orliamo By con la seconda riga e la terza
colonna;
1 2 3 4
2 4 6 8
4 8 12 8

—_
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Anche questo orlato ha determinante nullo. Poiché Bs non ha altri orlati,
possiamo concludere che rk A = 2. A

Nota 7.16 Quando si utilizza il teorema dell’orlare & importante ricordare
che il minore da orlare deve avere determinante diverso da 0. Prendere gli
orlati di un minore con determinante nullo puo condurre a errori nel calcolo del
determinante. A

Esercizio di base 7.17 Consideriamo la matrice:

1 2 3 4
A=12 0 1 2
3 2 4 6 A

Abbiamo gia calcolato il rango di questa matrice nell’esempio 7.8. Calcolarlo di
nuovo sfruttando il teorema dell’orlare.

7.3 Soluzioni degli esercizi di base

EB.7.3 I minori ottenuti scegliendo la seconda e la terza riga sono:

2 0 2 1 2 2 0 1 0 2 1 2
G2 G G G G GO
EB.7.6 Se A = 0 allora tutti i minori di qualsiasi ordine estratti da A sono nulli e
hanno quindi determinante nullo: dunque A ha rango 0. Viceversa, se A ha rango
0, tutti i minori estratti da A hanno determinante nullo: in particolare cio & vero
per i minori di ordine 1. Poiché il determinante di una matrice di ordine 1 & uguale

all’unico elemento della matrice si ha che tutti i minori di ordine 1 sono nulli, cioe
tutti gli elementi di A sono nulli.

EB.7.7 I minori di *4 sono, ovviamente, tutte e sole le matrici trasposte dei minori
di A. Poiché una matrice quadrata e la sua trasposta hanno lo stesso determinante, si

trova facilmente il risultato voluto.

EB.7.17 Dobbiamo determinare il rango della matrice:

1
A=12
3

N O N

3 4
1 2
4 6

I1 minore B; formato dalla prima riga e dalla prima colonna & invertibile. Quindi
rk A > 1. Calcoliamo il determinante degli orlati di B;: troviamo subito che orlando
B con la seconda riga e la seconda colonna otteniamo un minore B2 con determinante
non nullo:

1 2 3 4
2 0 1 2
3 2 4 6

Consideriamo gli orlati di B. Se orliamo B> con la terza riga e la terza colonna:

1
2
3

O N
QY

4
2,
6
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otteniamo un minore con determinante nullo. Dobbiamo quindi considerare un altro
orlato di B2. Se orliamo Bz con la terza riga e la quarta colonna:

1 2 34
2 0 1 2 |,
3 2 4 6

otteniamo un altro minore con determinante nullo. Poiché B2 non ha altri minori,
possiamo dire che tk A = 2.

7.4 Sunto

Rango di una matrice

Definizione Sia A una matrice di tipo (p,¢). Sia n un numero intero positivo
tale che n < p e n < ¢. Un minore di ordine n di A ¢ una matrice che si
ottiene scegliendo n righe e n colonne di A e prendendo gli elementi di A che si
trovano sia sulle righe che sulle colonne scelte. A

In generale una matrice A ha pit di un minore di ordine n: per questo abbiamo
detto un minore di ordine n e non il minore di ordine n.

Definizione Una matrice A ha rango (o caratteristica) uguale a n se:
1. esiste almeno un minore di A di ordine n con determinante diverso da 0;
2. tutti i minori di A di ordine maggiore di n hanno determinante nullo.

Se tutti i minori di A hanno determinante nullo diciamo che A ha rango uguale
a 0. A

Osservazione Una matrice ha rango 0 se e solo se ¢ la matrice nulla. A

Proprieta del rango

Osservazione Per ogni matrice A si ha rk A = rk?A. A

Proposizione Se una matrice A ha almeno un minore di ordine n con deter-
minante non nullo e tutti i minori di ordine n 4+ 1 hanno determinante nullo,
allora Tk A = n.

Definizione Dato un minore B di ordine n di una matrice A, un minore C' di
A di ordine n + 1 ¢ detto orlato di B se B ¢ un minore di C. In altre parole, il
minore C' & ottenuto dal minore B aggiungendo ad esso un’altra riga e un’altra
colonna di A. A

Teorema (dell’orlare) Sia A una matrice e sia B un suo minore con deter-
minante non nullo. Se tutti gli orlati di B hanno determinante nullo allora il
rango della matrice A & uguale all’ordine del minore B.
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7.5 Esercizi

E.7.1 Calcolare il rango delle matrici:

(21 (21 _ (0
I I T (I

E.7.2 Calcolare il rango delle matrici:

B~ DN
N —

1 21 1
A=12 4 2|, B=13
3 6 3 4

(=}
w

E.7.3 Calcolare il rango della matrice:
3 8 -2 5

A=1[-9 -16 4 -10
9 24 -6 15

E.7.4 Calcolare il rango della matrice:

Tk W N
O U i W
~N O U
0 J O Ot

E.7.5 Calcolare il rango delle matrici diagonali:

1
A= , B=10
0

O O =
SN O
w o O
o O O
w o O

E.7.6 Calcolare il rango delle matrici diagonali:

SO OO OO o
SO WO oo N

OO OO O woo
GO OO = O OO

E.7.7 Calcolare il rango delle matrici triangolari:

A= B =

—_ N = OO
W= O oo

WO O O
OO O = BE=E W
SO O O
_ o O = ==

-33

OO OO OO O

SO Wo OO0 oo

o O O

SO OO O woo

= O O oo

O w o

OO OO Uto oo

o O O

=N O OO

OO OO O N

116 G. Accascina e V. Monti



7.6. Soluzioni degli esercizi

E.7.8 Calcolare il rango delle matrici triangolari:

1 2 3 4 10 0 0
0 0 6 1 2 0 0O
A= 00 0 1} B = 31 10
0 0 0 9 1 2 3 4
E.7.9 Calcolare il rango della matrice triangolare:
1 2 3 45
001 00
A=1]10 0 1 0 O
0 00 1 1
0 0 0 01
E.7.10 Calcolare il rango della matrice:
1 2 3 4
11 2 2
A= 3 4 7 8
00 0 1
E.7.11 Siano date le matrici:
1 2 3 0 1 1 2 0 1 1 0
3 0 -1 0 1 2 01 0 0 1
A=14 2 2 0 2|, B=]1 2 01 1 0
1 0 -1 3 O 1 0100 O
-2 0 0 3 -1 -1 0 0 0 0 -1

a. Calcolare il rango di A e il rango di B.

b. Dato un minore di A di ordine 3 quanti sono i suoi minori orlati? Rispondere
alla stessa domanda per un minore di ordine 3 di B.

¢. Quanti sono i minori di ordine 4 di A? E quanti sono i minori di ordine 4 di
B?

E.7.12 Sia data una matrice A € M(p, ¢,R) e un minore M di A di ordine s.
Quanti sono gli orlati di M?
7.6 Soluzioni degli esercizi

E.7.1 Si ha:
tkA=2, rkB=2 rkC=1, rkD=1.

E.7.2 Si ha:
tkA=1, rkB=2, rkC=2.

E.7.3 Il minore B formato dalle prime due righe e due colonne ha determinante non
nullo. Quindi rk A > 2. I tre minori ottenuti orlando B hanno tutti determinante

nullo. quindi rk A = 2.

E.7.4 Il rango della matrice A & uguale a 2.
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E.7.5 Si ha:
tkA=3, kB=2 r1kC=1.
Notare che, in tutti e tre i casi, il rango delle matrici diagonali A, B e C' & uguale al
numero di elementi non nulli della diagonale principale.
E.7.6 Si ha:
tkA=4, tkB=3, 1kC=2, rkD=1.
Anche in questo caso il rango delle matrici diagonali A, B, C' e D ¢ uguale al numero

di elementi non nulli della diagonale principale.

E.7.7 Si ha:
rk A =3, rk B =2, rkC =2,
rk D =2, rtk E =2, rk FF =1.

Notare che, nel caso di matrici triangolari, il rango di una matrice non € necessariamente
uguale al numero di elementi non nulli della diagonale principale.

E.7.8 Si ha:
rkA=3, rkB=3.

E.7.9 Il rango della matrice A & uguale a 4.
E.7.10 Il rango della matrice ¢ uguale a 3.

E.7.11

a. Calcoliamo il rango di A utilizzando il teorema dell’orlare. Determiniamo allora
un minore di ordine 1 di A con determinante non nullo (ad esempio quello formato
dalla prima riga e prima colonna) e calcoliamo i determinanti dei suoi minori orlati
finché ne troviamo uno con determinante diverso da 0, ad esempio quello evidenziato:

1 2 3 0 1
3 0 -1 0 1
A= 4 2 2 0 2
1 0 -1 3 O
-2 0 0 3 -1

Calcoliamo ora i determinanti dei minori orlati del minore evidenziato M> finché ne
troviamo uno con determinante diverso da 0. Si ha

1 2 3 1 2 0 1 2 1
3 0 -1|=13 0 0/={3 0 1/=0
4 2 2 4 2 0 4 2 2

(questi sono gli orlati ottenuti utilizzando la terza riga e una della colonne). Orlando
poi con la quarta riga e la terza colonna troviamo invece:

1 2 3
3 0 —-1=4.
1 0 -1

A questo punto non & pill necessario calcolare i determinanti degli altri orlati di Ms.
Chiamiamo M3 il minore cosi determinato e calcoliamo i determinanti dei suoi orlati.
Il minore M3 ha 4 orlati, calcolandone i determinanti, troviamo:

1 2 3 o (12 3 1 |1 2 3 o |1 2 3 1
30 -1 0/_[30 -1 1/_[3 0 -1 0_|3 0 -1 1|_,
42 2 0 42 2 2|1 0 -1 3 |1 0 -1 0 ‘
10 -13 1o -1o0 |-20 0 3 |-20 0 -1
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Dunque si ha rk A = 3.

Calcoliamo ora il rango di B. Determiniamo allora un minore di ordine 1 di A
con determinante non nullo (ad esempio quello formato dalla prima riga e prima
colonna) e calcoliamo i determinanti dei suoi minori orlati finché ne troviamo uno con
determinante diverso da 0, ad esempio quello evidenziato:

1 2 01 1 0
2 0 1 0 0 1
B = 1 2 0 1 1 O
1 01 0 0 O
-1 0 0 0 0 -1

Calcoliamo ora i determinanti dei minori orlati del minore evidenziato N> finché ne
troviamo uno con determinante diverso da 0. Si ha

1 2 0 1 2 1 1 2 1 1 2 0
2 0 1]=12 0 O/=12 0 0/=|2 0 1]=0
1 2 0 1 2 1 1 2 1 1 2 0

(questi sono gli orlati ottenuti utilizzando la terza riga e una della colonne). Orlando
poi con la quarta riga e la terza colonna troviamo invece:

1 2 0
2 0 1| =-2
1 0 1

A questo punto non & pilt necessario calcolare i determinanti degli altri orlati di Na.
Chiamiamo N3 il minore cosi determinato e calcoliamo i determinanti dei suoi orlati.
Si vede che N3 ha 6 orlati e questi hanno tutti hanno determinante nullo e quindi si
ha rk B = 3.

Si sarebbe potuto osservare che la prima e la terza riga di B sono uguali e, quindi,
tutti i minori che coinvolgono tali righe hanno, necessariamente, determinante nullo,
grazie alla proposizione 5.13. Si puo infatti dimostrare in generale che una matrice
quadrata con due righe uguali (o due colonne uguali) ha determinante nullo.

b. Per orlare un minore dobbiamo aggiungervi una riga tra quelle che non sono
coinvolte nel minore e una colonna tra quelle che non sono coinvolte nel minore.
Se dobbiamo allora orlare un minore di ordine 3 di A possiamo scegliere la riga da
aggiungere in 2 modi e la colonna da aggiungere in 2 modi. Dunque il minore ha
4 = 2.2 orlati. Se invece dobbiamo orlare un minore di ordine 3 di B possiamo
scegliere la riga da aggiungere in 2 modi e la colonna da aggiungere in 3 modi. Dunque
il minore ha 6 = 2 - 3 orlati.

c. Per determinare un minore di ordine 4 di A dobbiamo scegliere 4 righe e 4 colonne
di A. Scegliere 4 righe di A & lo stesso che cancellare una riga di A: possiamo operare
questa scelta in 5 modi diversi. Analogamente possiamo scegliere 4 colonne di A in 5
modi diversi. Dunque A ha 25 =5 -5 minori di ordine 4.

Per determinare un minore di ordine 4 di B dobbiamo scegliere 4 righe e 4 colonne
di B. Come per A posso scegliere le 4 righe in 5 modi differenti. Scegliere invece
4 colonne di B ¢ lo stesso che cancellare 2 colonne. Posso allora scegliere la prima
colonna da cancellare in 6 modi differenti, la seconda colonna da cancellare andra
scelta tra le rimanenti 5 colonne e quindi posso operare 5 differenti scelte. In tutto
ho 30 = 6 - 5 scelte, ma occorre notare che a due a due queste scelte sono uguali:
per esempio, cancellare prima la terza colonna e poi la quinta € ovviamente uguale
a cancellare prima la quinta colonna e poi la terza. Dunque posso scegliere le due
colonne da cancellare in 15 = 370 modi diversi. Riassumendo possiamo scegliere le 4
righe in 5 modi diversi e le 4 colonne in 15 modi diversi: in tutto ho 75 = 15 - 5 minori

di ordine 4.
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Notiamo che, per calcolare il rango della matrice A, grazie al teorema dell’orlare
abbiamo calcolato i determinanti di 4 minori di ordine 4. Se non avessimo usato il
teorema dell’orlare avremmo dovuto calcolare i determinanti di tutti e 25 i minori di
ordine 4. Analoga osservazione vale per B.

E.7.12 Per orlare M dobbiamo aggiungere una riga e una colonna di A scelte tra
quelle non coinvolte in M. Le righe di A non coinvolte in M sono p — s, le colonne di
A non coinvolte in M sono ¢ — s. Dunque M ha (p — s)(¢ — s) orlati.
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CAPITOLO

Sistemi di equazioni lineari

Nel capitolo 6 abbiamo mostrato che un sistema di n equazioni in n incognite
la cui matrice dei coefficienti € invertibile, ha una e una sola soluzione (teorema
di Cramer).

Vogliamo ora studiare il caso piu generale in cui il numero delle equazioni
non sia necessariamente uguale al numero delle incognite o anche il caso in
cui il numero delle incognite e delle equazioni coincidano ma la matrice dei
coefficienti del sistema non sia invertibile.

Vedremo come il calcolo del rango di due matrici ci permette di sapere se un
sistema ha o non ha soluzioni. Vogliamo quindi dare un metodo per il calcolo
delle eventuali soluzioni di un sistema. Vi sono vari metodi: noi studieremo in
questo capitolo il metodo di Rouché-Capelli, mentre nel capitolo 9 studieremo
il metodo di Gauss.

8.1 Definizioni

Sia dato un sistema di p equazioni lineari a coefficienti reali in ¢ incognite:

(1121 + 1222 + - - + a1q74 = by

(2121 + G22%2 + -+ + A2qTq = b2

S':
Ap1T1 + Ap2T2 + -+ + ApgTq = by
dove a;; € R e x1, o2, ..., x4 sono le incognite.

Una soluzione del sistema S ¢ una g-upla di numeri reali (%1, %2, ..., Z,)
che, sostituiti nelle equazioni del sistema alle incognite (z1, 2, ..., z4), danno
delle identita. Indichiamo con R? I'insieme delle g-uple di numeri reali. Quindi
(Z1,Z2,...,%Z4) € RY. Indichiamo con il simbolo Sol(S) il sottoinsieme di R?

formato dalle soluzioni del sistema S.

Abbiamo visto nel capitolo 1 che esistono sistemi S che hanno soluzioni e
altri che non ne hanno. Chiamiamo sistemi risolubili i sistemi che hanno
soluzioni.
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Abbiamo anche visto che, dato il sistema S di cui sopra, la matrice di tipo
(P, q):

ailp a2 A1q

a1 Aa22 a2q
A= ]

ap1  Ap2 Upq

viene detta matrice dei coefficienti del sistema.
La matrice di tipo (p,1)

bp
viene detta matrice colonna dei termini noti.
La matrice di tipo (g, 1):
Ty
)

X =
Lq

viene detta matrice colonna delle incognite.
La matrice di tipo (p,q+ 1):

ailr a2 A1q b1
W a1 a22 a2q by
apl  Gp2 ... Gpg by

viene detta matrice completa del sistema.

La matrice A’ & quindi ottenuta dalla matrice A aggiungendo ad essa la
colonna dei termini noti.

Abbiamo gia visto che ogni sistema .S puo essere scritto nella forma matri-
ciale:

S: AX = B.

Quando si usa per i sistemi il simbolismo matriciale ¢ comodo pensare le
soluzioni del sistema S come matrici colonna. In questo caso Xo € M(q,1,R) ¢
soluzione dell’equazione matriciale:

S:AX =B
se, sostituita in S alla matrice colonna X, si ottiene I'identita AXy = B.

Esempio 8.1 Consideriamo di nuovo il sistema 1.5. E il primo esempio di
sistema da noi visto:

x+2y=4
S 4
r+5y==6

La matrice A dei coefficienti e la colonna B dei termini noti sono:

(1) - o)
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La matrice completa del sistema ¢ :

L (1 2 4
A‘<1 5 6>'

La matrice A ¢ invertibile. Si tratta quindi di un sistema Crameriano. Esso ¢
pertanto dotato di una sola soluzione. Svolgendo i calcoli vediamo che essa é:

5

Notiamo che abbiamo indicato la soluzione come coppia di numeri reali. Scri-

viamo pertanto:
8 2
Sol(S) = == .
-{(33))

In questo caso stiamo considerando Sol(.S) come sottoinsieme di R2.
Se invece vogliamo scrivere la soluzione come matrice, scriviamo:

0
s -{(()}

In questo caso stiamo considerando Sol(.S) come sottoinsieme di M(2,1,R). A

Abbiamo pertanto:

Naturalmente vi sono sistemi che non hanno soluzioni.
Esempio 8.2 E facile vedere che il sistema:

xr1 + I2:1
S 1+ 310 =2
1+ To=9H

non ha soluzioni: infatti la prima e terza condizione sono evidentemente
incompatibili. Possiamo allora scrivere che:

Sol(S) = @.

La matrice A dei coefficienti e la colonna B dei termini noti sono:
11 1
A=1|1 3 e B=12
1 1 5
La matrice completa del sistema ¢ :

A=

==
— W
ot DN
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8.2 Teorema di Rouché-Capelli

Diamo ora, senza dimostrazione, un risultato che permette di stabilire se un
dato sistema lineare & risolubile o meno.

Teorema 8.3 (Rouché-Capelli) Sia S un sistema lineare. Sia A la matrice
dei coefficienti del sistema S e sia A’ la matrice completa del sistema. Il sistema
S ¢ risolubile se e solo setk A =1k A’.

Vediamo qualche esempio:

Esempio 8.4 Consideriamo di nuovo I'esempio 8.1

+2y=4
S': * 4
z+5y==6

La matrice A del sistema e la matrice completa del sistema sono:

(1 2 , (1 2 4
A= (1 2) e a=(1 2 0)

Poiché la matrice A & invertibile, abbiamo rk A = 2. Pertanto rk A’ > 2. Ma la
matrice A’ ha due sole righe e quindi ovviamente rk A’ = 2. Abbiamo quindi
rk A =rk A’. 1l teorema di Rouché-Capelli ci conferma quel che gia sappiamo
dal teorema di Cramer: il sistema ha soluzioni. A

Osservazione 8.5 Quel che abbiamo visto nell’esempio precedente si genera-
lizza a qualsiasi sistema Crameriano.

Un sistema Crameriano di n equazioni in n incognite ha la matrice dei
coefficienti e la matrice completa ambedue di rango n. Il teorema di Rouché-
Capelli ci dice che abbiamo soluzioni. Informazione che gia avevamo dal teorema
di Cramer. A

Esempio 8.6 Riprendiamo ancora il sistema dell’esempio 8.2:

T+ X2 = 1
S: < x1 + 39 =2
1+ x9=25
Abbiamo gia determinato con elementari osservazioni che il sistema non &

risolubile. Mostriamolo nuovamente utilizzando il teorema di Rouché-Capelli.
La matrice del sistema e la matrice completa del sistema sono:

A= e A =

— =
— o =
— =
— o =
[SLEN GRS

Svolgendo i calcoli troviamo che il rango di A & 2 (il minore B formato dalle
prime due righe e dalle prime due colonne ha determinante non nullo):

1 1
1 3
11
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Per calcolare il rango di A’ possiamo osservare che B ¢ un minore anche di A’ e,
pertanto, A’ ha rango almeno 2. Per calcolare il rango di A’ & allora sufficiente
calcolare il determinante dell’'unico minore di ordine 3, cio¢ A’ stessa. Poiché
A’ ha determinante diverso da 0, vediamo che A’ ha rango 3, diverso dal rango
di A, e, dunque, il sistema non & risolubile.

Notiamo che in questo caso il teorema dell’orlare non ci avrebbe risparmiato
alcun calcolo, perché I'unico orlato di B € anche I'unico minore di ordine 3 di
A A

Esempio 8.7 Consideriamo il sistema

20 + 3y — 2z — 3w =1
S:qdr+6y+ 24+ w=2
6x+9y — z2—2w=3

La matrice del sistema e:

2 3 -2 =3
A=14 6 1 1
6 9 -1 -2

Facendo i calcoli si trova che A ha rango 2 e che un minore di ordine 2 con
determinante non nullo &, ad esempio, il minore B formato dalla prima e seconda
riga e dalla prima e terza colonna:

Dobbiamo ora calcolare il rango della matrice completa del sistema:

2 3 -2 -3 1
A=14 6 1 1 2
6 9 -1 -2 3
Prima di metterci a fare i calcoli cerchiamo di risparmiare un po’ di fatica e di

sfruttare i calcoli che abbiamo gia fatto per il calcolo del rango di A. Il minore
B &, ovviamente anche un minore di A’:

2 3 -2 -3 1
4 6 1 1 2
6 9 -1 -2 3

Possiamo cosi affermare che rk A’ ¢ almeno 2. Consideriamo gli orlati di B in
A’. Orliamo B con la terza riga e la seconda colonna:

2 3 -2 -3 1
4 6 1 1 2
6 9 -1 -2 3

Calcoliamo ora il determinante del minore cosi ottenuto. Ma, un momento: il
minore che abbiamo evidenziato ¢ un minore anche di A. Dunque abbiamo gia
calcolato il suo determinante e sappiamo che € 0: & inutile calcolarlo nuovamente.
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E sufficiente allora calcolare solo i determinanti degli orlati di B in A’ che non
sono minori di A: gli orlati che dobbiamo considerare sono solo quelli che si
ottengono orlando B con una riga e con la quinta colonna di A’ (in questo caso
'unica riga che possiamo scegliere ¢ la terza):

2 3 -2 -3 1
4 6 1 1 2
6 9 -1 -2 3

Svolgendo i calcoli si trova che questo minore ha determinante nullo: dunque
A’ ha rango 2 e il sistema ¢ risolubile. A

Esercizio di base 8.8 Sia S un sistema lineare. Sia A la matrice dei coeffi-

cienti del sistema S e sia A’ la matrice completa del sistema. Mostrare che
rk A <rk A’

Esempio 8.9 Consideriamo il sistema:

1+ x99 — w3+ T14=1
201 + x9 — 3x3 + 224 =0
3r1 + 2x9 — 4w + 34 =1
5x1 4+ 3x9 — Tx3 + dry = 3

La matrice del sistema e:

11 -1 1
21 -3 2
A=13 9 4 3

5 3 -7 5

Facendo i calcoli si trova che A ha rango 2 e che un minore di ordine 2 con
determinante non nullo &, ad esempio, il minore B evidenziato:

1 1 -1 1
2 1 -3 2
3 2 —4 3
5 3 =7 5

Dobbiamo ora calcolare il rango della matrice completa del sistema:

11 -1 11
, 21 =3 20
A=13 9 4 31
5 3 -7 5 3

Come nell’esempio 8.7, non ripartiamo da zero per calcolare il rango di A.
Abbiamo gid un minore di A’ di ordine 2 con determinante non nullo: il minore
B. Abbiamo gia calcolato i determinanti di tutti gli orlati di B contenuti in A.
Possiamo allora calcolare i determinanti degli orlati di B in A’ che non sono

126 G. Accascina e V. Monti



8.3. Procedimento di Rouché-Capelli

contenuti in A: dobbiamo cioe orlare B sempre con la colonna dei termini noti.
Orlando B con la terza riga e la quinta colonna otteniamo:

1 1 -1 1 1
21 -3 2 0
3 2 -4 3 1
5 3 -7 5 3

Svolgendo i calcoli vediamo che il minore cosi ottenuto ha determinante nullo.
Orliamo allora B con la quarta riga e la quinta colonna:

1 1 -1 1 1
2 1 -3 2 0
3 2 -4 3 1
5 3 -7 5 3

Facendo i calcoli vediamo che il minore cosi ottenuto ha determinante diverso
da 0. Dovremmo allora proseguire con il calcolo del rango di A’ ma non
& necessario: abbiamo mostrato infatti che il rango di A’ ¢ almeno 3, cio¢
rk A # rk A’. Pertanto il sistema non & risolubile. A

Osservazione 8.10 Nell’esempio 8.9 non abbiamo calcolato il rango della
matrice completa del sistema ma ci siamo limitati a constatare che questo rango
era maggiore del rango della matrice del sistema e, pertanto, il sistema non era
risolubile. Si potrebbe dimostrare facilmente (ma noi non lo faremo) che se A e
A’ sono rispettivamente la matrice e la matrice completa di un sistema allora il
rango di A’ o ¢ uguale a rk A o ¢ uguale a 1 + rk A. A

8.3 Procedimento di Rouché-Capelli

Nel paragrafo precedente abbiamo visto che il teorema di Rouché-Capelli ci
permette di stabilire se un sistema lineare ¢ risolubile oppure no, ma non siamo
ancora in grado di determinare esplicitamente tutte le soluzioni di un sistema
risolubile. Diamo allora, senza dimostrazione, il:

Teorema 8.11 Sia S un sistema lineare risolubile, e siano A e A’ rispettiva-
mente la matrice dei coefficienti di S e la matrice completa di S. Sia n il rango
di A (e anche di A’, dato che S ¢é risolubile) e sia B un minore invertibile di
A di ordine n. Allora il sistema S & equivalente al sistema ridotto SR che
si ottiene considerando solo le n equazioni di S corrispondenti alle righe di B.
Dunque:

Sol(S) = Sol(SR).

Il teorema 8.11 ci dice che, scelte in modo opportuno n equazioni di S, le altre
sono conseguenza di queste n.
Qualche esempio puo aiutare a chiarire meglio:

Esempio 8.12 Riprendiamo il sistema S dell’esempio 8.7:
2r4+3y — 2z —3w=1

S:dr+6y+ z4+ w=2
6r+9y— z—-2w=3
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Abbiamo visto che S & risolubile, che la sua matrice dei coefficienti A ha rango
2 e che un minore di ordine 2 con determinante non nullo e, ad esempio, il
minore B formato dalla prima e seconda riga e dalla prima e terza colonna:

2 3
4 6 1 1
6 9 -1 -2

Per formare B abbiamo utilizzato la prima e seconda riga di A: dunque S &
equivalente al sistema ridotto:

)22 4+3y—-22-3w=1
drx+6y+ 24+ w=2

formato dalla prima e seconda equazione di S.

Bene, essere passati da un sistema risolubile a un sistema ridotto ad esso
equivalente ha semplificato un po’ le cose ma ancora non si vede come sia
possibile trovare le soluzioni del sistema. Notiamo che la matrice dei coefficienti
del sistema ridotto SR e:

- 2 3 -2 -3

A= ( 4 6 1 1 ) '
Abbiamo evidenziato il minore B di ordine 2 con determinante diverso da 0
gia trovato in precedenza. Proviamo ora a riscrivere il sistema SR nel modo
seguente:

20 — 2z =1— 3y + 3w
dx+ 2=2—-6y— w

Non abbiamo fatto altro che portare a secondo membro le incognite y e w i cui
coefficienti non concorrono a formare il minore B. Se osserviamo il sistema
scritto in questo modo e dimentichiamo per un istante cid che c’e a secondo
membro, potrebbe sembrare un sistema lineare di due equazioni nelle due
incognite = e z la cui matrice dei coefficienti ¢ il minore B, dunque invertibile.
Sembra quindi un sistema Crameriano ma non lo &, perché a secondo membro
non abbiamo dei termini noti ma delle incognite. Assegnando ora a y e w dei
valori arbitrari, ad esempio ponendo y = 1 e w = —2, otteniamo il sistema:

20 — 2z = —8
doe + z= -2

Questo & un sistema Crameriano in z e z, la cui unica soluzione & (svolgendo i

calcoli) z = —¢, 2 = . Abbiamo dunque trovato una soluzione del sistema

ridotto SR e quindi anche del sistema S, precisamente:

6
T="5
y:

14
=5
w= -2
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Volendo potremmo verificare che effettivamente questi valori risolvono il sistema,
sostituendoli nelle equazioni di S:

6 14
2( -2 1-2— —3(-2)=1
(5)+3 4 3-2)

14
S': 4(§)+6~1+ =t (—2)=2

6 14

Abbiamo ottenuto delle identita e quindi la soluzione trovata ¢ corretta. Po-
trebbero pero esserci altre soluzioni. Se infatti assegniamo a y e w altri valori
arbitrari, troviamo un sistema Crameriano in x e z dalla cui soluzione otteniamo
una soluzione per il sistema SR. E chiaro che non possiamo sostituire a uno a
uno tutti i valori possibili (sono infiniti), perd possiamo trattare y e w come
fossero dei parametri e risolvere il sistema in z e w cosi ottenuto. Se poniamo
allora y = h e w = k otteniamo il sistema:

20 —22=1-3h + 3k
dr+ 2=2—-6h— k
Risolvendo questo sistema con la regola di Cramer troviamo:

1-3h+3k —2
2-6h—k 1| (1-3h+3k)—(2—6h—k)(-2) 5—15h+k

Tr =

det B n 10 10 ’
2 1-3h+3k
Z_’4 2—6h—k‘_2(2—6h—k)—4(1—3h+3k)__7k
det B 10 5

Le soluzioni del sistema SR e, quindi di S, sono date da:

~ 5—15h+k
T 10
y=nh
z2=—=k
w=k

al variare di h e k in R. Abbiamo finalmente risolto il nostro sistema.

Ogni qual volta si determinano le soluzioni di un sistema & buona norma
controllare se si e fatto qualche errore di calcolo. Possiamo verificare che
le soluzioni cosi trovate sono corrette sostituendo le espressioni trovate nelle
equazioni del sistema S. Sostituendo ad esempio nella prima equazione di S
troviamo:

25—15h+k
10

1 14
+3h2(;k> 73k:173h+3k+3h+€k73k:1.

Abbiamo quindi un’identita. Con analoghi calcoli possiamo verificare che le
soluzioni trovate soddisfano anche le altre equazioni. A
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Osservazione 8.13 Nell’esempio precedente abbiamo verificato che le soluzio-
ni trovate soddisfacessero effettivamente le equazioni del sistema. Questo e
solitamente un buon metodo per verificare di non aver fatto errori concettuali o
di calcolo: se infatti una delle equazioni non fosse stata verificata, potevamo
affermare che da qualche parte avevamo fatto un errore e cercare un errore.

Se pero la verifica va a buon fine cio non significa che sicuramente abbiamo
risolto correttamente il sistema. Se, ad esempio, avessimo trovato come soluzioni
del sistema S:

3
x:—§h
y=~h
z="1

w= -5

al variare di h in R, avremmo potuto verificare facilmente che sostituendo queste
espressioni nelle equazioni del sistema S si ottengono delle identita. Questo
pero non e sufficiente ad assicurarci di non avere fatto errori: infatti sappiamo
che ci sono anche altre soluzioni oltre a quelle che stiamo considerando, ad
esempio le soluzioni per cui si ha z # 7.

In effetti sostituendo le soluzioni che abbiamo trovato nelle equazioni del
sistema, verifichiamo solo che quelle che abbiamo trovato siano effettivamente
soluzioni, ma non stiamo verificando che siano tutte le soluzioni. Tuttavia
questo tipo di verifica, anche se non puo garantire di avere risolto correttamente
il sistema, ¢ comunque utile perché permette spesso di individuare la presenza
di errori. Questa verifica perde ovviamente senso se arriviamo a stabilire che
un certo sistema non é risolubile: in tal caso infatti, non determiniamo nessuna
soluzione che puo essere sostituita nelle equazioni. A

Ci rendiamo conto facilmente che il procedimento risolutivo utilizzato nell’e-
sempio 8.12 puo essere generalizzato a un qualsiasi sistema. Vediamo qualche
altro esempio per chiarirci le idee:

Esempio 8.14 Consideriamo il sistema:

T1+ ro— 23+ x4=1
2x1 + x9 — 3x3 + 224 =0
3r1 + 229 —4dx3 + 324 =1
Sx1 4+ 3x9 — Txz + dry =1

Notiamo che questo sistema differisce dal sistema dato nell’esempio 8.9 solo per
il termine noto dell’ultima equazione. In particolare sappiamo che la matrice A
dei coefficienti ha rango 2 e che un minore di A di ordine 2 con determinante
non nullo &, ad esempio, il minore B evidenziato:

1 1 -1 1
2 1 -3 2
3 2 -4 3
5 3 =7 5

Svolgendo i calcoli si vede che anche la matrice completa del sistema ha rango
2 e, pertanto, il sistema ¢ risolubile (come al solito, per calcolare il rango della
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matrice completa del sistema & sufficiente considerare gli orlati di B con ogni
possibile riga e con la colonna dei termini noti). Poiché per formare il minore
B abbiamo utilizzato le prime due righe di A, possiamo dire che il sistema S &
equivalente al sistema SR formato dalle prime due equazioni di S:

1 +x0— 34+ 14=1
SR: 1 2 3 4
2x1 + 29 — 33 + 224 =0

Per formare il minore B abbiamo utilizzato le prime due colonne di A, cioé quelle

corrispondenti ai coefficienti di x; e x5. Portiamo allora a secondo membro le
altre incognite, cioé z3 e z4:

T1+ax20=14+ 23— 24
21 + 19 = 3x3 — 224

Ora poniamo x3 = h e x4 = k e otteniamo il sistema:

r1+x2o=1+ h— k
201 + 19 = 3h — 2k

Risolvendo questo sistema in z; e xo con la regola di Cramer troviamo:

$1:71+ thk
Xro = 2 —h

Le soluzioni del sistema SR e, quindi di S, sono date da:

$1:—1+2h—]€

Ty = 2— h
I3 = h
Ty = k
al variare di h e k in R. A

Esempio 8.15 Vogliamo determinare le eventuali soluzioni del sistema:

20 + 2y + 4z =2
S r+ y+2z2=1
z+ y+ z2=3

Calcoliamo la matrice A dei coefficienti di S e la matrice completa A’ del
sistema. Abbiamo:

2 2 4 2 2 4 2
A=1[1 1 2 e AA=[11 2 1
1 11 11 1 3
Svolgendo i calcoli si nota che si ha:
tkA=rkA =2.
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1l sistema ammette quindi soluzioni. Un minore invertibile di A di ordine 2 & il

minore:
2 4
B = (1 1>

formato dalla prima e terza riga di A e dalla prima e terza colonna di A.
Consideriamo il sistema ridotto formato dalle equazioni che servono a formare
il minore B:

20 + 2y + 4z =2

SR: Y
z+ y+ z2=3

Portiamo a secondo membro l'incognita i cui coefficienti non concorrono a
formare il minore B (cio¢ y) e poniamo tale incognita uguale a un parametro
reale h:

20 + 4z =2 — 2h
zt+ z=3— h

Ora risolviamo il sistema Crameriano in z e 2z cosi ottenuto:

r=5—h
z=-2

Le soluzioni del sistema SR e, quindi di .S, sono date da:

r=5—h
y=nh
z=-2
al variare di h in R. A

Notiamo che il metodo di Rouché-Capelli si basa sulla scelta di un minore
invertibile di ordine uguale al rango della matrice del sistema. In generale di
minori di tal tipo ve ne & piu di uno.

Esercizio di base 8.16 Risolvere il sistema dell’esempio 8.15 utilizzando il
minore invertibile C' di A formato dalle ultime due righe e ultime due colonne.

Se avete risolto 'esercizio di base 8.16 avrete trovato le soluzioni:

r=nh
y=5—~h
z=—2

al variare di h in R. Queste soluzioni sembrano diverse da quelle determinate
nell’esempio 8.15. In effetti non e cosi.

Esercizio di base 8.17 Spiegare perché non vi & contraddizione.

In generale, dunque, le soluzioni di un medesimo sistema possono essere espresse
per mezzo di parametrizzazioni alquanto diverse. Quello che senz’altro non
cambia & il numero di parametri. Notiamo infatti che teniamo a primo membro
un numero di incognite uguale al rango della matrice del sistema mentre le altre
incognite vengono trattate come parametri e portate a secondo membro: dunque
il numero di parametri ¢ dato dalla differenza tra il numero delle incognite e il
rango della matrice del sistema. Piu precisamente:
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Osservazione 8.18 Sia S un sistema risolubile di p equazioni in ¢ incognite.
Sia n il rango della matrice del sistema. Allora le soluzioni di S dipendono da
q — n parametri. A

Esercizio di base 8.19 Sia S un sistema risolubile di p equazioni in ¢ inco-
gnite. Sia n il rango della matrice del sistema. Cosa significa che n = p? Cosa
significa che n = ¢?

Esempio 8.20 Vogliamo determinare le eventuali soluzioni del sistema:

20 — 2y =4
S: r+ y=1
r—3y=3

Consideriamo la matrice A dei coefficienti di S e la matrice completa A’ del
sistema. Abbiamo:

2 =2 2 -2 4
A=1[1 1 e A=[1 1 1
1 -3 1 -3 3

Svolgendo i calcoli si nota che si ha:
rkA=1kA =2.

Il sistema ammette quindi soluzioni. Poiché il rango della matrice del sistema e
uguale al numero delle incognite possiamo affermare che il sistema ha un’unica
soluzione. Un minore invertibile di A di ordine 2 & il minore:

p=(7 7))

formato dalle prime due righe (e da entrambe le colonne) di A. Consideriamo il
sistema ridotto formato dalle equazioni che servono a formare il minore B:

20 — 2y =4
SR:
r+ y=1

Questo ¢ un sistema Crameriano: non dobbiamo portare a secondo membro
alcuna incognita. Possiamo risolvere il sistema con la regola di Cramer e trovare
I’unica soluzione di S:

Esercizio di base 8.21 Determinare le eventuali soluzioni del sistema:

To+ 3+ z4=1
Ty + 200+ a3+ 14=1
—x1 4 229 + 223 + 224 =1
5xo + dxs + dxy =3 A
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Esempio 8.22 Vogliamo determinare le eventuali soluzioni del sistema:

1+ To+ x3+ 214 =5
201 +2x9 4+ w3+ 324 +25=7
4x1 + 4wy 4+ 323 + Ty + 25 = 17
r1 + o + x4+ x5=2

Consideriamo la matrice dei coefficienti del sistema

0

— s N =
— RN
S W
— =3 W N
— =

Vediamo che il minore By formato dalle prime due righe e dalla seconda e terza
colonna ha determinante diverso da 0.

1 11 2 0
2 21 31
4 4 3 7 1
11 0 1 1

Dobbiamo ora considerare gli orlati di B fino a che eventualmente ne troviamo
uno con determinante non nullo. Facendo i calcoli (sono 6 orlati) vediamo che
hanno tutti determinante 0, dunque A ha rango 2. Consideriamo ora la matrice
completa del sistema:

17
2

— RN
— DN
S W = =
— = W N
—_ == O
\]

Per calcolare il rango di A’ consideriamo gli orlati di B con la colonna dei
termini noti e con ogni possibile riga e ne calcoliamo i determinanti fino a che
eventualmente ne troviamo uno con determinante non nullo, nel qual caso il
sistema non sarebbe risolubile. Nel nostro caso invece tutti questi orlati (sono
2) hanno determinante nullo: pertanto A’ ha rango 2 e il sistema & risolubile.
Poiché per formare il minore B abbiamo utilizzato le prime due righe di A,
possiamo dire che il sistema S € equivalente al sistema SR formato dalle prime
due equazioni di S:
SR:{xl—l— To + x3 + 214 =5
2x1+212+x3+3w4+x5:7
Per formare il minore B abbiamo utilizzato la prima e terza colonna di A,

cioe quelle corrispondenti ai coefficienti di x; e x3. Portiamo allora a secondo
membro le altre incognite, cioe zs, 4 € x5:

l‘1+l’3:57 SC272$4
201 +x3 =7 — 209 — 324 — T3
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Ora poniamo zo = hy, 4 = hs e x5 = h3 e otteniamo il sistema:

.’L‘1+$3:5— h1—2h2
25[;1+(E3:7—2h1—3h2—h3

Risolvendo questo sistema Crameriano in x; e x5 troviamo:

1‘1:2—h1—h2—h3
1133:3 *h2+h3

Le soluzioni del sistema SR e, quindi di S, sono date da:

{L‘1:2—h1—h2—h3

T = hl
z3 =3 — ha + hs
Ty = h2
Iy = h3
al variare di hy, ho e hs in R. A

8.4 Soluzioni degli esercizi di base

EB.8.8 Sia r il rango di A: allora A possiede almeno un minore di ordine r con
determinante non nullo. Sia B un tal minore. Ovviamente B & un minore anche di A’
che ha, pertanto, rango almeno r.

EB.8.16 Il sistema S & equivalente al sistema ridotto formato dalla seconda e terza

equazione di S
r+y+2z2=1
SR: v
r+y+ z2=3

Portiamo a secondo membro I’incognita i cui coefficienti non concorrono a formare il
minore C' (cio¢ z) e poniamo tale incognita uguale a un parametro reale h:

y+2z=1—-nh
y+ z2=3—-nh

Ora risolviamo il sistema Crameriano in y e z cosi ottenuto:

y=5—~h
z=-2

Le soluzioni del sistema SR e, quindi di S, sono date da:

al variare di h in R.
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EB.8.17 Scegliendo un minore abbiamo determinato le soluzioni:

Scegliendo un altro minore abbiamo determinato le soluzioni:

r=nh
y=5—nh
z= -2

Se nella seconda forma cambiamo il nome al parametro otteniamo:

rz=k
y=5—k
z=-2

Ponendo in quest’ultime k = 5 — h, otteniamo le soluzioni determinate con il primo
metodo. Non vi ¢ quindi alcuna contraddizione.

EB.8.19 Se n = p, quando consideriamo il sistema ridotto dobbiamo prendere n
equazioni, quindi tutte le equazioni di S. Pertanto tutte le equazioni di S sono
necessarie e nessuna e conseguenza delle altre.

Se n = g quando consideriamo il sistema ridotto abbiamo un sistema di n equazioni
in g incognite (quindi in questo caso con un numero di equazioni e di incognite uguali)
e la matrice del sistema ridotto contiene un minore di ordine n invertibile (dunque
la matrice del sistema ridotto & essa stessa invertibile). Il sistema ridotto & pertanto
Crameriano. Cio significa che il sistema S ha un’unica soluzione.

EB.8.21 Abbiamo il sistema:

To+ 3+ za=1
T1+ 2224+ 34+ z4a=1
—x1 + 222 + 223 + 204 =1
bxo + 4x3 + 4wy = 3

S

Vediamo innanzitutto se il sistema ha soluzioni. Per il teorema di Rouché-Capelli
dobbiamo calcolare i ranghi della matrice A dei coefficienti e della matrice completa
A’. Abbiamo:

0 1 1 1 0 1 1 1 1
o211 o211
A=1_1 9 9 o ©4=]1_1 9 9 91
0 5 4 4 0 5 4 4 3

Calcoliamo innanzitutto il rango della matrice A. Notiamo che il minore B2 di A
ottenuto scegliendo le prime due righe e le prime due colonne & invertibile:

0 1 1 1
1 2 1 1
-1 2 2 2
0 5 4 4
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Dunque rk A > 2. Dobbiamo considerare gli orlati i B. Iniziamo a orlare Bs con la
terza riga e la terza colonna di A:

0 1 1 1
1 2 1 1
-1 2 2 2
0 5 4 4

Il minore Bj cosi ottenuto ha determinante diverso da 0. Otteniamo un minore C'
invertibile. non & necessario calcolare il determinante degli altri orlati di B2. Sappiamo
quindi che rk A > 3. Dobbiamo ora orlare Bs. L’unico orlato di Bs e la matrice A
stessa. Svolgendo i calcoli si verifica che il determinante di A & uguale a 0. Quindi
rk A = 3. Calcoliamo ora il rango della matrice A’. Come al solito, non partiamo da
zero ma consideriamo il minore B3 con determinante non nullo e ne prendiamo gli
orlati in A’ che non stanno in A, cio¢ orliamo B3 con la colonna dei termini noti. Si
ottiene cosl un unico possibile minore:

0O 1 1 1 1
1 2 1 1 1
-1 2 2 2 1
0 5 4 4 3

Facendo i calcoli si vede che il minore cosi ottenuto ha determinante nullo. Dunque
rk A’ = 3, e il sistema ha soluzioni.

Sappiamo che possiamo eliminare le equazioni che non servono a formare il minore
Bs. Otteniamo il sistema ridotto:

To+ 3+ wa=1
SR: 1 +2r2 + 23+ x4 =1
—x1 + 229 + 223 + 224 = 1

equivalente al sistema S.

Portiamo adesso a secondo membro le incognite i cui coefficienti non concorrono a
formare il minore B3 (in questo caso dunque dobbiamo portare a secondo membro
solo x4):

To+ xz3=1— x4
1+ 222+ z3=1— 24

—x1 + 222 + 23 =1 — 214
Assegniamo ora a x4 il valore di un parametro h:
xo+ xz3=1— h

1+ 220+ x3=1— h
—x1 + 222 + 223 =1 — 2h

e risolviamo il sistema Crameriano parametrico in x1, £2 e x3 cosi ottenuto. Facendo
i calcoli si ottiene:

r1 =1
xo = —1
r3=2—h
ra=h
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8.5 Sunto

Definizioni

Sia dato un sistema di p equazioni lineari a coefficienti reali in ¢ incognite:

1121 + a1222 + -+ + a1qT¢ = by

(2171 + G222 + -+ + A2qTq = bo

S
Ap1T1 + paZa + -+ - + apeTq = by
dove a;; € R e x1, 2,..., 24 sono le incognite. Le matrici:
aix aiz ... Qig ail a2 ... Qiq b1
21 QA22 ... Q2q , az; Qa2 ... Qa2q bg
A=| . . . e A=
Gpl  Gp2 ... GOpg apl  Gp2 ... Gpg by

vengono dette rispettivamente matrice dei coefficienti del sistema e ma-
trice completa del sistema. Le matrici:

by Ty

b2 Zo
B = e X =

by Zq

vengono dette rispettivamente matrice colonna dei termini noti e matrice
colonna delle incognite.

Una soluzione del sistema S ¢ una ¢g-upla di numeri reali (%1, Zo, ..., Z,) che,
sostituiti nelle equazioni del sistema alle incognite (x1, Z2, ..., x,), danno delle
identita. Indichiamo con il simbolo Sol(S) I'insieme delle soluzioni del sistema
S. Quindi Sol(S) C RY.

Un sistema si dice risolubile se ¢ dotato di soluzioni.

Il sistema S puo essere scritto nella forma:

AX = B.

In tal caso di solito si preferisce indicare le soluzioni sotto forma di matrici a
una colonna. L’insieme delle eventuali soluzioni viene quindi considerato come
un sottoinsieme di M(q, 1, R).

Teorema di Rouché-Capelli

Teorema (Rouché-Capelli) Sia S un sistema lineare. Sia A la matrice dei
coefficienti del sistema S e sia A’ la matrice completa del sistema.
1l sistema S ¢é risolubile se e solo setk A =1k A’.

Procedimento di Rouché-Capelli

Teorema Sia S un sistema lineare risolubile, e siano A e A’ rispettivamente
la matrice dei coefficienti di S e la matrice completa di S. Sia n il rango di
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A (e anche di A', dato che S é risolubile) e sia B un minore invertibile di A
di ordine n. Allora il sistema S ¢é equivalente al sistema ridotto SR che si
ottiene considerando solo le n equazioni di S corrispondenti alle righe di B.
Dunque:

Sol(S) = Sol(SR).

Diamo ora un procedimento per la risoluzione di un sistema lineare S di p
equazioni in ¢ incognite. Sia A la matrice del sistema S e sia A’ la matrice
completa del sistema.

1. Calcoliamo il rango della matrice A (sia n questo rango) e scegliamo un
minore B di A di ordine n con determinante non nullo;

2. calcoliamo il rango della matrice A’: per far questo basta calcolare i deter-
minanti degli orlati di B con 'ultima colonna di A’ (cioe con la colonna dei
termini noti) e con tutte le possibili righe:

e se anche uno solo degli orlati cosi determinati ha determinante non nullo, il
rango di A’ & diverso dal rango di A (& anzi esattamente uguale a 1 +rk A): il
sistema non ¢ risolubile e ci fermiamo;

e se tutti gli orlati cosi determinati hanno determinante nullo allora rk A = rk A’
e per il teorema di Rouché-Capelli il sistema e risolubile: possiamo passare al
punto successivo;

3. consideriamo il sistema ridotto SR formato dalle n equazioni i cui coefficienti
concorrono a formare il minore B. 1l sistema ridotto SR ¢ equivalente al sistema

S;

4. portiamo a secondo membro (nel sistema SR) le ¢ — n incognite i cui
coefficienti non concorrono a formare il minore B;

5. poniamo le incognite portate a secondo membro uguali a dei parametri Ay,
ha, ..., hq—n (ovviamente se ¢ = n a secondo membro non c’¢ alcuna incognita
e quindi non occorre assegnare alcun parametro);

6. risolviamo il sistema parametrico Crameriano (di matrice B) nelle incognite
rimaste a primo membro: otteniamo queste incognite in funzione dei parametri
hi, ha, ..., hq—n e possiamo cosi scrivere le soluzioni del sistema S combinando
le espressioni cosi ottenute con le assegnazioni dei parametri fatte al punto
precedente.

Il procedimento precedente dipende dal minore B che scegliamo. Cambiando B
otterremo ovviamente le stesse soluzioni ma parametrizzate in forma diversa.

Osservazione Sia S un sistema risolubile di p equazioni in ¢ incognite. Sia n
il rango della matrice del sistema. Allora le soluzioni di S dipendono da ¢ —n
parametri. In particolare se ¢ = n allora il sistema ha un’unica soluzione. A
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8.6 Esercizi

E.8.1 Determinare le eventuali soluzioni dei sistemi:

z+ y=1
Slt
3r+3y=1

T— y=2
Sg:
—2z+2y=0

+ y=1
SQ: v 4
3x+3y=3

T— y=2
S4:
—2x 4+ 2y=—-4

E.8.2 Determinare le eventuali soluzioni dei sistemi:

512{ T +y =3

3x +z=3
r+ y=1

S3 x+2y=1
20 +4y =2

r+2y+3z=1
Ss z+ y+ z=1
3x+ 5y +72=3

+2z=1
522{ Y

r+y+ 2=2
T+ Yy =1
Sy : T +z=1

3z +2y +2=2
r+2y+3z2=1
S : z+ y+ z=1
3z +by+T72=4

E.8.3 Determinare le eventuali soluzioni dei sistemi:

T1+ o+ x3+ x4 =0
s, - 201 + 229+ 323+ x4 =1
1+ 200 + 223+ x4=1
4x1 + dxo + 623 + 34 =2
1+ To+ 34+ 14=0
201 + 229 + 33+ x4 =1
Sy
T, + 220 + 223+ x4 =1
4z + bxo + 623 + 324 =0

8.7 Soluzioni degli esercizi

E.8.1
Sol(S1) = o, Sol(S2) = {(1 —t,t) | t € R},
Sol(S5) = o, Sol(Sy) = {(2+ £,t) | ¢ € R}.
E.8.2
Sol(S1) = {(1 - §,2+ ét) Ite R}, Sol(Ss) = {(1+,1—2t,¢) | t € R},
Sol(S5) = {(1,0)}, Sol(S4) = 2,
Sol(Ss) = {(1+,—2t,1)) | ¢ € R}, Sol(Ss) = 2.
E.8.3

Sol(S1) = {(=1 —t,—t,1 +t,¢) | t € R}, Sol(Sa) = @.
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CAPITOLO

Metodo di Gauss

Nel capitolo precedente abbiamo visto il metodo di Rouché-Capelli per la
determinazione di eventuali soluzioni di sistemi di p equazioni in ¢ incognite.
Questo metodo si fonda sulla determinazione dell’unica soluzione dei sistemi di
n equazioni in n incognite in cui la matrice dei coefficienti € invertibile. Si puo
fare il calcolo di questa soluzione utilizzando il metodo di Cramer, descritto nel
capitolo 6. Il metodo di Cramer si basa a sua volta sul calcolo dei determinanti
di alcune matrici.

Il numero di operazioni necessarie per calcolare il determinante di una
matrice di ordine n aumenta molto velocemente al crescere di n. Poiché nelle
applicazioni pratiche puo essere necessario risolvere sistemi con alcune decine
di equazioni e incognite, anche utilizzando un computer il metodo di Rouché-
Capelli puo risultare non efficiente, e, pertanto, solitamente si implementano
altri metodi per la soluzione di un sistema.

Descriviamo qui il metodo di Gauss che, per sistemi con un numero alto
di equazioni, & piu efficiente del metodo di Rouché-Capelli. Questo metodo
consiste, essenzialmente, nel rimpiazzare il sistema di cui si cercano le eventuali
soluzioni con un sistema avente le stesse soluzioni per il quale sia abbastanza
agevole la loro determinazione.

9.1 Alcuni esempi

Diamo alcuni esempi di sistemi. Potremmo determinare le eventuali soluzioni
di ognuno di essi utilizzando il metodo di Rouché-Capelli. Alcune particolarita
di questi sistemi ci suggeriranno di determinarne le soluzioni utilizzando altri
metodi.

Esempio 9.1 Vogliamo determinare le eventuali soluzioni del sistema:

1 + 2z9 +3z3 +4x, =1
— 3x9 — 623 — 314 = —2

drg — Try =1

—3x4=0
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La particolare forma di questo sistema ci suggerisce di determinare x4 dalla
quarta equazione. Otteniamo:
T4 = 0.

Sostituiamo il valore cosi ottenuto nella terza equazione e ricaviamo x3. Otte-
niamo:

1
I3 = Z
Sostituiamo i valori di x3 e x4 nella seconda equazione e ricaviamo xs. Ottenia-
mo:
1
T2 = 6
Sostituiamo infine i valori di 2, x3 e x4 nella prima equazione. Otteniamo:
1
xry = —E

Il sistema ha quindi come unica soluzione:
1 11
(‘127 61 0) ' A

Esempio 9.2 Vogliamo determinare le eventuali soluzioni del sistema:

1+ 20+ 23+ x4=1
1

— 23— Tg=—2

To + X3 + X4

Anche in questo caso la particolare forma del sistema ci suggerisce come
determinare le eventuali soluzioni. Ricaviamo dalla terza equazione

T3 = 2 — ZTy4.
Sostituiamo questa espressione di z3 nella seconda equazione. Ricaviamo:
To = —1.
Sostituiamo zs e x3 nella prima equazione. Otteniamo:
Ir1 = 1

Non abbiamo alcuna condizione su z4. Possiamo quindi assegnare a x4 il valore
di un parametro h e calcolare le altre incognite in dipendenza da h. Le soluzioni
del sistema dipendono quindi da un parametro. Esse sono:

(1,-1,2 — h,h)
con h parametro reale. A
Esempio 9.3 Vogliamo determinare le eventuali soluzioni del sistema:

T+ 2o+ 3+ x4=1
2173— {E4:2

[NCREEN

—§z4:
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Anche in questo caso la particolare forma del sistema ci suggerisce come
determinare le eventuali soluzioni. Dall’ ultima equazione abbiamo:

Ty = —1.

Sostituendo il valore ottenuto di z4 nella terza equazione otteniamo:

5
xr3 = —5
Sostituendo i valori ottenuti di z3 e x4 nella prima equazione otteniamo:
21
T = —x2+ 5

Non abbiamo alcuna altra condizione su x5. Possiamo quindi assegnare a x5 il
valore di un parametro h e calcolare le altre incognite in dipendenza da h. Le
soluzioni del sistema dipendono quindi da un parametro. Esse sono:

21 5
(ch2ndo)

con h parametro reale. A
Esempio 9.4 Consideriamo il sistema:
1+ 20 —x3+ T4 =1
— Ty — X3 = -2

Cerchiamone le eventuali soluzioni.
Dalla seconda equazione ricaviamo:

To = 2 — xIs.
Sostituendo z2 nella prima equazione otteniamo:
1 = —14 223 — 24.

Non abbiamo altre condizioni su x3 e x4. Possiamo quindi assegnare a x3 il
valore di un parametro h; e a x4 il valore di un parametro hsy e calcolare le
altre incognite in dipendenza da h; e hs. Le soluzioni sono quindi:

(=14 2hy — ho,2 — hy,hy, hs)
con hy e hy parametri reali. A

Negli esempi dati la particolare forma dei sistemi ci ha suggerito un metodo per
determinarne le soluzioni. Ma quale € questa particolare forma che li accomuna?

Per rispondere a questa domanda scriviamo le matrici dei coefficienti dei
quattro sistemi. Eccole:

1 2 3 4 L2 1 1
0 -3 —6 -3

: 01 1 1],
0 0 4 -7 00 -1 1
0 0 0 -3
111 1 L1 11
00 2 —-1], 0 -1 -1 o)
000 1%
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Sono tutte matrici a scalini:

b

Tutti gli elementi che si trovano sotto la scala sono nulli.

Nella prima matrice abbiamo quattro scalini di altezza uguale a una riga e
larghezza uguale a una colonna.

Nella seconda matrice abbiamo tre scalini di altezza uguale a 1, il primo di
larghezza uguale a 2 e gli altri due di larghezza uguale a 1.

Nella terza matrice abbiamo tre scalini di altezza uguale a 1, i primi due di
larghezza uguale a 1 e il terzo di larghezza uguale a 2.

Nella quarta matrice abbiamo due scalini di altezza uguale a 1, il primo di
larghezza uguale a 1 e il secondo di larghezza uguale a 3.

Quando noi parleremo di matrici a scalini, intenderemo che gli scalini devono
avere tutti altezza uguale a 1.

Ecco una generica matrice triangolare superiore invertibile di ordine 4:

dove con e si e indicato un qualsiasi numero reale non nullo mentre con * si &
indicato un qualsiasi numero reale. E una matrice a scalini.

E facile vedere che ogni matrice quadrata a scalini € una matrice triangolare.
Pero non tutte le matrici triangolari superiori sono matrici a scalini. Ecco un
esempio di matrice triangolare superiore di ordine 4 in cui un elemento della
diagonale principale & nullo:

Non ¢ una matrice a scalini nel senso da noi detto: uno scalino ha altezza 2.
Ecco altri esempi di matrici a scalini:

1 2 3 1 2 3

0j4 5 )’ 0 0|5 )’
-1 2 3 4 12 3 0
01 0 5 |, 0 0 0|5 |,
0 0 0]1 0 0 0 0
3 2 3 012 3
014 5 0 015

0 01 |’ 0 0 O

0 0 O 0 0 O
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Esercizio di base 9.5 Stabilire quali delle seguenti matrici sono matrici a

scalini e quali no:

10 3 1
00 2 1

Al'_0001’ Az =
00 0 1
00 3 10

A;5=10 0 2 0 0], Ay =
00000

9.2 Metodo di Gauss

o O =

o = O

o

[\V]

[\

[\

10
1 0},
0 0

1

0 A
0

Vogliamo descrivere un metodo per la determinazione delle eventuali soluzioni
di un sistema di equazioni lineari diverso da quello di Rouché-Capelli.
In effetti nel capitolo 1 abbiamo gia utilizzato un metodo diverso da quello

di Rouché-Capelli.

Esempio 9.6 Nell’esempio 1.5 abbiamo considerato il sistemas:

+2y=4
S “ Y
x+5y==6

Per determinarne le soluzioni, abbiamo sottratto alla seconda equazione la

prima. Abbiamo ottenuto il sistema equivalente:

g x4+ 2y=4
) 3y =2

Il sistema S ha una e una sola soluzione:

:)

Scriviamo la matrice dei coefficienti del sistema S:

(1 5)

La matrice dei coefficienti del sistema S’ & :

o 35)
(515),

Essa ¢ una matrici a scalini:
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Esempio 9.7 Nell’esempio 1.7 abbiamo sostituito il sistema:
r+2y=1
S': Y
2v +4y =1
con il sistema equivalente:

g r+2y=1
' 0=-1

sommando alla seconda equazione la prima equazione moltiplicata per —2.
Ovviamente questo sistema non ha soluzioni. Anche in questo caso la matrice

del sistema S’ & a scalini:
1 2
0 0/
Esempio 9.8 Nell’esempio 1.8 abbiamo sostituito il sistema

g r+2y=1
"2z +4y=2

g {x+2y:1

con il sistema.:

0=0

sottraendo alla seconda equazione la prima equazione moltiplicata per 2.
L’insieme delle soluzioni &

{(1=2t,8) [t e R} A

In ognuno dei sistemi appena visti abbiamo sostituito il sistema iniziale con uno
la cui matrice dei coefficienti fosse a scalini. Quest’ultimo sistema ¢ ottenuto
dal sistema iniziale sommando alla seconda equazione la prima equazione
moltiplicata per un numero reale opportuno.

Il metodo di Gauss non & altro che una generalizzazione di questo procedimen-
to. Tale procedimento si compone di vari passi: ad ogni passo modificheremo
il sistema per mezzo di una delle operazioni descritte nel capitolo 1 e che
richiamiamo qui per comodita.

Proposizione 9.9 Se in un sistema S sommiamo a una equazione un’altra
equazione del sistema moltiplicata per una costante, otteniamo un sistema S’
equivalente al sistema S.

Proposizione 9.10 Se in un sistema S moltiplichiamo un’equazione per una
costante non nulla, otteniamo un sistema S’ equivalente al sistema S.

Proposizione 9.11 Se in un sistema scambiamo tra loro due equazioni, otte-
niamo un sistema ad esso equivalente.
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Ovviamente non applicheremo questi passi in maniera casuale: il nostro obiettivo
¢ arrivare ad avere un sistema equivalente al sistema di partenza la cui forma
sia pilt semplice (in particolare vorremo un sistema la cui matrice sia a scalini).
Ilustreremo questo metodo per mezzo di alcuni altri esempi. Dopo aver visto
questi esempi sara chiaro che tale metodo e utilizzabile per qualsiasi sistema.

Esempio 9.12 Sia dato il sistema:

r+y+z=1
T +z=1
T +y =2

Nell’esempio 6.26 abbiamo gia determinato I'unica sua soluzione utilizzando il
metodo di Cramer.

Vogliamo determinare la soluzione modificando il sistema in modo tale da
ottenere una matrice dei coefficienti che sia a scalini.

Consideriamo la matrice dei coefficienti del sistema:

1 11
1 01
1 10

Facciamo in modo che 'elemento di posto (2,1) sia nullo. Sottraendo alla
seconda equazione la prima equazione otteniamo il sistema equivalente:

cr+y+z=1
—y =0
T +y =2

La matrice dei coefficienti & diventata:

1 1 1
0 -1 0
1 1 0

Per annullare 'elemento di posto (3, 1), sottraiamo alla terza equazione la prima.
Otteniamo il sistema:

r+y+z=1
—y =0
—z=1

Siamo stati fortunati, oltre all’elemento di posto (3,1), si & annullato anche
Pelemento di posto (3,2). La matrice dei coefficienti é:

E una matrice a scalini. Dalla seconda e dalla terza equazione otteniamo z = —1
e y = 0. Sostituendo questi valori nella prima equazione otteniamo =z = 2. Il
sistema ha quindi una sola soluzione:

(2,0,—-1). A
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Esempio 9.13 Vogliamo utilizzare lo stesso metodo per determinare le even-
tuali soluzioni del sistema:

1 + 220 + 323 + 41, =1

21 + x9 + 524 =0
3z 4+ 23— x24=0
21’1 + x9 + 2584 =0

La sua matrice dei coefficienti é:

1 2 3 4
21 0 5
3 01 -1
21 0 2

Vogliamo annullare gli elementi di posto (2, 1), (3,1) e (4,1), vale a dire eliminare
Iincognita x; dalla seconda, terza e quarta equazione. A tal scopo sottraiamo
alla seconda equazione la prima moltiplicata per 2. Otteniamo:

1 + 229 + 323 + 4z, =1

— 31}2 — 6{)33 — 3174 =-2
3 + x3— x24=0
2r1 + x9 +2x4 =0

Sottraendo ora alla terza equazione la prima moltiplicata per 3, otteniamo:

1+ 2x9 + 323+ 4dzs =1

- 3$2 - 61‘3 — 31‘4 = -2
— 61‘2 — 8.’L‘3 — 13!E4 =-3
21 + X9 + 2x4=0

Infine, sottraendo alla quarta equazione la prima moltiplicata per 2, otteniamo:

T, + 220 + 323 + 4z, =1
- 3332 - 6583 — 3334 = -2
— 6332 — 8.2?3 — 131’4 =-3

—3(E2 —6£E3 — 6x4:—2

La matrice dei coefficienti e:

1 2 3 4

0 -3 -6 -3
0 -6 -8 —13
0 -3 -6 -6

Utilizzando lo stesso procedimento vogliamo ora annullare gli elementi di posto
(3,2) e (4,2), vale a dire eliminare 'incognita zo dalla terza e quarta equazione.
Se sommassimo alla terza equazione la prima equazione moltiplicata per 3,
annulleremmo si l’elemento di posto (3,2), ma renderemmo non nullo I’elemento
di posto (1,3). Rovineremmo il bel lavoro fatto finora. Utilizzando la prima
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equazione introdurremmo nuovamente l’'incognita x; in altre equazioni oltre
alla prima. Non coinvolgiamo pit la prima equazione nei vari passaggi da un
sistema a un sistema ad esso equivalente. Ci conviene allora sottrarre alla terza
equazione la seconda moltiplicata per 2. Otteniamo:
1 + 229 + 323 + 4z, =1
- 3.%’2 - 61‘3 — 3.1'4 =-2
4oy — Try =1
— 3582 — 6:173 — 6:64 =2
Sottraendo poi alla quarta equazione la seconda, otteniamo:

T1 4+ 229 + 323 + 44 =1

—3$2—6$3—3$4:—2
4I377$4:1
—3.134:0

Siamo stati fortunati: anche I’elemento di posto (4, 3) si ¢ annullato (vale a dire
x3 ¢ stata eliminata dalla quarta equazione. La matrice dei coefficienti:

¢ una matrice a scalini. Abbiamo gia determinato le soluzioni di questo sistema
nell’esempio 9.1. Vi & una sola soluzione data da:

1 11
—-——,=,—,0].
< 127674’ > A
Esempio 9.14 Determiniamo le eventuali soluzioni del sistema:
20 +dy+ z2=2
r+ y+ z=3
4z + 6y + 32 =28

Utilizziamo il solito metodo. Sottraiamo alla seconda equazione la prima
equazione moltiplicata per % Successivamente sottraiamo alla terza equazione
la prima moltiplicata per 2. Otteniamo:

2 +4y+ z=2
1

_ Z,=9
y+22

—2y+ z=4

Ora dobbiamo eliminare la y dalla terza equazione. Non utilizziamo la prima
equazione per far cio ma la seconda. Sommiamo alla terza equazione la seconda
moltiplicata per —2:
2r+4y+ 2=2
1
- y+ 5% = 2
0=0
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Abbiamo ottenuto un’identita come ultima equazione. La matrice dei coefficienti
del sistema:

2 4 1

1

0] -1 35

0 0 O
€ una matrice a scalini. Le soluzioni del sistema sono presto trovate. Dalla
seconda equazione otteniamo y = —2 + %z Sostituendo questa espressione per

y nella prima equazione otteniamo x =5 — %z Le soluzioni dipendono quindi

da un parametro reale h:
3 1
5—=h,—2+ =h,h ).
G )

Esempio 9.15 Consideriamo il sistema:

1+ x2— 23+ x4=1

21’1+ I273I3+2I4:0

3x1 + 2x9 — 4wz + 3x4 =1

Bx1 + 3x9 — Txs + dbry =1
Nell’esempio 8.14 ne abbiamo gia determinato le soluzioni utilizzando il proce-
dimento di Rouché-Capelli. Vogliamo ora determinarne le soluzioni riducendo a
scalini la matrice dei coefficienti. Annulliamo gli elementi di posto (2,1), (3,1)
e (4,1), cioe eliminiamo x; dalle equazioni successive alla prima. Per far c¢id

sommiamo successivamente alla seconda, terza e quarta equazione la prima
equazione moltiplicata per opportuni numeri reali. Otteniamo il sistema:

T+ To— r3+a4=1

— T — I3 = -2
— T2 — I3 = 72
— 2.132 - 2373 =—4

Annulliamo gli elementi di posto (3,2) e (4,2) sommando successivamente alla
terza e alla quarta equazione la seconda equazione moltiplicata per opportuni
numeri reali. Otteniamo:

£E1+I279§3+I4:1

— Ty — I3 = -2

La matrice dei coefficienti ¢ a scalini:

1 1 -1 1
0|-1 -1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Abbiamo gia determinato le soluzioni di questo sistema nell’esempio 9.4. Le
soluzioni sono:

(71 + 2h2 - h172 - h27h27h’1)

con hi e ho parametri reali. A
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Esempio 9.16 Consideriamo il sistema:

T2 =+ I3 —+ Ty = 1
1+ 220+ w3+ x14=1
—x1 + 229 + 223 + 224 =1
Sx9 + 4x3 + 4xy = 3
Abbiamo gia determinato le sue soluzioni nell’esercizio di base 8.21 utilizzando
il metodo di Rouché-Capelli. Vogliamo ora determinarne le eventuali soluzioni
modificando il sistema in modo tale da arrivare a una matrice a scalini. Notiamo
che non si possono annullare i coefficienti della z; nella seconda, terza e quarta
equazione sommando ad esse la prima equazione moltiplicata per un fattore di
proporzionalita, perché 1 non appare nella prima equazione. A prima vista il
metodo utilizzato finora non sembra utilizzabile.
Non ci scoraggiamo per cosi poco. Possiamo infatti scambiare tra loro le
prime due equazioni. Otteniamo il sistema:
I1+21‘2+ I’3+ I4:1
To+ 23+ x4=1
—21 + 229 + 223 + 2204 =1
Sxo + 4dagz + 4y = 3
Ora possiamo procedere con il solito metodo.
Sommando alla terza equazione la prima equazione otteniamo:

1+ 2004+ 3+ 24=1
To+ x3+ x4=1
dxo + 33 + 314 = 2
Sro + dag + dxy = 3
Sommando alla terza e alla quarta equazione la seconda moltiplicate per —4 e
—>5 rispettivamente otteniamo:
1+ 220 +x3+x4=1
To+x3+x4=1
— T3 — Tg = —2
— T3 —Tg = —2

Sottraendo alla quarta equazione la terza equazione otteniamo:

1+ 200+ 23+ 24 =1
To +x3+a4=1
—I3—$4:—2

0=0

La matrice dei coefficienti ¢ ora a scalini:

00 0 O
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Abbiamo cosi ottenuto il sistema dell’esempio 9.2. Le sue soluzioni sono:
(1,-1,2 — h,h)

con h parametro reale. A

Esempio 9.17 Consideriamo il sistema:

To+ T3+ 14=1
1+ 2004+ 34+ 24=1
—x1 4 229 + 223 + 224 =1

Sxo + 4dxz + dry =4

S':

Determiniamone le eventuali soluzioni con la riduzione della matrice dei coef-
ficienti a matrice a scalini. Notiamo che, a parte il termine noto della quarta
equazione, il sistema e identico a quello dell’esempio precedente. Svolgendo in
modo identico i primi tre passaggi otteniamo il sistema:
1+ 200+ 23+ 24 =1
To+x3+ x4 =1
— X3 — T4 = -2

— X3 — T4 = —1
Sottraendo alla quarta equazione la terza equazione otteniamo:

1+ 2+ 23+ x4=1
To+x3+24=1
— 23— Tg=—2
0=1
Il sistema non ammette quindi soluzioni. A

Esempio 9.18 Vogliamo determinare le soluzioni del sistema:

$1+ $2+ $3+IL’4:1
T + X2 + 3x3 =4
207 + 2209 + 3x3 + 24 =7
Sottraiamo la prima equazione dalla seconda e la prima equazione moltiplicata

per 2 dalla terza. In tal modo eliminiamo x; dalla seconda e terza equazione e

otteniamo:
Ty + a2+ x3+x4=1

233‘3 — Ty = 3
T3 — Xy = 5
Per eliminare x3 dalla terza equazione, sottraiamo la seconda equazione molti-

. 1 .
plicata per 5 dalla terza:

T+ 2o+ 3+ x4=1

2173— {E4:2
1 7
g, =~
27 T 9
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Abbiamo cosi ottenuto il sistema dell’esempio 9.3, le cui soluzioni sono:

21 5
—h4+ =2
(-4 Foh=5.-7) .

Il metodo di Gauss dovrebbe ora essere chiaro. E quello che abbiamo utilizzato
in tutti questi esempi. Per essere sicuri facciamo ancora un esempio. In esso
mettiamo in luce i principali passi del metodo di Gauss.

Esempio 9.19 Cerchiamo le eventuali soluzioni del seguente sistema utilizzan-
do il metodo di Gauss:

1+ X2+ w3+ 2x4= -5
2x1 + 229 + 323 + 224 =1
3r1+ o+ 3+ T4 =2

Tog — 223 + 324 =0

e Annulliamo i coefficienti di x; nella seconda, terza e quarta equazione som-
mando ad esse la prima equazione moltiplicata per opportuni numeri reali (in
questo caso —2, —3 e 0 rispettivamente). Otteniamo:

1+ T2+ 23+ 214 =5
xr3 — 2xy =11

— 2x9 — 223 — x4 = 17
To — 2x3 + 314 =0

Notiamo che & stato possibile fare cio perché il coefficiente di x; nella prima
equazione ¢ non nullo. Se esso fosse stato nullo, avremmo scambiato la prima
equazione con la prima delle successive equazioni avente il coefficiente di 1 non
nullo. Se tutte le equazioni hanno il coefficiente di x; nullo, non dobbiamo far
niente.

e Non utilizziamo piu la prima equazione fino al momento della determinazione
delle soluzioni. Consideriamo la prima incognita che appare nelle equazioni
successive alla prima: € xo. Notiamo che il coefficiente di zo nella seconda
equazione ¢ nullo, mentre quello nella terza € non nullo. Scambiamo allora tra
loro la seconda e la terza equazione. Otteniamo:

1+ x9 + I3+2{E4:—5

— 21‘2 — 2%3 — 5.134 =17

rs3 — 21‘4 =11

x27213+3x4:0
Dobbiamo ora eliminare x5 dalle equazioni successive alla seconda. Il coefhi-
ciente di x2 nella terza equazione e gia nullo. Non lo & quello della quarta.
Sommiamo pertanto alla quarta equazione la seconda equazione moltiplicata
per % Otteniamo:

1+ To4+ w3+ 2z4 =5

— Q.IQ — 21‘3 — 5.134 =17

rs3 — 21‘4 =11

17

1
i3 _ —_
5173+2SC4 B
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e Non utilizziamo piu la prima e la seconda equazione fino al momento della
determinazione delle soluzioni. Consideriamo la prima incognita che appare
nelle equazioni successive alla seconda: € x3. Sommando alla quarta equazione
la terza equazione moltiplicata per 3 otteniamo:

T1+ To+ x3+ 214 =-5
—21‘2—23&‘3— 51’4:17

T3 — 2x4=11
11 83
O
27T 9

e Ricaviamo ora z4 dalla quarta equazione, poi sostituiamo il valore cosi
ottenuto nella terza equazione e ricaviamo x3 e cosl via. L’unica soluzione del

sistema ¢, quindi:
3 1% 45 83
117117 117 11 )° A

Esercizio di base 9.20 Determinare le eventuali soluzioni del seguente siste-
ma utilizzando il metodo di Gauss:

1+ To+ x3+2x4=05
2rx1 + 229 + 223 + 324 =8
4z + 4z + 33 + Txy = 10

—x1 — X2 —4xy = -9 A

9.3 Soluzioni degli esercizi di base

EB.9.5 Solo As ¢ una matrice a scalini:

|
103 10
A= 002 T A= 0012 1 0 |,
0 0 011 0 0 0 0 0
00 01
0 0l3 1 0 00 3 1
A= 0 0l2 0 0], A=[]1 2 2 0
0 00 00 0 0]1 0

EB.9.20 Per annullare ’elemento di posto (2,1) sommiamo alla seconda equazione
la prima moltiplicata per —2:

T1 4+ T2+ 23+ 224=05

— T4 = -2
4z + 4xo + 3x3 + Txg = 10
—T1 — To —4xy = —9

Per annullare I’elemento di posto (3,1) sommiamo alla terza equazione la prima
moltiplicata per —4:
x1+ a2+ 23+ 224 =5

— T4 = -2
— X3 — T4 = —-10
—T1 — X2 — 413'4 =-9
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Per annullare I’elemento di posto (4,1) sommiamo alla quarta equazione la prima:

1+ a2+ 23+ 224 =5

- $4=—2
— X3 — {E4=—10
X3 —2334 =4

Bene, ora 1 non compare nelle equazioni successive alla prima. La prima equazione
a comparire nelle equazioni successive alla prima ¢ x3 che non compare nella seconda
equazione ma nella terza. Scambiamo allora la seconda equazione con la terza:

1+ 22+ 23+ 224 =25

— X3 — 33‘4:—10
— $4=—2
xr3 — 23:4 =4

Ora eliminiamo z3 dalle equazioni successive alla seconda. Poiché z3 non compare
nella terza equazione, per far cid basta sommare alla quarta equazione la seconda
equazgione:

T1+ T2+ 23+ 224 =5

— I3 — T4 = —10
— T4 = —2
— 3324 =-14

La prima incognita che compare nelle equazioni successive alla seconda € z4. Que-
st’incognita compare nella terza equazione: eliminiamola dalla quarta equazione,
sommando alla quarta equazione la terza moltiplicata per —3. Otteniamo:

1+ 22+ 23+ 224 =5

— T3 — x42710
— :L'4=*2
0=-8

Dalla quarta equazione vediamo che il sistema non ha soluzioni.

9.4 Sunto

Metodo di Gauss

Il metodo di Gauss per la determinazione delle eventuali soluzioni di un sistema
S consiste nel trasformare il sistema S in un sistema S’ ad esso equivalente
avente la matrice dei coefficienti a scalini. Ecco schematizzate alcune matrici
a scalini:

O] e x
0 O0|e =x
0 0 0 O

dove con e si sono indicati numeri reali non nulli e con * numeri reali qual-
siasi. Il metodo per ottenere una matrice a scalini ¢ descritto nell’esem-
pio 9.19.
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9.5 Esercizi
E.9.1 Si consideri il sistema a coefficienti reali nelle incognite z, y, z e w:

y—z+ w=1
20 + 3y + 2z —2w=3
de+T7y+2—-3w="T

a. risolvere il sistema usando il teorema di Rouché-Capelli;

b. risolvere il sistema con il teorema di Rouché-Capelli, ma utilizzando un mi-
nore di ordine massimo con determinante non nullo, diverso da quello utilizzato
al punto precedente;

c. risolvere il sistema usando il metodo di Gauss.

E.9.2 Riprendere gli esercizi del capitolo 8 e risolverli di nuovo utilizzando il
metodo di Gauss.

9.6 Soluzioni degli esercizi

E.9.1

a. Consideriamo la matrice del sistema:

01 -1 1
A=12 3 1 =2
4 7 1 =3

Si vede facilmente che la matrice ha rango 2 e che un minore di ordine 2 con determi-
nante diverso da 0 &, ad esempio, il minore M formato dalle prime due righe e dalle
prime due colonne.

1 -1 1

3 1 =2

4 7 1 -3

0
2

Per calcolare il rango della matrice completa del sistema € ora sufficiente calcolare il
determinante degli orlati di M che si ottengono aggiungendo la colonna dei termini
noti e una riga. Di tali minori ce ne & uno solo:

0 1 1
2 3 3
4 77

Il suo determinante & 0, quindi anche la matrice completa del sistema ha rango 2.
Sappiamo allora che il sistema & risolubile e che & equivalente a quello formato dalle
due equazioni corrispondenti al minore M:

y—z+ w=1
20 + 3y + 2 —2w =3

Portiamo ora a secondo membro le incognite i cui coefficienti non concorrono a formare
il minore M, cio¢ z e w:

y=14+2— w
204+ 3y=3—z+ 2w
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Assegniamo ora a z e w valori parametrici ponendo z = h e w = k e risolviamo il
sistema Crameriano parametrico nelle incognite z e w cosi ottenuto:

y=14+h—- k
20 +3y=3—h+2k

Le soluzioni sono allora:

1+h—k 1
. 3—h+2k 3| 4h—5k —4h+5k
B det M =2 2
F 1+h7k‘
2 3—h+2k| —2_92h+2%
- = =1+h—k
Y det M -2 +
Dunque le soluzioni del sistema sono:
5
= —2h+ -k
x +2
y=14+ h—k
z = h
w= k

con h e k parametri reali.

b. Supponiamo ora di considerare un altro minore N di ordine 2 con determinante
diverso da 0 estratto dalla matrice A:

1 -1 1
3 1 =2
7T 1 =3

=N O

Allora il sistema ¢ equivalente a

y—z+ w=1
de+Ty+2—-3w="7
e trattando come parametri le incognite y e w non coinvolte nel minore N troviamo
le soluzioni:

1
T = 2—2h+§k
y= h
=—1+4+ h+ &k
w = k

Ovviamente le soluzioni devono essere le stesse trovate prima: una stessa soluzione
particolare si trova in un caso o nell’altro in corrispondenza di valori diversi dei
parametri. Ad esempio nel primo caso in corrispondenza dei valori h = k = 0 si
trova la soluzione {x = 0,y = 1,z = 0,w = 0} che nel secondo caso si trova in
corrispondenza dei valori dei parametri h =1, k = 0.

c. Risolviamo ora il sistema con il metodo di Gauss. Scambiamo allora la prima
equazione con la seconda:
204+ 3y+z—2w=3
y—z+ w=1
de+Ty+2z—-3w="T
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Sommiamo ora la prima equazione moltiplicata per —2 alla terza:
20 +3y+z—2w=3
y—z+ w=1
y—z+ w=1

Sommando ora la seconda equazione moltiplicata per —1 alla terza troviamo:

20 +3y+z—2w=3
y—z+ w=1
0=0

A questo punto assegniamo a z il valore del parametro h e a w il valore del parametro
k: dalla seconda equazione troviamo allora il valore di y, e dalla prima il valore di z:

5
T = —2h+5k
y=14+ h—k
z= h
w = k

Poiché i parametri usati sono gli stessi utilizzati nel primo metodo di soluzione, le
soluzioni sono espresse esattamente nella stessa forma.

E.9.2 Ovviamente si ottengono le stesse soluzioni ottenute utilizzando il metodo di
Rouché-Capelli. In alcuni casi otteniamo pero diverse parametrizzazioni.
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CAPITOLO

Applicazioni del metodo di
(GGauss

Nel capitolo precedente abbiamo descritto il metodo di Gauss e abbiamo visto la
sua efficacia per la determinazione delle soluzioni di sistemi di equazioni lineari.

Per mezzo di questo metodo si sostituisce un sistema con uno ad esso
equivalente avente la matrice dei coefficienti a scalini.

Con il metodo di Gauss possiamo quindi ottenere, a partire da una qualsiasi
matrice, una matrice a scalini. Ebbene, quest’ultima matrice ha lo stesso rango
della matrice originaria.

Vedremo che € molto semplice calcolare il rango di una matrice a scalini.
Tutto cio ci da un metodo per determinare il rango di una matrice. Esso, per
matrici grandi, & molto piu efficiente del metodo studiato in precedenza che,
come sappiamo, si basa sul calcolo dei determinanti dei minori della matrice.

In particolare possiamo ottenere, con il procedimento di Gauss, a partire da
una matrice quadrata, una matrice a scalini. Il determinante di quest’ultima e
uguale od opposto al determinante della matrice originaria.

Ricordiamo che una matrice quadrata a scalini ¢ una particolare matrice
triangolare e che il determinante di una matrice triangolare uguale al prodotto
degli elementi della sua diagonale principale.

Tutto cio ci da un metodo per la determinazione del determinante di una
matrice quadrata che e estremamente efficiente nel caso in cui 'ordine della
matrice sia alto.

Per fare questo introdurremo il concetto di operazione elementare su una
matrice. Illustreremo poi i metodi di Gauss per la determinazione del rango di
una qualsiasi matrice e del determinante di una qualsiasi matrice quadrata.

10.1 Operazioni elementari
Nel capitolo 9 abbiamo descritto il metodo di Gauss. Siamo in grado, per mezzo

di esso, di sostituire a un qualsiasi sistema un altro sistema ad esso equivalente
la cui matrice dei coefficienti sia a scalini. Per far cid abbiamo utilizzato due
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tipi di operazioni. Il primo consiste nel sommare a una equazione del sistema
un’altra equazione del sistema moltiplicata per un numero reale. Il secondo
consiste nello scambiare tra loro due equazioni del sistema. In corrispondenza a
cio la matrice del sistema varia per mezzo di una delle operazioni seguenti:

e Sommare alla riga i-esima della matrice la riga j-esima moltiplicata per un
numero reale k, con i # j.

e Scambiare tra loro due righe della matrice.
Questi due tipi di operazioni si dicono operazioni elementari di riga.

Esempio 10.1 Consideriamo la matrice:

1 2 3 2
A=|[0 0 5 -1
2 6 8 0

Vogliamo ottenere a partire da questa matrice una matrice a scalini applicando
successivamente alcune operazioni elementari di riga secondo il metodo di
Gauss. Come prima cosa sommiamo alla terza riga la prima moltiplicata per
—2. Otteniamo la matrice:

1 2 3 2
Al=(0 0 5 -1
0 2 2 —4

Ora scambiamo tra loro la seconda e la terza riga della matrice A’. Otteniamo

la matrice a scalini:
2

1 2 3
Al=(0 2 2 —4
00 5 -1 A

Esercizio di base 10.2 Dimostrare che si puo passare dalla matrice A” alla
matrice A per mezzo di operazioni elementari di riga.

Si puo generalizzare tutto cio. E facile dimostrare che, se si puo passare da
una matrice A a una matrice A’ per mezzo di successive operazioni elementari
di riga, allora si puo passare dalla matrice A’ alla matrice A per mezzo di
operazioni elementari di riga. Questo suggerisce la:

Definizione 10.3 Due matrici si dicono equivalenti per riga se e possibile
passare da una all’altra per mezzo di un numero finito di successive operazioni
elementari di riga. A

La definizione di equivalenza per riga e effettivamente una relazione di equiva-
lenza. Infatti soddisfa le proprieta
1. Proprieta riflessiva Ogni matrice A e equivalente per riga a sé stessa.

Infatti per passare da A a sé non & necessaria nessuna operazione (potremmo
dire che servono 0 operazioni elementari).
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2. Proprieta simmetrica Se una matrice A & equivalente per riga a una
matrice A’ allora A & equivalente a A'.

Basta infatti ripercorre a ritroso ciascun passaggio: in maniera analoga a
quanto fatto per i sistemi nell’esercizio di base 1.19, si vede facilmente che
ciascun passaggio a ritroso €, a sua volta, un’operazione elementare.

3. Proprieta transitiva Se una matrice A ¢ equivalente per riga a una matrice
A’ e se A’ ¢ equivalente per riga a una matrice A” allora A & equivalente a A”.

Se passiamo prima da A a A’ e poi da A" a A” per mezzo di operazioni
elementari, siamo, di fatto, passati da A a A” per mezzo di operazioni elementari.

10.2 Calcolo del determinante

Supponiamo ora di avere due matrici quadrate A e A’ equivalenti per riga. Ci
chiediamo in che relazione sia il loro determinante. Poiché possiamo passare da A
ad A’ per mezzo di operazioni elementari di riga dobbiamo allora chiederci come
cambia il determinante dopo ciascuna di tali operazioni. Sappiamo gia (si veda
la proposizione 5.18) che scambiando tra loro due righe, si ottiene una matrice
di determinante opposto a quella di partenza. Per quanto riguarda I’altro tipo di
operazione elementare abbiamo la proposizione la cui dimostrazione riportiamo
nel paragrafo A.10

Proposizione 10.4 Sia A una matrice quadrata e sia A’ la matrice ottenuta

da A sommando alla riga i-esima la riga j-esima moltiplicata per k. Allora
det A = det A’.

Ora sappiamo come varia il determinante quando applichiamo a una matrice una
operazione elementare di riga. Se A e A’ sono matrici quadrate equivalenti per
riga, allora quando nei vari passaggi applichiamo un’operazione di somma a una
riga di un multiplo di un’altra riga il determinante non cambia, quando invece
applichiamo uno scambio di righe il determinante cambia di segno. Pertanto
dobbiamo contare il numero di operazioni di scambio di righe necessari per
passare da A ad A’: se & pari il determinante di A e di A’ coincidono, se &
dispari il determinante di A e di A’ sono opposti. In entrambi i casi possiamo
dedurre il determinante di A dal determinante di A’. Riassumiamo tutto ciod
nella:

Proposizione 10.5 Se A e A’ sono matrici quadrate equivalenti per riga,
consideriamo le operazioni elementari necessarie per passare da A ad A’: tra
queste ci saranno un certo numero di operazioni di somma a una riga di un’altra
riga moltiplicata per un fattore e un certo numero m di operazioni di scambio
di righe. Si ha allora:

det A" = (—1)"™ det A.

Utilizzando il metodo di Gauss possiamo ottenere da una matrice quadrata A
una matrice quadrata a scalini ad essa equivalente per righe. E facile vedere
che una matrice quadrata a scalini ¢ triangolare superiore e, quindi, il suo
determinante ¢ uguale al prodotto degli elementi della sua diagonale principale.

Tutto cio ci suggerisce un metodo per il calcolo del determinante di una
matrice quadrata.
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Metodo 10.6 (di Gauss per il calcolo del determinante) Calcoliamo il
determinante di una matrice quadrata data A nel seguente modo:

1. Determiniamo, con il metodo di Gauss, una matrice a scalini A’ equivalente
per righe ad A, e contiamo il numero di scambi di riga che abbiamo operato
per far cio. Sia m questo numero.

2. Calcoliamo il determinante di A’ semplicemente moltiplicando gli elementi
della sua diagonale principale. Notiamo che A’ ha determinante 0 se e solo se
almeno uno di questi elementi si annulla.

3. Si ha quindi:
det A= (—=1)"det A" A
Esempio 10.7 Calcoliamo il determinante della matrice A:
1 1 1
A=1[1 0 1
1 10

Abbiamo gia determinato nell’esempio 9.12 una matrice a scalini ad essa
equivalente:

11 determinante di A’ ¢ il prodotto degli elementi della sua diagonale principale
ed &, dunque, uguale a 1. Per passare da A ad A’ non abbiamo fatto alcun
scambio di righe (cioé un numero pari di scambi): il determinante di A ¢ allora
uguale al determinante di A’ cioe:

det A =det A’ =1. A

Esempio 10.8 Calcoliamo il determinante della matrice:

S O O ut
== O N
NN =W
N~

Cerchiamo una matrice a scalini ad essa equivalente. Scambiamo la seconda
riga con la terza:

5 2 3 4
01 2 1
0 011
01 2 2

Sottraiamo alla quarta riga la seconda:
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Abbiamo ottenuto una matrice a scalini, equivalente per righe alla matrice
A. La matrice A’ ha determinante uguale al prodotto degli elementi della sua
diagonale principale, cio¢ 5. Per passare da A ad A’ abbiamo operato un numero
dispari di scambi di riga (cioé uno solo): il determinante di A ¢ allora uguale
all’opposto del determinante di A’ cioe:

det A= —det A’ = —5. A

Esempio 10.9 Vogliamo calcolare il determinante della matrice:

01 2 5
00 01
A= 01 2 1
5 2 3 4
Scambiamo la quarta riga con la prima:
5 2 3 4
0 0 01
01 2 1
01 2 5
Scambiamo la seconda riga con la terza:
5 2 3 4
01 2 1
0 0 01
01 2 5
Sottraiamo alla quarta riga la seconda:
5 2 3 4
;o1 21
A= 0 0 01
0 0 0 4

A questo punto e inutile proseguire: anche se la matrice che abbiamo ottenuto
non ¢ a scalini (dovremmo fare un ulteriore passaggio) ¢ comunque una matrice
triangolare. Il suo determinante ¢ uguale al prodotto degli elementi della sua
diagonale principale. Poiché uno fra essi ¢ 0, il determinante di A’ ¢ 0. Pertanto
anche A ha determinante 0: infatti il determinante di A € uguale oppure opposto
al determinante di A’. In questo caso non ci interessa quindi contare il numero
di scambi utilizzati per passare da A ad A’. A

10.3 Calcolo del rango

Nel paragrafo precedente abbiamo visto che relazione ci sia tra di determinanti
di matrici quadrate equivalenti per riga. Ci chiediamo ora che relazione ci sia
tra i ranghi di matrici (anche non quadrate) equivalenti per riga. Non ¢ difficile
dimostrare il:
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Teorema 10.10 Se A e¢ A’ sono matrici (non necessariamente quadrate)
equivalenti per riga, allora esse hanno ranghi uguali. In formule:

rk A" = 1k A.

La dimostrazione richiede un po’ di attenzione: diamo i dettagli nel paragra-
fo A.10.

Quindi, se dobbiamo calcolare il rango di una matrice possiamo considerare
una matrice ad essa equivalente per righe per cui, possibilmente, il calcolo del
rango sia facile. In particolare, sappiamo che con il metodo di Gauss ¢ possibile,
data una matrice A, determinare una matrice a scalini equivalente per righe
alla matrice A. Ci chiediamo se questo ci aiuta, cioeé se sia facile determinare il
rango di una matrice a scalini. Consideriamo allora qualche esempio:

Esempio 10.11 Consideriamo la matrice a scalini:

OOt N W~
Ol O N

3
6
0
0

O O O
O O OoOfN

La matrice A ha 3 scalini. Consideriamo ora il minore di A formato dalle righe
non nulle di A e dalle tre colonne contenenti gli scalini:

1 2 3 4 2
00 6 20
0 0 0 &5 1
00 0 0O

Questo minore € una matrice triangolare superiore:

O O =

3 4
6 2],
05

il cui determinante € uguale al prodotto degli elementi sulla diagonale principale
ed e quindi diverso da 0. Pertanto A ha rango almeno 3. D’altra parte ogni
minore di A di ordine 4 deve avere una riga tutta di 0 e ha pertanto determinante
nullo. Dunque rk A = 3, cioe il rango di A & uguale al numero degli scalini. A

Quanto visto nell’esempio 10.11 non & un caso. Utilizzando lo stesso approccio
si pud dimostrare facilmente (anche se noi non lo daremo in dettaglio) che vale
la:

Proposizione 10.12 Il rango di una matrice a scalini ¢ uguale al numero degli
scalini (cioé il numero di righe non nulle) della matrice.

Tutto cio ci suggerisce un metodo per il calcolo del rango di una matrice.

Metodo 10.13 (di Gauss per il calcolo del rango) Calcoliamo il rango di
una matrice data A nel seguente modo:

1. Determiniamo, con il metodo di Gauss, una matrice a scalini A’ equivalente
per righe ad A.
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2. Contiamo il numero di scalini di A’. Siano n. Si ha allora:

tkA=rkA =n. A

Esempio 10.14 Calcoliamo il rango della matrice:

1
A=11
1

—_ o

1
1
0

Abbiamo gia determinato nell’esempio 9.12 una matrice a scalini ad essa
equivalente:

La matrice A’ ha 3 scalini. Quindi rk A = 3. A

Esempio 10.15 Vogliamo determinare il rango della matrice:

1 1 2 0
0 0 1 1
-1 -1 -4 =2
2 2 5 3

N
I
cooo

Cominciamo con il sommare alla terza riga la prima e alla quarta riga la prima
moltiplicata per —2:

011 2 0
,_loo o 1 1
A=10 00 -2 -2

000 1 3

Ora sommiamo alla terza riga della matrice A’ la seconda riga di A’ moltiplicata
per 2 e alla quarta riga la seconda riga di A’ moltiplicata per —1:

A =

o O oo
S oo
o O o
SO =N
N O = O

Infine scambiamo tra loro la terza e quarta riga della matrice A” ottenendo una
matrice a scalini:

01 120
w000 11
AT =10 00 0 2

0000 O

La matrice cosi ottenuta ha 3 scalini ad ha, quindi, rango 3. Pertanto anche la
matrice A ha rango 3. A
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10.4 Soluzioni degli esercizi di base

EB.10.2 Per ottenere la matrice A dalla matrice A” per mezzo di operazioni elemen-
tari di riga, facciamo il procedimento a ritroso. Scambiamo tra loro la seconda e la
terza riga di A”. Sommiamo poi alla terza riga la prima riga moltiplicata per 2.

10.5 Sunto

Operazioni elementari

Definizione Due matrici A e A’ si dicono equivalenti per riga se ¢ possibile
passare da una all’altra per mezzo di successive operazioni del tipo:

e Sommare alla riga i-esima della matrice la riga j-esima moltiplicata per un
numero reale k, con i # j.

e Scambiare tra loro due righe della matrice.

Questi due tipi di operazioni si dicono operazioni elementari di riga. A

Metodo per il calcolo del determinante di una matrice

Proposizione Se A e A’ sono matrici quadrate equivalenti per riga, conside-
riamo le operazioni elementari necessarie per passare da A ad A’: tra queste ci
saranno un certo numero di operazioni di somma a una riga di un’altra riga
moltiplicata per un fattore e un certo numero m di operazioni di scambio di
righe. Si ha allora:

det A" = (—1)" det A.

Metodo (di Gauss per il calcolo del determinante) Per calcolare il de-
terminante di una matrice quadrata A, operiamo nel seguente modo:

1. Determiniamo, con il metodo di Gauss, una matrice a scalini A’ equivalente
per righe ad A, e contiamo il numero di scambi di riga che abbiamo operato
per far cio. Sia m questo numero.

2. Calcoliamo il determinante di A’ semplicemente moltiplicando gli elementi
della sua diagonale principale. Notiamo che A’ ha determinante 0 se e solo se
almeno uno di questi elementi si annulla.

3. Si ha quindi:
det A= (—=1)"det A" A

Metodo per il calcolo del rango di una matrice

Teorema Se A e A’ sono matrici equivalenti per riga, allora esse hanno ranghi
uguali. In formule:
tk A" =1k A.

Metodo (di Gauss per il calcolo del rango) Data una matrice A, ne cal-
coliamo il rango nel seguente modo:
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1. Determiniamo, con il metodo di Gauss, una matrice a scalini A’ equivalente
per righe ad A.

2. Contiamo il numero di scalini di A’. Siano n. Si ha allora:

tkA=rkA =n. A

10.6 Esercizi

E.10.1 Verificare che la matrice:

A=

o O
o = O
OO =

& equivalente per righe alla matrice I.

E.10.2 Calcolare il determinante delle matrici:

1 2 1 1 2 1 2 2 3
A=12 4 2], B=|3 4 2|, C=12 2 1
3 6 3 4 6 3 3 5 7
E.10.3 Calcolare il rango della matrice:
3 8 -2 5 -1
A=|-9 -16 4 -10 22
9 24 -6 15 33
E.10.4 Calcolare il rango della matrice:
2 1 1 3
13 2 -1 3
A= -4 2 3 6
8 4 6 12
E.10.5 Calcolare il rango della matrice:
0 2 3 4 5
1 3 5 1 2
A= 02 4 10
100 00
E.10.6 Calcolare il rango delle matrici:
1 2 3 0 1 1 2 011 0
3 0 -1 0 1 2 01 00 1
A=14 2 2 0 2 B=|1 2 011 0
1 0 -1 3 O 1 0100 O
-2 0 0 3 -1 -1 0 0 0 0 -1
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10.7 Soluzioni degli esercizi

E.10.1 E sufficiente scambiare la prima e la terza riga.

E.10.2 La seconda riga di A & uguale alla prima moltiplicata per 2. Quindi A ha
determinante 0.

La seconda colonna di B & uguale alla terza moltiplicata per 2. Quindi B ha
determinante 0.

Sommiamo alla seconda riga di C' la prima riga moltiplicata per —1 e alla terza

riga la prima riga moltiplicata per f% e otteniamo cosi la matrice:

2 2 3
c'=(0 0 -2
0 2

5
2
Ora scambiamo la seconda riga e la terza e otteniamo la matrice a scalini:

2
Cl/ —

o
S NN
oot Qo

0 -2

1l determinante di C”’& uguale a —8. Per passare da C a C”abbiamo operato un
numero dispari di scambi e, pertanto det C = —det C"' = 8.

E.10.3 Sommiamo alla seconda riga di A la prima riga moltiplicata per 3 e alla terza
riga la prima riga moltiplicata per —3 e otteniamo cosi la matrice a scalini:

3 8 =2 5 -11
Al=(0 8 -2 5 -—11
00 0 O 0

Poiché A’ ha due scalini abbiamo che rk A =rk A’ = 2.

E.10.4 Sommiamo alla seconda riga di A la prima moltiplicata per —%, alla terza la
prima moltiplicata per 2 e alla quarta la prima moltiplicata per —4:

2 1 1 3
o b -5 =2
A= 0 4 5 12

0 0 2 0

2 1 1 3
oo r -3 -
A= 0 0 25 24

0 0 2 0

Infine sommiamo alla quarta riga di A” la terza moltiplicata per — 2 e otteniamo la

25
matrice a scalini:

2 1 1 3
w0 F 5
AT = 0 0 25 24
0o 0 o0 -

25

La matrice cosi ottenuta ha 4 scalini e, dunque, tk A = rk A" = 4.
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E.10.5 Tramite le seguenti operazioni: scambio della prima e seconda riga, somma alla
quarta riga la prima moltiplicata per —1, somma alla terza riga la seconda moltiplicata
per —1, somma alla quarta riga la seconda moltiplicata per %, somma alla quarta riga
la terza moltiplicata per % otteniamo la matrice a scalini:

1 35 1 2
;|0 2 3 4 5
A=10 01 -3 -5
000 I 3

Poiché A’ ha 4 scalini, abbiamo che rk A = rk A’ = 4.

E.10.6 Applichiamo il metodo di Gauss alla matrice

1 2 3 0 1
3 0 -1 0 1
A=|4 2 2 0 2
1 0 -1 3 0
-2 0 0 3 -1

Sommiamo alla seconda riga la prima moltiplicata per —3, alla terza riga la prima
moltiplicata per —4, alla quarta riga la prima moltiplicata per —1 e alla quinta riga la
prima moltiplicata per 2. Otteniamo cosi una nuova matrice:

1 2 3 0 1
0 -6 —-10 0 -2
0 -6 —-10 0 -2
0o -2 -4 3 -1
0 4 6 3 1

Sommiamo ora alla terza riga la seconda moltiplicata per —1, alla quarta riga la seconda
moltiplicata per —% e alla quinta riga la seconda moltiplicata per % Otteniamo cosi
una nuova matrice:

1 2 3 0 1
0 -6 —-10 0 -2
0 O 0 0 O
o o -2 3 -1
_2 _i
0 O 3 3 3
Ora scambiamo di posto la terza e quarta riga:
1 2 3 0 1
0 -6 —-10 0 -2
o 0o -2 3 -1
0 0 0
o 0o -2 3 -1

e infine sommiamo alla quinta riga la terza moltiplicata per —1:

1 2 3 0 1
0 -6 —10 0 -2
o 0o -2 3 -1
00 0 0 0
00 0 0 0

Abbiamo ottenuto una matrice a scalini con 3 righe non nulle. Il rango di A ¢ dunque
3.
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Consideriamo ora la matrice:

1 2 0 1 1 O
2 01 0 0 1
B=(1 2 01 1 0
1 01 0 0 O
-1 0 0 0 0 -1

Sommiamo alla seconda riga la prima moltiplicata per —2, alla terza riga la prima
moltiplicata per —1, alla quarta riga la prima moltiplicata per —1 e alla quinta riga la
prima. Otteniamo cosi una nuova matrice:

1 2 0 1 1 0
0o -4 1 -2 -2 1
o 0 0 O 0 0
0O -2 1 -1 -1 O
0 2 0 1 1 -1

Sommiamo ora alla quarta riga la seconda moltiplicata per —% e alla quinta riga la

seconda moltiplicata per %:

1 2 0 1 1 0
0O -4 1 -2 -2 1
0O 0 0 O 0 0
0o 0 & 0 0 -3
o 0 5 0 0 -2
Scambiamo ora terza e quarta riga:
1 2 0 1 1 0
o -4 1 -2 -2 1
o 0 5 0 0 -1
0O 0 0 O 0 0
o0 & 0 0 -3

e infine sommiamo alla quinta riga la terza moltiplicata per —1:

1 2 0 1 1 0
0 -4 1 -2 -2 1
0o 0 & 0 0 -3
00 0 0 0 ©
00 0 0 0 0

Abbiamo ottenuto una matrice a scalini con 3 righe non nulle. Il rango di B & dunque
3.
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CAPITOLO

I vettori geometrici

Introduciamo il concetto di vettore di un piano. Definiamo quindi le operazioni
di addizione di due vettori e di moltiplicazione di un vettore per un numero reale
e osserviamo che esse hanno le stesse proprieta delle operazioni di addizione tra
matrici e di moltiplicazione di una matrice per un numero reale. Estendiamo
poi allo spazio le definizioni di vettore e delle loro operazioni e verifichiamo che
queste ultime hanno proprieta simili alle proprieta dei vettori del piano.

11.1 Vettori del piano

Consideriamo un piano e fissiamo su esso una distanza con unita di misura
U,Us. Fissiamo poi una volta per tutte un punto O del piano, che chiamiamo
origine.

Definizione 11.1 Dato comunque un punto P, chiamiamo vettore applicato
in O di vertice P la coppia di punti O e P. Indichiamo questo vettore con
il simbolo ﬁ Diremo anche che il vettore O-f’ ha come origine il punto O.
Indichiamo con il simbolo V2(O) I'insieme dei vettori applicati in O. Il vettore
(% viene chiamato vettore nullo e indicato con il simbolo 0. Abbiamo quindi

0= 00. A

Quando non & necessario indicare esplicitamente il punto finale di un vettore
useremo una sola lettera in grassetto; useremo cioe un simbolo del tipo v.
Quando scriveremo v = OP intenderemo dire che il vettore v e il vettore
applicato in O di vertice P.

I vettori sono rappresentati graficamente per mezzo di frecce.

Nella figura abbiamo indicato tre vettori u = O—1>4, v = O? ew = O?
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11.2 Addizione di vettori

Vogliamo ora introdurre nell’insieme V?(0) un’operazione di addizione. Dati
quindi due vettori v e w, vogliamo definire il vettore somma che indichiamo
con il simbolo v + w.

—
Definizione 11.2 (regola del parallelogramma) Dati i vettori v := OA e
w = O?, poniamo per definizione v + w = OC, dove C & 'unico punto del

piano tale che OAC B sia un parallelogramma. A
A
v
0 e c
w
B

Osserviamo che in alcuni casi non & possibile applicare la regola del parallelo-
gramma. Ecco uno di questi casi:

A

B

Per superare questo problema dobbiamo ritornare sulla definizione di parallelo-
gramma.

Analizziamo con attenzione il metodo da noi utilizzato per la costruzione, a
partire da tre punti O, A e B, del punto C, quarto vertice del parallelogramma
OACB.

1. Sia r la retta passante per O e A e s la retta passante per O e B. Determi-
niamo la retta r’ passante per B e parallela alla retta r. Determiniamo la retta
s’ passante per A e parallela alla retta s.

2. Determiniamo il punto C' come intersezione delle rette 7’ e s'.

172 G. Accascina e V. Monti



11.2. Addizione di vettori

Osserviamo che:

e Se O = A la retta r & indeterminata (analogamente se O = B la retta s &
indeterminata);

e anche se le rette r e s sono determinate (cioeO # A e O # B), non possiamo
determinare la loro intersezione se le rette r e s coincidono, cioe se i punti A, B
e O sono allineati.

In definitiva non possiamo applicare il nostro procedimento se i nostri tre punti
O, A e B sono allineati.

Per superare questo problema facciamo un passo indietro e torniamo a consi-
derare un parallelogramma. Sappiamo che in un parallelogramma i lati opposti
hanno la stessa lunghezza. C’¢ una seconda proprieta dei parallelogrammi che
ci e ora molto utile:

Proposizione 11.3 Le diagonali di una parallelogramma si intersecano in un
punto M che é punto medio dei vertici opposti.

In altre parole, il punto M & punto medio di A e B e il punto C ¢ il simmetrico
di O rispetto a M.

Questa proprieta ci fornisce un nuovo metodo per determinare, a partire da
tre punti non allineati O, A e B, il punto C, quarto vertice del parallelogramma
OACB

1. Determiniamo il punto medio M dei punti A e B;
2. determiniamo il punto C' simmetrico del punto O rispetto a M.

Applichiamo ora il procedimento appena descritto nel caso in cui i tre punti O,
A e B sono allineati. Esaminiamo dapprima i casi in cui i tre punti non sono
distinti. Notiamo che, per costruzione, il punto C' & allineato ai punti O, A e B.
Si ha inoltre:

d(0,4) =d(B,C) e d(0,B) =d(A,0).

A
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Possiamo ora porre la definizione:

Definizione 11.4 Dati quattro punti qualsiasi A, B, C, D, diciamo che essi
formano un parallelogramma se il punto C ¢ il simmetrico del punto A
rispetto al punto M medio di B e D. A

La definizione appena data implica che:

e Seipunti A, B, D non sono allineati, otteniamo un quadrilatero i cui lati
opposti appartengono a rette parallele. In questo caso diciamo che abbia-
mo un parallelogramma non degenere. Per quanto detto, questa defini-
zione di parallelogramma non degenere coincide con la usuale definizione di
parallelogramma.

e Seipunti A, B, e D sono allineati, anche il punto C' & allineato a essi e si ha
d(4,B) =d(C,D) e d(B,C) = d(D, A). In questo caso diciamo che abbiamo
un parallelogramma degenere.

Siamo ora in grado di definire 'operazione di addizione tra vettori.

Definizione 11.5 L’operazione di addizione associa a due vettori v = &)1 e
w = @7 il vettore O? dove il punto C' & I'unico punto del piano tale che
OACB sia un parallelogramma. In altri termini C' ¢ il simmetrico di O rispetto
al punto medio M di A e B.

Chiamiamo il vettore O? ottenuto in questo modo vettore somma e lo
indichiamo con il simbolo v + w. A

Ricordiamo ancora che il parallelogramma potra essere non degenere o degenere.

A

v+ w C

v+ w

B B

Diamo ora le principali proprieta dell’addizione di vettori.
Teorema 11.6 L’operazione di addizione tra vettori soddisfa le proprieta:

1. Proprieta associativa:

(u+v)+w=u-+ (v+w) per ogni u € V3(0), v € V3(0), w € V?(0).
2. Proprieta commutativa:

v+ w=w+v per ogni v € V(0), w € V3(0).

3. Esistenza dello zero:

v+ 0= v per ogni v € VZ(O).
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4. Esistenza dell’opposto:

Dato comunque un vettore v = 0—121 € V2(0), esiste ed & unico un vettore
che sommato al vettore v da il vettore nullo. Esso é chiaramente il vettore O?
dove B ¢ il simmetrico di A rispetto a O. Questo vettore viene indicato con il
simbolo —v e viene chiamato vettore opposto di v. Si ha quindi:

v+ (—v)=0.

Non diamo la dimostrazione della proprieta associativa ma consigliamo di fare
la figura che descrive questa proprieta. Si deve quindi disegnare inizialmente i
tre vettori u == OA, v := OB e w := OC, e poi i vettori u + v, (u + v) + w,
v+weu+ (v+w).

La proprieta commutativa e chiaramente verificata perché la definizione di
vettore somma non dipende dall’ordine con il quale vengono scelti i due vettori.

Esercizio di base 11.7 Dimostrare la proprieta del vettore nullo.

Notiamo che 'operazione di addizione tra vettori appena definita ha le stesse
proprieta dell’operazione di addizione tra matrici. Possiamo poi adottare per i
vettori le stesse convenzioni usate per le matrici:

e Possiamo usare senza ambiguita il simbolo u+v +w (la proprieta associativa
ce lo permette);

e Usiamo il simbolo v — w al posto del simbolo v + (—w).

11.3 Moltiplicazione di un vettore per uno scalare
Definizione 11.8 Dato un vettore v = O? e uno scalare h € R, definiamo il

vettore hv € V2(0).

e Se v = 0 poniamo:
h0:=0

qualsiasi sia h € R.

e Se v # 01 punti O e P, sono distinti e determinano quindi una retta che
chiamiamo r. Indichiamo con r; la semiretta delimitata da O contenente il
punto P e con ry la semiretta delimitata da O non contenente il punto P.

Poniamo per definizione
hO? = Oﬁ A

dove:
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— se h =0 allora Q = O;
— se h > 0 allora @Q & il punto di ; tale che d(O, Q) = hd(O, P);
— se h < 0 allora @ ¢ il punto di 79 tale che d(O, Q) = —hd(O, P).
Notiamo che per ogni vettore v € V2(0) si ha

Ov=0.
Si ha poi il:

Teorema 11.9 L’operazione di moltiplicazione di un vettore per uno scalare
verifica le proprieta:

1. 1v = v per ogni v € V?(0);
2. h(kv) = (hk)v per ogniv € V2(0), he R e k € R.
Esercizio di base 11.10 Dimostrare la prima proprieta.

Non dimostriamo la seconda proprieta.
Abbiamo poi:

Teorema 11.11 Le operazioni di addizione tra vettori e di moltiplicazione di
un vettore per uno scalare verificano le sequenti proprieta, dette proprieta
distributive:

1. (h+k)v=hv+ kv per ogniv € V2(O), heR ek € R;

2. h(v+w) = hv + hw per ogni v € V*(0), w € V(0), h € R.

Non dimostriamo queste proprieta, ma consigliamo di darne una rappresenta-
zione grafica.

Esercizio di base 11.12 Verificare che:
(-)v=-v A

per ogni v € VZ(0).

Osservazione 11.13 Notiamo che 'operazione di moltiplicazione di un vettore
per uno scalare ha le stesse proprieta dell’operazione di moltiplicazione di una
matrice per uno scalare. A

11.4 Vettori dello spazio

Definizione 11.14 Fissato un punto O dello spazio, possiamo associare a ogni
punto P dello spazio il vettore OP applicato nel punto O in modo analogo a
quanto fatto nel piano. Indichiamo con V3(O) I'insieme dei vettori dello spazio
applicati nel punto O. In V3(0O) definiamo le operazioni di addizione tra vettori
e di moltiplicazione di un vettore per un numero reale cosi come si ¢ fatto nel
caso del piano. A
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Abbiamo visto in precedenza che I'insieme V2(O) dei vettori di un piano con
le operazioni di addizione di vettori e di moltiplicazione di un vettore per uno
scalare verifica proprieta analoghe a quelle dell’insieme delle matrici con le
operazioni di addizione di matrici e di moltiplicazione di una matrice per uno
scalare. Nel caso dei vettori dello spazio abbiamo un teorema analogo.

Teorema 11.15 L’insieme V3(O) dei vettori dello spazio con le operazioni di
addizione tra vettori e di moltiplicazione di un vettore per uno scalare verifica
le proprieta:
1. Proprieta associativa:

(u+v)+w=1u+ (v+w) per ogni u € V3(0), v € V3(0), w € V3(0).
2. Proprieta commutativa:

v+w=w+v per ogni v € V3(0), w € V3(0).
3. Esistenza dello zero:

v+ 0= v per ogni v € V3(0).
4. Esistenza dell’opposto:

s
Dato comunque un vettore v == OA € V3(0), esiste ed ¢ unico un vettore

che sommato al vettore v da il vettore nullo. Esso é chiaramente il vettore O
dove B ¢ il simmetrico di A rispetto a O. Questo vettore viene indicato con il
simbolo —v e viene chiamato vettore opposto di v. Si ha quindi:

5. 1v = v per ogni v € V3(0);
6. h(kv) = (hk)v per ogniv € V3(O), heR e k € R;
7. (h+k)v =hv + kv per ogniv € V3(O), he R e k € R;

8. h(v+w) = hv + hw per ogni v € V3(0), w € V3(0), h € R.

Notiamo che, a parte la proprieta associativa, tutte le altre dimostrazioni si
basano su proprieta di geometria del piano e quindi sono state da noi analizzate.
Non dimostriamo la proprieta associativa.

11.5 Rette e piani per 'origine

Consideriamo una retta r (nel piano o nello spazio) passante per lorigine O. Se
ora prendiamo due punti A e B di r, il loro punto medio M appartiene pure a r.
Dal momento che O e M sono punti di r, anche il simmetrico C' di O rispetto a

—
M appartiene a r. Pertanto la somma OA + O? & un vettore O? il cui termine
appartiene a r. Abbiamo dunque la:

Osservazione 11.16 Se r ¢ una retta passante per l'origine, e A e B sono due
punti di r allora il termine C' del vettore OA + OB ¢ un punto di 7. A
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—
Consideriamo ora il prodotto kOA dove k € uno scalare qualsiasi e A & ancora
un punto di 7. Nel caso in cui A coincida con O (cioe OA ¢ il vettore nullo), per

—
definizione abbiamo kOA = 0, qualunque sia k: dunque kO A ¢& un vettore il cui
termine (che in questo caso & O) appartiene a r. Nel caso in cui A sia diverso da
O dalla definizione del prodotto scalare vettore, si ha che il termine del vettore

—
kOA appartiene alla retta passante per O e A cioe r stessa. Abbiamo dunque
la:

Osservazione 11.17 Se r ¢ una retta passante per l'origine, e A & un punto
di r allora il termine D del vettore kOA & un punto di 7. A

In maniera analoga possiamo osservare che:

Osservazione 11.18 Se 7 & un piano passante per l'origine, e A e B sono due
punti di 7 allora il termine C' del vettore OA + OB ¢ un punto di 7. A

Osservazione 11.19 Se 7 & un piano passante per 'origine, e A € un punto
di 7 allora il termine D del vettore kOA € un punto di . A

Esercizio di base 11.20 Sia 7 una retta non passante per 'origine e siano A
e B due punti di r. 1l vettore OA + OB ha termine su r? Se k & uno scalare, il
vettore kOA ha termine su r?

11.6 Punto medio

Ricordiamo che, dati due punti A e B distinti, il punto medio M di A e B ¢ il
punto M del segmento di estremi A e B equidistante dai punti A e B, mentre
nel caso in cui A = B, il punto medio di A e B coincide con A = B.

Teorema 11.21 Dati due punti A e B del piano o dello spazio, il loro punto
medio M ¢& dato dalla formula

s

OM = ~(OA + OB).

N |

DIMO_ST>RAZIONE Sia C il punto tale che O? = Wl + O? Dobbiamo mostrare
che OM = %O . Dalla definizione di somma di vettori sappiamo che il punto
C' ¢ il simmetrico di O rispetto al punto M. Disting‘u—igmo due casi. Se M
coincide con_? anche C' coincide con O, e, dunque, OM = OC = 0, da cui
otteniamo OM = %O . Se M non coincide con O, detta r la retta passante per
O e M, per la definizione di prodotto scalare vettore il termine del vettore 20—]\>4

€ esattamente il simmetrico di M rispetto ad O: in altri termini 20M = OC,
che ¢ quanto volevamo. n
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11.7 Soluzioni degli esercizi di base

EB.11.7 Dati i vettori v := (74 ew = O?, il vettore v +w & uguale, per definizione,
al vettore OC' dove C ¢ il punto tale che OAC B ¢ un parallelogramma (eventualmente
degenere). Quindi il punto C ¢ il simmetrico del punto O rispetto al punto M, il quale
a sua volta ¢ il punto medio dei punti A e B.

Noi ora vogliamo calcolare il vettore v 4+ 0. Pertanto nel nostro caso abbiamo
w=0= C% e quindi B = O. Sia allora M il punto medio tra A e B, cioe il punto
medio tra A e O: allora il simmetrico di O rispetto a M ¢ il punto A stesso. Abbiamo
pertanto:

v—l—O:a:v,

cioe la nostra tesi.

EB.11.10 Dato il vettore v := E}x, vogliamo determinare il vettore 1v. Per definizione
di moltiplicazione di un vettore per uno scalare si ha che:

e se v =0, si ha 1v =0 e quindi 1v = v;

e sev = (ﬁ # 0, si ha O # A e, chiamata r; la semiretta delimitata da O e passante

per A, il vettore 1v & uguale al vettore OB dove B ¢ il punto della semiretta 1 tale
che d(O, B) = 1d(0, A). Pertanto abbiamo B = A e quindi 1v = v.

——
EB.11.12 Dato il vettore v := OA, vogliamo dimostrare che il vettore —1v ¢ uguale
al vettore —v. Ricordiamo che, per definizione, dato v = E’x abbiamo che il vettore
—uv & uguale al vettore OC dove C ¢ il simmetrico di A rispetto a O. Ricordiamo
inoltre che per definizione di moltiplicazione di un vettore per uno scalare si ha che:
e se v =0, si ha —1v = 0. Inoltre —v = 0. Dunque —1v =0 = —v;

e sev = O_>A # 0, si ha O # A e, chiamata r2 la semiretta di r delimitata da O e non
passante per A, il vettore —1v & uguale al vettore O@ dove B ¢ il punto della semiretta
rg tale che d(O, B) = |—1/d(0,A) = 1d(0, A) = d(O, A). Pertanto abbiamo che
B non ¢ altro che il simmetrico di A rispetto a O e quindi anche in questo caso
—lv = —v.

EB.11.20 Il punto medio M tra A e B appartiene a r. Poiché O non appartiene a
r, in particolare O & diverso da M. Il simmetrico C di O rispetto a M e allora un
punto appartenente alla retta s passante per O e M ed & diverso da M. Dunque C
non appartiene a r, perché 'unico punto in comune tra r e s & il punto M.
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Per quanto riguarda il prodotto k0—1>4, notiamo che O e A sono diversi (perché O non
appartiene a r mentre A appartiene a r). Per definizione di prodotto si ha allora che
il termine di kOA & un punto della retta ¢t passante per O e A: per k = 1 si ottiene
il vettore O—>A stesso il cui termine appartiene ovviamente a 7, per k # 1 si ottiene
un vettore il cui termine ¢ un punto di ¢ diverso da A e, quindi, non appartiene a r
perché 'unico punto in comune tra r e t & A.

11.8 Sunto

Definizione Consideriamo un piano e fissiamo su esso una distanza con unita
di misura U;U;. Fissiamo poi un punto O del piano, che chiamiamo origine.

Dato comunque un punto P, chiamiamo vettore applicato in O di vertice
P la coppia di punti O e P. Indichiamo questo vettore con il simbolo v = O
Diremo anche che il vettore v ha come origine il punto O. I vettori sono
rappresentati graficamente per mezzo di frecce.

C

Indichiamo con V?(O) I'insieme dei vettori aventi origine in O. Chiamiamo
vettore nullo il vettore 0 = OO. A

Definizione Nello spazio diamo una definizione analoga di vettore. Indichia-
mo con V3(0) linsieme dei vettori dello spazio aventi origine in O. A

Definizione Dati due vettori (del piano o dello spazio) v := 0—121 ew = O?,

chiamiamo vettore somma dei due vettori il vettore v + w = 07>' dove il
punto C & 'unico punto del piano tale che OACB sia un parallelogramma
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(eventualmente degenere). Rimandiamo alla definizione 11.4 per la definizione
di parallelogramma degenere. Abbiamo in questo modo definito un’operazione
di addizione in V2(0) e in V3(0). A

Definizione Dato un vettore v := O? (del piano o dello spazio) e uno scalare

h € R, definiamo il vettore hv.

e Se v = 0 poniamo:
h0:=0

qualsiasi sia h € R.

e Se v # 01 punti O e P, sono distinti e determinano quindi una retta che
chiamiamo r. Indichiamo con r; la semiretta delimitata da O contenente il
punto P e con ry la semiretta delimitata da O non contenente il punto P.

Poniamo per definizione
hO? = Oﬁ

dove:

— se h =0 allora Q = O;
— se h > 0 allora @ ¢ il punto di ;1 tale che d(O, Q) = hd(O, P);
— se h < 0 allora @ & il punto di 75 tale che d(O,Q) = —hd(O, P). A

Teorema Le due operazioni in VZ(O) appena definite verificano le proprieta:
1. Proprieta associativa:

(u+v)+w=1u+ (v+w) per ogni u € V*(0), v € V*(0), w € V*(O).
2. Proprieta commutativa:

v+w=w+v per ogni v € VZ(0), w € V(0).

3. Esistenza dello zero:

v+ 0= v per ogni v € VZ(0).
4. Esistenza dell’opposto:

—
Dato comunque un vettore v := OA € VZ(0), esiste ed ¢ unico un vettore

che sommato al vettore v da il vettore nullo. Esso é chiaramente il vettore O
dove B ¢ il simmetrico di A rispetto a O. Questo vettore viene indicato con il
simbolo —v e viene chiamato vettore opposto di v. Si ha quindi:

v+ (—v) =0;
5. 1v = v per ogni v € VZ(0);
6. h(kv) = (hk)v per ogniv € V2(O), heR ek € R;
7. (h+k)v=hv+ kv per ogniv € V2(O), heR ek € R;
8. h(v+w) = hv + hw per ogni v € V2(0), w € V*(O), h € R.

Teorema Le due operazioni in V3(O) verificano le stesse proprieta di V2(0O).
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Rette e piani per 1’origine

Osservazione Se r & una retta pass;ar;te per lorigine, e A e B sono due punti
di r allora il termine C' del vettore OA + OB ¢ un punto di r. A

Osservazione Se r ¢ una retta passante per l'origine, ¢ A ¢ un punto di r
allora il termine D del vettore kOA ¢ un punto di r. A

Osservazione Se 7 ¢ un piano passante per l'origine, e A e B sono due punti
di 7 allora il termine C' del vettore OA + OB ¢ un punto di . A

Osservazione Se 7 ¢ un piano passante per l'origine, e A &€ un punto di 7
allora il termine D del vettore kOA & un punto di . A

Punto medio
Teorema Dati due punti A e B del piano o dello spazio, il loro punto medio
M ¢ dato dalla formula

— 1 —

OM = (04 + OB).

11.9 Esercizi

E.11.1 Siano O, A e B tre punti distinti di una retta r. Siano r; e 79 le
semirette della retta r aventi origine in O. Consideriamo il punto C' in modo
tale che OAC B sia un parallelogramma degenere. Determinare come devono
essere disposti i punti A e B affinché il punto C:

a. appartenga a una fissata semiretta di r delimitata dal punto O.

b. coincida con il punto O.

11.10 Soluzioni degli esercizi

E.11.1 Il punto medio M di A e B coincide con il punto medio di O e C.

a. Il punto C appartiene a una determinata semiretta r1 avente origine in O, se e
solo se anche M appartiene alla stessa semiretta. Ovviamente, se i punti A e B
appartengono entrambi alla semiretta r1, anche il loro punto medio M appartiene a
r1. Studiamo ora il caso in cui uno dei punti, per esempio A, appartenga a r1 e il
punto B appartenga alla semiretta r2. Si ha allora che il punto M appartiene a 1 se
e solo se d(0, A) > d(0, B).

b. Affinché il punto C' coincida con O si deve avere M = O. Cid avviene se il punto
O & punto medio dei punti A e B.
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CAPITOLO

Combinazioni lineari di
vettori geometrici

Introduciamo il concetto di combinazione lineare di vettori (del piano o dello
spazio) e di vettori linearmente indipendenti.
Dimostriamo poi che nel piano esistono coppie di vettori linearmente indi-
pendenti ma non esistono piu di due vettori linearmente indipendenti.
Dimostriamo infine che nello spazio esistono terne di vettori linearmente
indipendenti ma non esistono piu di tre vettori linearmente indipendenti.

12.1 Combinazione lineare di vettori

Diamo una definizione valida sia per i vettori del piano, che per i vettori dello
spazio.

Definizione 12.1 Dati n vettori v, vo,...,v,, ¢ n numeri reali a, as, ..., ay,
il vettore

V= a1V + a2 + -+ 4V,

viene chiamato combinazione lineare dei vettori vy, vs,...,v, con coeffi-
cienti ay, as,...,a,. A

/

P; P
Py
v
V2
(@)
(%1 P1 P/
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— — e —
Nella figura abbiamo: v; = OP;, vy = OP,, a1v; = OP], asvy = OP;,

V= a1v] + AV = O
Abbiamo la seguente proprieta delle combinazioni lineari valida sia per
vettori del piano che per vettori dello spazio.

Proposizione 12.2 Dati comunque n vettori v1, vs, ..., v, st ha
Ovy 4+ 0vy + - - - 4+ Ov,, = 0.

Esercizio di base 12.3 Dimostrare la proposizione 12.2 specificando quali
proprieta delle operazioni tra vettori vengono utilizzate.

Ci chiediamo se vi siano combinazioni lineari di vettori con almeno un coefficiente
diverso da 0 che diano come risultato il vettore nullo.

Esercizio di base 12.4 La risposta ¢ affermativa. Dare qualche esempio.

Poniamo allora la seguente definizione valida sia per vettori del piano che per
vettori dello spazio.

Definizione 12.5 Dati n vettori v, va,...,v,, essi si dicono linearmente
dipendenti se esistono coefficienti a1, as, ..., a, non tutti nulli tali che

a1V + agvs + - - + apv, = 0.

Vettori non linearmente dipendenti si dicono linearmente indipendenti.
Detto in altro modo vy, vs,..., v, si dicono linearmente indipendenti se
I'uguaglianza

a1v1 + agvs + - - - + ap vy, =0

¢ verificata solo nel caso in cui a1 = as = -+ = a, = 0, cio¢ se 'unica loro
combinazione lineare uguale al vettore nullo ¢ la combinazione lineare con tutti
i coefficienti nulli. A

Analizziamo il significato geometrico del concetto di indipendenza lineare.
Abbiamo innanzitutto il seguente teorema valido per un vettore sia del piano
che dello spazio:

Teorema 12.6 Un vettore v, ¢ linearmente dipendente se e solo se v = 0.
Esercizio di base 12.7 Dimostrare il teorema 12.6.

Consideriamo ora un vettore linearmente indipendente v := O—1>4 del piano o
dello spazio. Cio implica che i punti O e A sono distinti. Sia r la retta passante
per O e A. Sia h € R. Consideriamo il vettore hv = O? Per definizione di
moltiplicazione di un vettore per uno scalare il punto P appartiene alla retta r.

Il viceversa & anche vero: dato un punto qualsiasi P della retta r, esiste uno

e un solo numero h € R tale che OP = hOA.

Esercizio di base 12.8 Dimostrare questo fatto.

Possiamo sintetizzare tutto cio nel seguente modo:
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Teorema 12.9 Sia dato un vettore del piano o dello spazio v = @1 linear-
mente indipendente. L’insieme delle combinazioni lineari di v, cioe l’insieme
dei vettori hv al variare di h in R, & formato da tutti e soli i vettori O? tali
che il punto P appartenga alla retta passante per i punti distinti O e A.

Abbiamo studiato il caso di un vettore. Studiamo ora il caso di due vettori.
Abbiamo il seguente teorema valido per vettori sia del piano che dello spazio.

Teorema 12.10 Due vettori v, = OP; e vy := OP, sono linearmente dipen-
denti se e solo se i punti O, Py e Py sono allineati.

DIMOSTRAZIONE Supponiamo innanzitutto che O, P; e P, siano allineati.
Distinguiamo due casi: P, = O e P} # O. Se P; = O allora v; = 0. Pertanto

].’Ul + 0’02 =0.

Abbiamo cosi una combinazione lineare di v; e vy con almeno un coefficiente
diverso da 0 che da come risultato il vettore nullo, e, dunque v, e vy sono
linearmente dipendenti. Se invece P; # O allora i punti P; e O individuano
una retta r. Poiché O, P; e P, sono allineati il punto P, appartiene a r. Grazie
al teorema 12.9, esiste h € R tale che vo = hv,. Allora abbiamo:

hvi + (—=1)ve = 0,

e, dunque v; e vy sono linearmente dipendenti.

Viceversa supponiamo ora che v; e vy siano linearmente dipendenti e dimo-
striamo che O, P; e P sono allineati. Sappiamo che esistono due numeri reali
h1 e he non entrambi nulli tali che:

hlvl + hg’vg =0.

Possiamo supporre, ad esempio, che hy # 0. Moltiplicando ambo i membri della
relazione precedente per hy L troviamo:

h;lhfvl + v =0,

e, dunque:
-1
vy = —hgy " hyivy,

cioe vy ¢ multiplo di v;. Sia ora r una retta passante per O e P; (notiamo
che se O # Pj esiste una e una sola retta passante per essi, mentre se O = P
esistono infinite rette passanti per essi): per l'osservazione 11.17 i multipli di
v1 hanno termine su r. In particolare il termine di vs, cioe P, appartiene a r.
Pertanto esiste una retta r che contiene O, P; e Ps. ]

Consideriamo ora due vettori linearmente indipendenti del piano. Ovviamente
ogni loro combinazione lineare ¢ un vettore del piano. Vogliamo ora dimostrare
il viceversa. Vogliamo cioe dimostrare il:

Teorema 12.11 Dati comunque due vettori linearmente indipendenti di V?(0O),
ogni vettore di V2(O) ¢ loro combinazione lineare. In altre parole, se vy e vo
sono vettori di V*(O) linearmente indipendenti, allora per ogni v € VZ(O)
esistono h1 € R e hy € R tali che:

v = hl’Ul + hQ’UQ.
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DIMOSTRAZIONE Poniamo v; = 0—131>, Vg = O—PQ> ev = O? Poiché i vettori
v1 € v sono linearmente indipendenti, per il teorema 12.10 i tre punti O, P; e
P, non sono allineati. Sia r la retta passante per O e P; e s la retta passante
per O e P,. Consideriamo la retta ' passante per P e parallela a r. Sia Py il
punto di intersezione della retta v’ e la retta s. In modo analogo consideriamo
il punto Pj intersezione della retta r con la retta s’ passante per P e parallela
a s.

P} P

0

(%1 P1 Pll

Per costruzione, abbiamo che = OPj PP} & un parallelogramma (eventualmente
degenere). Abbiamo quindi:

—_— —
OP = OP! + OP..

D’altronde, poiché P] appartiene alla retta r, per il teorema 12.9 esiste hy € R
tale che OP] = hjv;. Analogamente esiste ho € R tale che OP)y = hovs.
Abbiamo pertanto

— =
OP = OP! + OP} = hyv, + havs.
Abbiamo dimostrato quel che volevamo. n

Il teorema 12.11 nel caso di vettori dello spazio diventa:

— —
Teorema 12.12 Siano vy == OP;, vy == OP, due vettori di V3(O) linearmente
indipendenti. L’insieme delle loro combinazioni lineari € formato da tutti e soli

1 vettori OP tali che il punto P appartenga al piano passante per i punti non
allineati O, Py e Ps.

Vogliamo ora dimostrare il:

Teorema 12.13 Dati comunque tre vettori di V?(O), essi sono linearmente
dipendenti.

DIMOSTRAZIONE Siano vy, v2 € v3 i tre vettori. Distinguiamo due casi:

e i primi due vettori sono dipendenti. In tal caso esistono h; e hy non entrambi
nulli tali che
hiv1 + hovy = 0.

Pertanto
h11)1 + hQ’UQ + 0’1)3 =0

e quindi i tre vettori sono linearmente dipendenti;
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e i primi due vettori sono linearmente indipendenti. Ma allora per il teore-
ma 12.11 esistono due numeri reali h; e ho tali che:

V3 = hl’Ul —+ hQ'Ug.

Pertanto:
h1v1 + hQ'UQ + (—1)’03 =0

e quindi i tre vettori sono linearmente dipendenti. n

Da tutto cio segue il:

Teorema 12.14 Dati comunque n vettori di V2(O) con n > 3, essi sono
linearmente dipendentsi.

Esercizio di base 12.15 Dimostrare il teorema, 12.14.

Pertanto in V2(0) il massimo numero di vettori linearmente indipendenti che
possiamo trovare ¢ 2. Questa ¢ la ragione per la quale abbiamo usato il numero
2 nel simbolo VZ(0). Ovviamente possiamo scegliere 2 vettori linearmente
indipendenti di V2(0) in infiniti modi diversi.

Vediamo ora cosa succede in V3(0). Abbiamo il:

P P P
Teorema 12.16 Tre vettori v1 == OP;, va := OP; e v3 := OP5 di V3(O) sono
linearmente dipendenti se e solo se i punti O, Py, P, e Py sono complanari.

DIMOSTRAZIONE Supponiamo innanzitutto che O, P;, P, e P3 siano complanari,
cioe siano contenuti in un piano 7 (questo piano & determinato univocamente
in maniera unica se i punti O, P;, P, e P3 non sono allineati, altrimenti ce
ne sono infiniti possibili). Possiamo allora pensare i vettori vy, v e v3 come
vettori di V2(O) rispetto a questo piano: per il teorema 12.13 i tre vettori sono
linearmente dipendenti.

Viceversa supponiamo ora che v, v2 e w3 siano linearmente dipendenti.
Sappiamo che esistono tre numeri reali k1, hy e hg non tutti nulli tali che:

hivy + hovs + hzvs = 0.

Se, per esempio, h3 % 0 allora, moltiplicando ambo i membri di quest’ultima
uguaglianza per hy 1 otterremmo:

hglhl'vl + h;lhg’ljg +v3 =0,

e, quindi,
—1 —1
V3 = —hg h1v1 — hg hQUQ,

vale a dire O—P3> e combinazione lineare di O—Pl> e O—Pg> . Sia allora 7 un piano
contenente O, Py e P (se i tre punti non sono allineati tale piano & univocamente
determinato, altrimenti ne esistono infiniti). Dalle osservazioni 11.18 e 11.19
facendo una combinazione lineare di vettori il cui termine giace su 7 otteniamo
un vettore il cui termine giace su 7. In particolare il punto terminale di OPs
giace su m, e, dunque, esiste un piano 7w contenente O, Py, P> e Ps. ]
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Consideriamo ora tre vettori linearmente indipendenti di V3(0). Ovviamente
ogni loro combinazione lineare ¢ un vettore di V3(0). Vogliamo ora dimostrare
il viceversa. Vogliamo cioe dimostrare il:

Teorema 12.17 Dati comunque tre vettori linearmente indipendenti di V?@,
ogni vettore di V3(O) ¢ loro combinazione lineare. In altre parole se vy == OPy,
vy = OP, e v3 = OP3 sono vettori di V3(O) linearmente indipendenti, allora
per ogni v = O? € V3(0), esistono hy € R, hy € R e hz € R tali che:

v = h1v + hovy + h3vs.
DIMOSTRAZIONE Sia r la retta passante per O e P3. Distinguiamo due casi.

e Il punto P appartiene alla retta r. Per il teorema 12.9 esiste h € R tale che
OP = hOP;3 e quindi il vettore O? si scrive come combinazione lineare dei tre

vettori:
s
OD = 00D, + 00P, + hOP,.

e Il punto P non appartiene alla retta r. Per il teorema 12.16 i punti O, P,
P, e P35 non sono complanari: in particolare O, P; e P, non sono allineati. Sia
allora 7 il piano passante per O, P; e P,. Dal momento che P3 non appartiene
al piano 7, la retta r & incidente il piano 7. Consideriamo la retta r’ passante
per P e parallela a r (si consiglia di fare una figura).

Sia @ il punto di intersezione della retta r’ con il piano w. Dal momento che
P non appartiene alla retta r, il punto @ non coincide con il punto O. Sia s la
retta passante per O e Q). Sia poi s la retta passante per P e parallela alla retta
s. Sia S il punto di intersezione della retta r con la retta s’. Il quadrilatero
0,Q, P, S & per costruzione un parallelogramma. Abbiamo percio:

0P = 00 + 08.

D’altronde il punto @ appartiene al piano 7 e quindi esistono hy € R e hy € R
tali che:
—~— —
00 = hiOP, + hyOP,.

Il punto S appartiene alla retta r e quindi esiste hg € R tale che:

03 = hsOP,.

Da tutto cio segue:
— — —
OP = h,OP, + hyOPy + hsOP.
Abbiamo dimostrato cio che volevamo. u

Abbiamo visto che in V2(0) non esistono pit di due vettori linearmente indi-
pendenti. In V3(0O) vale un risultato analogo, la cui dimostrazione lasciamo per
esercizio:

Teorema 12.18 Dati comunque n > 4 vettor: di V3(O), essi sono linearmente
dipendenti.

Pertanto in V3(0) il massimo numero di vettori linearmente indipendenti che
possiamo trovare ¢ 3. Questa € la ragione per la quale abbiamo usato il numero
3 nel simbolo V3(0). Ovviamente possiamo scegliere 3 vettori linearmente
indipendenti di V3(0) in infiniti modi diversi.
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12.2 Soluzioni degli esercizi di base

EB.12.3 Dobbiamo dimostrare che si ha
Ovy +0v2 + -+ 0v, = 0.
Ricordiamo che, per definizione, abbiamo Qv = 0 per ogni vettore v. Pertanto
Ovi +0v2e+---+0v, =0+0+---+0=0.

L’ultima uguaglianza si ottiene applicando ripetutamente la proprieta
0+0=0.

Quest’ultima uguaglianza si ottiene come caso particolare della proprieta
v+0=v

ponendo v = 0.

EB.12.4 Vi sono molti esempi di combinazioni lineari di vettori con coefficienti non
tutti nulli che sono uguali al vettore nullo. Eccone una molto semplice. Dato un
qualsiasi vettore v € V2(0), consideriamo i vettori v; = v ¢ v2 := —v. Si ha allora

lvy + 1v2 = 0.

EB.12.7 Supponiamo che v; = 0: allora 1v; = 0 & una combinazione lineare del
vettore v; con coefficiente non nullo uguale al vettore nullo. Dunque v; ¢ linearmente
dipendente.

Viceversa supponiamo che v; sia linearmente dipendente. Allora esiste h # 0
tale che hvy = 0. Moltiplicando ambo i membri per h~! otteniamo h~'hwv; = h~'0.
D’altra parte hlhv, = 1lv; =v; e 10 = 0. Dunque v; = 0.

Notiamo che, nel fare questa dimostrazione, abbiamo solamente usato le proprieta
della moltiplicazione di un vettore per uno scalare. Non abbiamo in alcun modo
utilizzato la definizione geometrica di moltiplicazione di un vettore per uno scalare.
In effetti, usando la definizione geometrica, la dimostrazione della seconda parte (il
“viceversa”) & molto semplice.

EB.12.8 Dobbiamo dimostrare che, dati i punti O e A distinti e dato comunque un
punto P della retta r passante per O e A, esiste un numero reale h tale che OP = hO—.>4.
Se P = O allora OP = 0: basta porre h = 0. Se P # O, consideriamo il numero reale
k tale che d(P,0) = kd(A,O). Sia ora r1 la semiretta delimitata da O passante per
A. Sia re l'altra semiretta di r delimitata da O. Per definizione di moltiplicazione di
un vettore per numero reale si ha:

e se P € ry, allora O? = kO—A>; poniamo allora h = k.
e se P € ry, allora O? = —km; poniamo allora h = —k.

EB.12.15 Dobbiamo dimostrare che in V?(0) non esistono pitl di due vettori che siano
tra loro linearmente indipendenti. Abbiamo dimostrato alla fine del paragrafo 12.1
che, dati comunque 3 vettori, essi sono tra loro linearmente dipendenti. Siano ora dati
n vettori v, va2, v3,...,Vn, con n > 3. Sappiamo che i primi tre sono linearmente
dipendenti. Esistono quindi hi, hs e hs non tutti nulli tali che:

hivi + haovo + hgvs = 0.
Ma allora si ha:
hi1v1 + hava + h3vs + 0vs + - - + Ov, = 0.
Abbiamo determinato una combinazione lineare degli n vettori che, pur avendo un

coefficiente non nullo, ¢ uguale al vettore nullo. Gli n vettori sono pertanto linearmente
dipendenti.
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12.3 Sunto
Definizione Dati n vettori vy, vs,...,v,, € n numeri reali ay, ag,...,ay, il
vettore

V= a1V + a2 + - - - + a, v,
viene chiamato combinazione lineare dei vettori vy, vs,...,v, con coeffi-
cienti ay, as, ..., a,. A
Definizione Dati n vettori vq, va,...,v,, essi si dicono linearmente dipen-
denti se esistono coefficienti a1, as, ..., a, non tutti nulli tali che

ai1v1 + asvg + - - -+ apv, = 0.

Vettori non linearmente dipendenti si dicono linearmente indipendenti. Det-
to in altro modo vy, vs, ..., v, si dicono linearmente indipendenti se
I'uguaglianza

a1v1 + asvs + - -+ apv, =0

¢ verificata solo nel caso in cui a; = as = --- = a, = 0, cioe¢ se 'unica loro
combinazione lineare uguale al vettore nullo & la combinazione lineare con tutti
i coefficienti nulli. A

Teorema Un vettore v1 € linearmente dipendente se e solo se v1 = 0.

Teorema Sia dato un vettore del piano o dello spazio v = 0_121 linearmente
indipendente. L’insieme delle combinazioni lineari di v, cioe linsieme dei
vettori hv al variare di h in R, é formato da tutti e soli © vettori OP tali che il
punto P appartenga alla retta passante per i punti distinti O e A.

Teorema Due vettori v1 = OP; e vy := OP, sono linearmente dipendenti se
e solo se i punti O, Py e Py sono allineati.

Teorema Se vy e va sono vettori di V2(O) linearmente indipendenti, allora
per ogni v € V2(O) esistono hy € R e hy € R tali che:

vV = hl’l}l + hg’Uz.

Teorema Siano v, = O_PL vy = O_Pg> due vettori di V3(O) linearmente
indipendenti. L’insieme delle loro combinazioni lineari é formato da tutti e soli
1 vettori O? tali che il punto P appartenga al piano passante per i punti non
allineati O, Py e Ps.

Teorema Dati comunque n vettori di VZ(O) con n > 3, essi sono linearmente
dipendenti.

Pertanto in V2(0) il massimo numero di vettori linearmente indipendenti che
possiamo trovare ¢ 2. Questa e la ragione per la quale abbiamo usato il numero
2 nel simbolo V2(0). Ovviamente possiamo scegliere 2 vettori linearmente
indipendenti di V2(O) in infiniti modi diversi.

—— ey — ,
Teorema Tre vettori vy == OPy, vy == OP; e vz == OP3 di V3(O) sono
linearmente dipendenti se e solo se i punti O, Py, P, e P3 sono complanari.
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— — —
Teorema Se v, = OP;, vy = OP; e vy = OP3 sono vettori di V3(O)
linearmente indipendenti, allora per ogni v :== OP € V3(0), esistono h; € R,
ho € R e hy € R tali che:

v = h1vy + hovs + havs.

Teorema Dati comunque n > 4 wvettori di V3(0), essi sono linearmente
dipendenti.

Pertanto in V3(0) il massimo numero di vettori linearmente indipendenti che
possiamo trovare ¢ 3. Questa ¢ la ragione per la quale abbiamo usato il numero
3 nel simbolo V3(0). Ovviamente possiamo scegliere 3 vettori linearmente
indipendenti di V3(O) in infiniti modi diversi.

Geometria - versione 1 191






CAPITOLO

Spazi vettoriali sui reali

Iniziamo lo studio degli spazi vettoriali. Si tratta di una generalizzazione di
argomenti introdotti in precedenza e che, a prima vista, appaiono molto distanti
tra loro: l'insieme delle matrici M(p, ¢, R) con le operazioni di addizione tra
matrici e di moltiplicazione di una matrice per uno scalare e I'insieme dei vettori
V2(0) o V3(0) con le operazioni di addizione tra vettori e di moltiplicazione
di un vettore per uno scalare.

13.1 Gli spazi vettoriali

Esempio 13.1 Prendiamo in considerazione 'insieme M(p, ¢, R) delle matrici
a coeflicienti reali a p righe e ¢ colonne. Nel capitolo 3 abbiamo introdotto
in M(p, ¢, R) 'operazione di addizione e 1'operazione di moltiplicazione di una
matrice per uno scalare.

Abbiamo visto che queste due operazioni godono delle proprieta:

1. A4+ B)+C = A+ (B+C) per ogni A € M(p,q,R), B € M(p,q,R) e
C eM(p,q,R).

2. A+ B= B+ A per ogni A € M(p,q,R) e B € M(p,q,R).
3. Esiste una matrice 0 tale che A + 0 = A per ogni A € M(p, ¢, R).

4. Per ogni matrice A € M(p, ¢, R) esiste una matrice —A € M(p, ¢, R) tale che
A+ (-A)=0.

5. 1A = A per ogni A € M(p,q,R).
6. h(k(A)) = (hk)A per ogni A € M(p,q,R) e per ogni h € R, k € R.
7. (h+k)A =ha+ kA per ogni A € M(p,q,R) e per ogni h € R, k € R.

8. h(A+ B) = hA + hB per ogni A € M(p,q,R), B € M(p,q,R) e per ogni
h e R. A
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Esempio 13.2 Se consideriamo Iinsieme V2(0O) dei vettori del piano applicati
in un punto O o I'insieme V3(O) dei vettori dello spazio applicati in un punto
O abbiamo visto che le operazioni di addizione di vettori e di moltiplicazione
di uno scalare per un vettore godono di proprieta analoghe a quelle appena
enunciate per le operazioni tra matrici. A

Abbiamo dunque due esempi di insiemi dotati di due operazioni (addizione tra
elementi dell’insieme e moltiplicazione di un numero reale per un elemento del-
I'insieme) che soddisfano 8 proprieta. Ci sono molti risultati che possono essere
dimostrati solo a partire da queste proprieta. E allora opportuno introdurre un
concetto che unifichi le due situazioni date negli esempi. Diamo la:

Definizione 13.3 (di spazio vettoriale sui reali) Sia dato un insieme non
vuoto V, 1 cui elementi vengono chiamati vettori. Chiameremo invece scalari
gli elementi di R. In V sia definita un’operazione binaria interna, cioe
una legge che a ogni coppia (v, w) di vettori di V associ un vettore di V' che
indichiamo con il simbolo v + w. Tale operazione viene chiamata addizione
in V e il vettore v + w viene detto somma dei vettori v e w. Sia inoltre
definita un’operazione binaria esterna, cioe¢ una legge che a ogni coppia
(k,v) formata da uno scalare k e da un vettore v di V associ un vettore di V' che
indichiamo con il simbolo kv. Tale operazione viene chiamata moltiplicazione
per uno scalare e il vettore kv viene detto prodotto dello scalare k per il
vettore v. L’insieme V' dotato delle operazioni di addizione e di moltiplicazione
di un vettore per uno scalare viene detto spazio vettoriale su R se sono
verificate le proprieta:

. (u+v)+w=u+(v+w)perognnueV,veVeweV.
2. u+v=v+uperogniuecV,veV.

3. Esiste un vettore e € V tale che u + e = uw per ogni u € V.

Si puo dimostrare che un tale vettore e ¢ unico. Indichiamo questo vettore
con il simbolo 0 e lo chiamiamo vettore nullo.

Scriveremo allora u + 0 = w per ogni u € V.

4. Per ogni vettore u € V esiste un vettore v € V tale che u 4+ v = 0.

Si puo dimostrare che un tale vettore v & unico. Indichiamo questo vettore
con il simbolo —u e lo chiamiamo vettore opposto del vettore w.

Scriveremo allora u + (—u) = 0.
5. lu = u per ogni u € V.
6. h(k(u)) = (hk)u per ogni w € V e per ogni h € R, k € R.
7. (h+ k)u = hu + ku per ogni u € V e per ogni h € R, k € R.
8. h(u+v) = hu+ hv per ogniw € V, v € V e per ogni h € R. A
Esercizio di base 13.4 Dimostrare che per ogni vettore v di uno spazio vetto-

riale V' si ha 2v = v+wv. Specificare quali proprieta delle operazioni ¢ necessario
usare.
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13.2 Esempi di spazi vettoriali

Gli esempi dati in precedenza mostrano che M(p, ¢, R), VZ(0) e V3(O), con le
operazioni descritte in precedenza sono spazi vettoriali. Vediamo altri esempi:

Esempio 13.5 L’insieme R con 'operazione di addizione e di moltiplicazione
¢ ovviamente uno spazio vettoriale (qui i numeri reali rivestono il ruolo sia di
vettori che di scalari). A

Esempio 13.6 Indichiamo con R"™ I'insieme delle n-uple di numeri reali, dove
n € un numero naturale. Abbiamo cioe:

R™ :={(a1,a2,...,an) | a; € R per 1 <i < n}.

Osserviamo che R™ puo essere facilmente identificato con I'insieme M(1,n,R)
delle matrici reali a una riga e n colonne: a ogni elemento (ay,as, ..., a,) di R™
possiamo associare la matrice (a1 as ... an) e viceversa. Possiamo anche
trasportare le operazioni da M(1,n,R) in R™ in modo tale che R™ risulti uno
spazio vettoriale. Poniamo allora:

(a17a2,...,an) + (bl,bg,...,bn) = (a1 +b1,a0 +ba, ..., an +bn),
k(a1 ag,...,a,) = (kai, kasg, ..., kay). A

Esempio 13.7 Consideriamo R? con le operazioni cosi definite:
(al, ag) + (bl, bz) = (a1 + by, a9 + bg),
k(ay,az) = (0, kaz).

Poiché l'operazione di addizione e la stessa utilizzata nell’esempio 13.6, le
proprieta 1, 2, 3 e 4 (che coinvolgono solo l'operazione di addizione) sono
verificate. Per verificare la proprieta 5, osserviamo che 1(ai,a2) = (0,a2):
dunque se a; # 0, troviamo che 1(aj,a2) # (a1,a2). La proprietda 5 non
¢ dunque verificata e, pertanto, R? con queste operazioni non & uno spazio
vettoriale. Si potrebbe vedere che le proprieta 6, 7 e 8 sono verificate. A

Esempio 13.8 Consideriamo l'insieme R[z] dei polinomi a coefficienti reali
nell’indeterminata x. Possiamo considerare ’'usuale addizione tra polinomi e
I’usuale moltiplicazione di uno scalare per un polinomio. Si verifica facilmente
che con queste operazioni R[z] & uno spazio vettoriale. A

13.3 Proprieta degli spazi vettoriali

Nel terzo capitolo abbiamo visto le seguenti proprieta di M(p, ¢, R)
1. Data la matrice nulla 0 € M(p, ¢, R), per ogni h € R si ha:

h0 = 0.
2. Per ogni matrice A € M(p, ¢, R) si ha:

04 =0.

Notiamo che a sinistra con 0 abbiamo indicato 0 € R, a destra invece con 0
abbiamo indicato 0 € M(p, ¢, R)
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3. Per ogni matrice A € M(p, ¢, R) si ha:

(-1)A=-4
Consideriamo ora lo spazio vettoriale V2(0). In esso sono valide proprieta
analoghe:

1. Dato il vettore nullo 0 € V2(O), per ogni h € R si ha:

h0 = 0.
2. Per ogni v € V2(0) si ha:
Ov=0
3. Per ogni v € V2(0) si ha:
(-1)v = —v.

Viene allora spontaneo chiedersi se valgano analoghe proprieta in tutti gli
spazi vettoriali. Possiamo verificare facilmente che € cosi per tutti gli esempi
di spazi vettoriali che abbiamo fornito in questo capitolo: basta calcolare
esplicitamente i vari prodotti interessati. Il fatto che valgano per tutti gli
esempi che abbiamo dato non e pero sufficiente a concludere che valgano in
generale. Se vogliamo provare a dimostrare queste proprieta per uno spazio
vettoriale qualunque dobbiamo operare in modo diverso: per definizione di
spazio vettoriale sappiamo che esistono delle operazioni, e sappiamo che tali
operazioni soddisfano alcune proprieta ma non abbiamo una formula che ci
permetta di calcolarle esplicitamente. Dobbiamo quindi cercare di dimostrare
queste proprieta in maniera, per cosi dire, astratta.
Cominciamo dando il:

Teorema 13.9 (legge di cancellazione della somma) Siano u, v e w vet-
tori di uno spazio vettoriale V.. Allora

u—+v=u-+w see solo sev=uw.
Come casi particolari abbiamo:

u—+ v =u se e solo se v=0;

u+v=w se e solo sev=w—u.

Esercizio di base 13.10 Dimostrare la legge di cancellazione.

Vogliamo ora calcolare il prodotto dello scalare 0 per un vettore qualsiasi
v. Utilizzando unicamente le proprieta che definiscono uno spazio vettoriale
abbiamo allora:

Ov = (0+0)v = 0v + Ov.

Dalla legge di cancellazione segue allora che 0v = 0.
Calcoliamo ora il prodotto di uno scalare qualsiasi h per il vettore nullo.
Utilizzando le proprieta di spazio vettoriale abbiamo allora:

hO = h(0 + 0) = hO + hO.

Dalla legge di cancellazione segue allora che h0 = 0.
Abbiamo cosi dimostrato la:
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Proposizione 13.11 In uno spazio vettoriale V wvalgono le proprieta:
1. Ov =0 per ogni v € V;

2. h0 =0 per ogni h € R.

Viene spontaneo chiedersi se sia possibile ottenere il vettore nullo come prodotto
di uno scalare per un vettore in altri modi. La risposta ¢ data dal:

Teorema 13.12 Sia v un vettore di uno spazio vettoriale V', e sia h un
elemento di R. Se hv = 0 allora h = 0 oppure v = 0.

DIMOSTRAZIONE Sappiamo che hv = 0. Dobbiamo mostrare che h = 0 opuure
v = 0. Se h = 0 abbiamo finito, se A # 0 mostriamo che v = 0. Moltiplichiamo
per h~! entrambi i membri dell’uguaglianza hv = 0 e otteniamo:

h'(hw) = 0.
Ora h='(hv) = (h"*h)v = lv = v, e h~10 = 0: pertanto v = 0. =

Proposizione 13.13 Se v é un vettore di uno spazio vettoriale V' allora vale
luguaglianza (—1)v = —v.

DIMOSTRAZIONE Dobbiamo mostrare che (—1)v e lopposto del vettore wv.
Dobbiamo cioé mostrare che v + (—1)v = 0. Allora:

v+ (-v=1lv+ (-v=(1+(-1))v =0v =0. -

13.4 Soluzioni degli esercizi di base

EB.13.4 Ovviamente 2v = (14+1)wv. Dalla proprieta 7 abbiamo che (1+1)v = lv+1wv.
La proprieta 5 ci dice che 1v = v. In conclusione:

2o=(1+1)v=1lv+lv=v+w.

EB.13.10 Chiaramente se v = w allora vale I'uguaglianza u + v = u + w. Viceversa
se u +v = u + w allora sommando ad ambo i membri di questa uguaglianza il vettore
—u otteniamo

—u+ (utv)=—-u+ (u+w)
da cui si ha, per la proprieta associativa:
(—rut+u)+v=(—u+u)+w

cioe
0O+v=04+w

vale a dire v = w.
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13.5 Sunto

Spazi vettoriali

Definizione (di spazio vettoriale sui reali) Sia dato un insieme non vuoto
V, 1 cui elementi vengono chiamati vettori. Chiameremo invece scalari gli
elementi di R. In V sia definita un’operazione binaria interna, cioé una legge
che a ogni coppia (v, w) di vettori di V associ un vettore di V' che indichiamo con
il simbolo v + w. Tale operazione viene chiamata addizione in V' e il vettore
v +w viene detto somma dei vettori v e w. Sia inoltre definita un’operazione
binaria esterna, cioé una legge che a ogni coppia (k, v) formata da uno scalare
k e da un vettore v di V associ un vettore di V' che indichiamo con il simbolo
kv. Tale operazione viene chiamata moltiplicazione per uno scalare e il
vettore kv viene detto prodotto dello scalare k per il vettore v. L’insieme V'
dotato delle operazioni di addizione e di moltiplicazione di un vettore per uno
scalare viene detto spazio vettoriale su R se sono verificate le proprieta:

l. (u+v)+w=u+(v+w)perognnueV,veVeweV.
2. u+v=v+uperogniuecV, veV.

3. Esiste un vettore e € V tale che u+ e =wu per ogniu € V.

Si puo dimostrare che un tale vettore e & unico. Indichiamo questo vettore
con il simbolo 0 e lo chiamiamo vettore nullo.

Scriveremo allora 4 + 0 = u per ogni u € V.

4. Per ogni vettore u € V esiste un vettore v € V tale che u + v = 0.

Si puo dimostrare che un tale vettore v & unico. Indichiamo questo vettore
con il simbolo —u e lo chiamiamo vettore opposto del vettore w.

Scriveremo allora u + (—u) = 0.
5. lu = u per ogni u € V.
6. h(k(u)) = (hk)u per ogni w € V e per ogni h € R, k € R.
7. (h+k)u = hu + ku per ogni u € V e per ogni h € R, k € R.

8. h(u+v) =hu+ hv per ogniu € V, v €V e per ogni h € R. A

Proprieta degli spazi vettoriali

Teorema (legge di cancellazione della somma) Siano u, v e w vettori
di uno spazio vettoriale V. Allora

u+v=u+w se e solo sev=uw.
Come casi particolari abbiamo:

u—+ v =u se e solo se v=0;

u—+v=w se e solo sev=w—u.

Proposizione In uno spazio vettoriale V wvalgono le proprieta:
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1. Ov =0 per ogni v € V;
2. h0 =0 per ogni h € R.

Teorema Sia v un vettore di uno spazio vettoriale V, e sia h un elemento di
R. Se hv =0 allora h =0 oppure v = 0.

Proposizione Se v é un vettore di uno spazio vettoriale V su R allora vale
Puguaglianza (—1)v = —v.
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CAPITOLO

Sottospazi vettoriali

In questo capitolo studieremo i sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale V',
vale a dire quei sottoinsiemi di uno spazio vettoriale che sono essi stessi spazi
vettoriali.

14.1 Sottospazi vettoriali

Supponiamo di avere un sottoinsieme non vuoto F di uno spazio vettoriale
V. Ci chiediamo se E sia esso stesso uno spazio vettoriale. Affinché questa
domanda abbia senso, dobbiamo innanzitutto precisare quali sono le operazioni
da utilizzare in E. Verrebbe spontaneo rispondere che possiamo utilizzare le
stesse operazioni di V. Questa risposta nasconde perd un’insidia. Consideriamo
infatti il seguente:

Esempio 14.1 Sia F il sottoinsieme di M(2,2,R) formato dalle matrici che
hanno almeno un elemento nullo. Dunque, ad esempio, le matrici

() w0 ) e (0%

sono matrici di ', mentre la matrice

o)

non ¢ una matrice di . Potremmo allora cercare di stabilire se F sia uno
spazio vettoriale rispetto alle operazioni che possiamo indurre dalle operazioni
dello spazio vettoriale M(2,2, R). Prima di verificare se le operazioni soddisfano
le proprieta che definiscono uno spazio vettoriale, € pero opportuno fare un
passo indietro e chiedersi: ¢ vero che possiamo definire delle operazioni in E a
partire dalle corrispondenti operazioni di M(2,2,R)? Potremmo essere tentati
di rispondere di si, perché se sappiamo sommare due matrici qualunque di
M(2,2,R), in particolare sappiamo sommare due matrici di E. Cid & vero,
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ma se prendiamo, ad esempio, le due matrici A e B di F date in precedenza,

vediamo che:
1 -2 0 1 1 -1
A+B_<o 2)*(3 2)‘(3 4)'

Dunque, A+ B non & una matrice di E': non possiamo cioe utilizzare I’operazione
di addizione di M(2,2,R) per definire un’operazione di addizione in E. A

L’esempio precedente ci mostra che, dato un sottoinsieme non vuoto F di uno
spazio vettoriale V', non e detto che 'operazione di addizione di V induca
un’operazione di addizione in E. Consideriamo ora il seguente:

Esempio 14.2 Sia F il sottoinsieme di M(2,2,R) formato dalle matrici che
hanno tutti gli elementi interi. Dunque, ad esempio, le matrici

= ¥) m=(2)

sono matrici di F, mentre la matrice

1 4
C"(l 3)

non e una matrice di E. Si vede facilmente che la somma di due matrici di

E & ancora una matrice di E, e, dunque, in FE risulta definita un’operazione

di addizione, ma se moltiplichiamo una matrice di E per uno scalare non e

detto che otteniamo sempre una matrice di E, come si puo vedere moltiplicando
1

la matrice A per 5. Dunque in £ non possiamo definire un’operazione di

moltiplicazione di uno scalare per un vettore. A

Gli esempi precedenti ci mostrano che, dato un sottoinsieme non vuoto E di
uno spazio vettoriale V', per stabilire se E sia esso stesso uno spazio vettoriale,
dobbiamo innanzitutto stabilire se abbiamo delle operazioni in F, e poi verificare
se queste operazioni soddisfano le proprieta che definiscono uno spazio vettoriale.
Diamo allora la:

Definizione 14.3 Un sottoinsieme non vuoto F di uno spazio vettoriale V' si
dice sottospazio vettoriale di V' (o, pitt brevemente, sottospazio) se:

u+veFEperogniue E,ve E
ku € F per ogni k € R,u € E. A

Se E ¢ un sottospazio vettoriale di V', allora le operazioni di V' inducono in
FE un’operazione di addizione di vettori e un’operazione di moltiplicazione di
uno scalare per un vettore. Adesso si che ha senso chiedersi se E, rispetto
a queste operazioni, sia uno spazio vettoriale. Si tratta dunque di verificare
tutte le proprieta. Vorremmo pero evitare di doverlo fare per ogni singolo
esempio che affrontiamo: ci chiediamo se alcune proprietd (o magari tutte) siano
automaticamente soddisfatte. Ad esempio, se abbiamo tre vettori u, v e w di
E & chiaro che si ha (u +v) + w = u + (v + w) perché cio & vero in tutto V.
Lo stesso ragionamento puo applicarsi ad altre delle proprieta che definiscono il
concetto di spazio vettoriale. Ci sono pero due proprieta che richiedono un po’

202 G. Accascina e V. Monti



14.1. Sottospazi vettoriali

di attenzione: l'esistenza dell’elemento neutro rispetto all’addizione e I’esistenza
dell’opposto. Sappiamo infatti che in V esiste un vettore 0 tale che u +0 = u
per ogni w € V: a maggior ragione si avra u + 0 = u per ogni u € E. Non
sappiamo pero a priori se il vettore 0 appartiene esso stesso ad E. Allo stesso
modo, dato un vettore u € E, dal momento che questo vettore ¢ un vettore
di V, esiste in V il vettore opposto di u, ma non sappiamo a priori se —u
appartiene ad E. In realtd queste due proprieta (esistenza dell’elemento neutro
ed esistenza dell’opposto) sono automaticamente soddisfatte in un sottospazio
vettoriale, come risulta dal:

Teorema 14.4 Se E ¢é un sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale V
allora 0 € E e, per ogni vettore w di F, il vettore —u appartiene ad E. Dunque
E ¢ esso stesso uno spazio vettoriale (e cio giustifica il nome di sottospazio).

DIMOSTRAZIONE Vogliamo mostrare che 0 € E. Sappiamo che se k ¢ un numero
reale e se v ¢ un vettore di E si ha che kv appartiene ad E. In particolare cio
& vero se prendiamo come scalare k il numero 0 e come vettore v un qualsiasi
vettore di E (che & non vuoto, per definizione di sottospazio vettoriale). Dunque
Ove E, malOv=0,cioe 0c E.

Vogliamo ora mostrare che se u € un vettore di F allora —u appartiene
anch’esso ad E. Come prima, sappiamo che ku appartiene ad E qualunque
sia k: in particolare (—1)u appartiene ad E. Poiché (—1)u = —u abbiamo il
nostro risultato. n

Nella dimostrazione di questo teorema abbiamo mostrato che I’elemento neutro
della addizione di F & necessariamente lo stesso elemento neutro della addizione
di V. Abbiamo dunque la seguente osservazione, banale, ma molto utile:

Osservazione 14.5 Se un sottoinsieme F di uno spazio vettoriale V non
contiene il vettore 0 allora E non € un sottospazio vettoriale di V. A

Notiamo che in generale, dato un sottoinsieme E di uno spazio vettoriale V' per
mostrare che F & uno spazio vettoriale dobbiamo innanzitutto mostrare che E
non ¢ vuoto: invece di far cio possiamo semplicemente verificare se il vettore
0 appartiene ad E. Se infatti 0 appartiene ad E, allora E & sicuramente non
vuoto, e possiamo quindi passare a verificare le altre proprieta. Se, invece, 0
non appartiene ad F, non & detto che E sia vuoto (FE potrebbe contenere dei
vettori diversi dal vettore nullo): sicuramente, perd possiamo affermare che E
non € un sottospazio vettoriale.

Esercizio di base 14.6 Sia F il sottoinsieme di M(2,2,R) formato dalle ma-

trici
a a
a b A

al variare di a e b in R. Stabilire se E ¢ un sottospazio vettoriale di M(2,2, R).

Esercizio di base 14.7 Sia E il sottoinsieme di M(2,2,R) formato dalle ma-

trici
a 1
a b A

al variare di a e b in R. Stabilire se E & un sottospazio vettoriale di M(2, 2, R).
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Esempio 14.8 Dato un qualsiasi spazio vettoriale V' il sottoinsieme {0} di V'
formato dal solo vettore nullo & ovviamente un sottospazio vettoriale di V. Lo
spazio vettoriale V' & inoltre un sottospazio vettoriale di se stesso. Questi due
sottospazi vettoriali di V' sono detti sottospazi banali. A

Esempio 14.9 Consideriamo lo spazio vettoriale M(n,n,R) delle matrici qua-
drate di ordine n. Vediamo alcuni esempi di suoi sottospazi vettoriali (i primi 3
li abbiamo gia incontrati nel capitolo 2):

il sottoinsieme TR(n) delle matrici triangolari superiori;

il sottoinsieme Tg(n) delle matrici triangolari inferiori;

il sottoinsieme S(n,R) delle matrici simmetriche;

e il sottoinsieme A(n,R) delle matrici antisimmetriche, vale a dire delle matrici
A tali che A = —A.

La dimostrazione del fatto che questi siano sottospazi vettoriali non e difficile.
Innanzitutto sono tutti non vuoti perché la matrice nulla appartiene a ciascuno
di essi.

Per quanto riguarda T®(n), ¢ facile vedere che la somma di due matrici
triangolari superiori € una matrice triangolare superiore, e che, moltiplicando una
matrice triangolare superiore per uno scalare, si ottiene una matrice triangolare
superiore. Dunque TF(n) & un sottospazio vettoriale di M(n,n,R). Per il
sottoinsieme Tr(n) si procede in maniera analoga.

Consideriamo ora S(n,R): dobbiamo mostrare che, se A ¢ B sono due
matrici di S(n,R) allora A + B appartiene a S(n,R): sappiamo cio¢ che ‘A = A
e 'B = B e dobbiamo mostrare che (A + B) = A+ B. Si ha

YA+ B)='A+'B=A+B.

Dobbiamo ora mostrare che se A appartiene a S(n,R) e k ¢ uno scalare allora
kA appartiene a S(n,R): sappiamo cio¢ che !A = A e dobbiamo mostrare che
Y{kA) =kA. Siha
fkA) = K'A = kA.
Abbiamo mostrato che S(n,R) ¢ un sottospazio vettoriale.
Consideriamo infine A(n,R). Dobbiamo mostrare che, se A e B sono due

matrici di A(n,R) allora A+ B appartiene a A(n,R): sappiamo cio¢ che ‘A = — A
e 'B = —B e dobbiamo mostrare che (A + B) = —(A+ B). Si ha

YA+B)='"A+'B=-A—-B=—(A+DB).
Infine dobbiamo mostrare che se A appartiene a A(n,R) e k & uno scalare allora
kA appartiene a A(n,R): sappiamo cio¢ che ‘A = —A e dobbiamo mostrare che

{(kA) = —kA. Si ha

(kA) = k'A = k(—A) = —kA. A
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Esempio 14.10 Consideriamo I'insieme RZ° di R formato dai numeri maggiori
o uguali a 0. Questo & un sottoinsieme non vuoto. La somma di due numeri di
R=° appartiene chiaramente a RZ°. Il prodotto di uno scalare (cio¢ un elemento
di R) per un vettore (cio¢ un elemento di RZ°) non appartiene necessariamente
a RZ0 (ad esempio —1 -1 ¢ RZ%). Dunque RZ° non & un sottospazio vettoriale
di R. A

Esempio 14.11 Consideriamo 'insieme R[x] dei polinomi a coefficienti reali
nell’indeterminata z. Sia n un numero naturale: consideriamo il sottoinsieme
R™[x] dei polinomi di R[x] di grado minore di n (si ricorda che un polinomio ha
grado d se puo essere scritto nella forma

ada:d + aq— 1md71

+ a1 +ag

dove ag, ag—1, --., a1, ag sono numeri reali e ag # 0. Per completezza diciamo
che il polinomio nullo ha grado —1). I polinomi di grado minore di n sono allora
quelli che si possono scrivere nella forma:

-1 —2
Ap12" " Fap_2x" "+ +a1x+ag

con Gp_1, Gn2, - .., a1, o numeri reali. Notiamo in particolare che R! [x] &
semplicemente R, mentre R°[x] ¢ il sottoinsieme formato dal solo numero 0. Si
vede facilmente che R™[z] ¢ un sottospazio vettoriale di R[z]. A

Consideriamo ora un sistema S di p equazioni lineari in ¢ incognite. Sappiamo
che S puo essere scritto nella forma matriciale AX = B, dove A € M(p, q,R)
¢ la matrice dei coefficienti, B € M(p,1,R) ¢ la matrice colonna dei termini
noti e X & la matrice colonna delle incognite. Le soluzioni di S formano un
sottoinsieme Sol(S) di M(q,1,R). Ci chiediamo se Sol(S) sia un sottospazio
di M(q,1,R). Come prima cosa verifichiamo se la matrice nulla appartiene a
Sol(S). Cio avviene se e solo se A0 = B, cioe se e solo se B = 0, vale a dire se i
termini noti di tutte le equazioni sono nulli. Cio ci suggerisce la:

Definizione 14.12 Un sistema S di equazioni lineari si dice omogeneo se i
termini noti di tutte le equazioni che compongono il sistema S sono nulli. A

Abbiamo I'immediata:

Osservazione 14.13 Un sistema lineare omogeneo S: AX = 0 & sempre riso-
lubile perché ammette (almeno) la soluzione X = 0, detta soluzione banale o
soluzione nulla. Ovviamente un sistema omogeneo puo avere altre soluzioni
oltre a quella banale. A

Esercizio di base 14.14 Dimostrare che un sistema omogeneo S: AX = 0
ammette soluzioni non banali se e solo se il rango di A & minore del numero
delle incognite.

Dalle argomentazioni viste sopra, sappiamo che se S € un sistema non omogeneo
allora Sol(S) non contiene la matrice nulla e quindi abbiamo la:

Osservazione 14.15 L’insieme delle soluzioni di un sistema non omogeneo S
di p equazioni in ¢ incognite non & un sotto spazio vettoriale di M(q,1,R). A
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Dobbiamo allora vedere cosa succede se consideriamo l'insieme delle soluzioni
di un sistema omogeneo. Abbiamo il:

Teorema 14.16 Dato un sistema lineare omogeneo di p equazions in q incognite
S: AX = 0 linsieme Sol(S) delle sue soluzioni é un sottospazio vettoriale di
M(g, 1,R).

DIMOSTRAZIONE Abbiamo gia osservato che Sol(S) # & perché contiene la
matrice nulla. Siano ora X; e X5 due elementi di Sol(S). Dobbiamo dimostrare
che X; + X5 € Sol(S). Notiamo che poiché X; e X5 sono due soluzioni di S
abbiamo che AX; =0 e AX5 = 0. Per provare che X; + X5 € Sol(S) dobbiamo
allora mostrare che X7 + X2 € una soluzione di S, vale a dire che A(X;+X5) = 0.
Ma

AX) + Xo) = AX, + AXy =0+ 0 = 0.

Mostriamo ora che il prodotto di uno scalare k per un elemento X; di Sol(S)
sta ancora in Sol(S). Sappiamo allora che AX; = 0 e, dobbiamo provare che
A(kX,) = E(AX,) = k0 = 0. -

Esercizio di base 14.17 Dimostrare che il sottoinsieme E di R™ formato dai

vettori (a1, as,...,a,—1,0) la cui ultima componente & nulla & un sottospazio
vettoriale di R™. Possiamo dire lo stesso per il sottoinsieme F' formato dai
vettori (ay,as,...,an—1,1) la cui ultima componente ¢ uguale a 1?7

14.2 Sottospazi di VZ(0) e di V3(O)

Se r & una retta del piano o dello spazio passante per l'origine abbiamo visto
che:

1. sommando vettori il cui termine giace su r si ottiene un vettore il cui termine
giace su r (osservazione 11.16);

2. moltiplicando un vettore il cui termine giace su r per uno scalare si ottiene
un vettore il cui termine giace su r (osservazione 11.17).

In altri termini

Proposizione 14.18 Data una retta r del piano o dello spazio passante per

0, il sottoinsieme E di V2(O) (o V3(0)) formato dai vettori del tipo OA con
A € r & un sottospazio vettoriale.

In maniera analoga, utilizzando le osservazioni 11.18 e 11.19 si ha la:

Proposizione 14.19 Dato un piano m dello spazio passante per O, il sottoin-

sieme E di V3(O) formato dai vettori del tipo OA con A € © & un sottospazio
vettoriale.

Dunque a rette e piani passanti per I'origine corrispondono sottospazi vettoriali
di V2(0) e di V3(0O). Piu avanti vedremo (esempio 17.33) che, a parte i
sottospazi banali, tutti i sottospazi vettoriali di V2(0) e di V3(O) sono di
questo tipo.
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14.3 Soluzioni degli esercizi di base

EB.14.6 Chiaramente il sottoinsieme F & non vuoto, perché contiene, ad esempio, la
matrice nulla. Consideriamo ora due matrici generiche:

._ al al o az a2
M = <a1 b1) e N:= (a2 b2>

a1 +az ai+az
ar+az b1+ b

appartiene ad E se e solo se esistono due numeri reali as e bs tali che

o as as
M+N_(a3 bg).

di E. La loro somma,
M+ N = (

Si vede allora che basta porre as = a1 + a2 e bs = b1 + ba. Analogamente se
consideriamo il prodotto di uno scalare k£ per la matrice M troviamo:

_ (kar kax
kM = (km kbl) ’

Questa matrice appartiene ad E se e solo se esistono due numeri reali a4 e by tali che

kM = (a“ “4) .
a4 b4
Si vede allora che basta porre a4 = kai e by = kbi. Dunque E ¢ un sottospazio
vettoriale.

EB.14.7 Notiamo che il sottoinsieme E non contiene la matrice nulla. Dunque F
non & un sottospazio vettoriale.

EB.14.14 Dire che il sistema S ammette soluzioni non banali & equivalente ad
affermare che ha piu di una soluzione. Sappiamo che le soluzioni di un sistema
risolubile di matrice A dipendono da g — rk A parametri, dove ¢ & il numero delle
incognite. Dunque il sistema S ha piu di una soluzione se e solo se ¢ —rk A > 0.

EB.14.17 1l sottoinsieme E di R™ formato dai vettori (ai,as,...,an—1,0) la cui
ultima componente ¢ nulla puo essere visto come l'insieme delle soluzioni del sistema
lineare omogeneo nelle incognite x1, x2, ..., £, formato dall’unica equazione x,, = 0.
Pertanto E ¢ un sottospazio vettoriale di R™. Allo stesso modo F' pud essere visto
come !’insieme delle soluzioni del sistema lineare non omogeneo nelle incognite x1,
T2, ..., Tn formato dall’'unica equazione x, = 1, e, dunque, F' non & un sottospazio
vettoriale di R"™.

14.4 Sunto

Sottospazi vettoriali

Definizione Un sottoinsieme non vuoto E di uno spazio vettoriale V si dice
sottospazio vettoriale di V' (o, pit brevemente, sottospazio) se:

u+veFEperogniue E,veFE,
ku € Eperognik e RuekFE. A
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Se E & un sottospazio vettoriale di V, allora le operazioni di V' inducono in F
un’operazione di addizione di vettori e un’operazione di moltiplicazione di uno
scalare per un vettore. Abbiamo il:

Teorema Se E ¢ un sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale V allora E €
esso stesso uno spazio vettoriale rispetto alle operazioni indotte dalle operazioni
di V.

Osservazione Se un sottoinsieme E di uno spazio vettoriale V' non contiene il
vettore 0 allora E non & un sottospazio vettoriale di V. A

Definizione Un sistema S di equazioni lineari si dice omogeneo se i termini
noti di tutte le equazioni che compongono il sistema .S sono nulli. A

Osservazione Un sistema lineare omogeneo S: AX = 0 & sempre risolubile
perché ammette (almeno) la soluzione X = 0, detta soluzione banale o
soluzione nulla. Ovviamente un sistema omogeneo puo avere altre soluzioni
oltre a quella banale: ci0 avviene se e solo se il rango di A € minore del numero
delle incognite. A

Osservazione L’insieme delle soluzioni di un sistema non omogeneo S di p
equazioni in ¢ incognite non ¢ un sotto spazio vettoriale di M(q, 1, R). A

Teorema Considerato un sistema lineare omogeneo di p equazions in q incognite
S: AX =0, linsieme Sol(S) delle sue soluzioni & un sottospazio vettoriale di
M(g, 1, R).

Sottospazi di V2(0) e di V3(0)

Proposizione Data una retta v del piano o dello spazio passante per O, il

sottoinsieme E di VZ(O) (o V3(0)) formato dai vettori del tipo OA con A € r
e un sottospazio vettoriale.

Proposizione Dato un piano w dello spazio passante per O, il sottoinsieme E
di V3(O) formato dai vettori del tipo OA con A € 7 ¢ un sottospazio vettoriale.

14.5 Esercizi
E.14.1 Sia F il sottoinsieme di M(2,3,R) formato dalle matrici
a 2a 0
b—a 0 b
al variare di a e b in R. Stabilire se E ¢ un sottospazio vettoriale di M(2, 3, R).
E.14.2 Sia F il sottoinsieme di M(2,2,R) formato dalle matrici
a a
a? 0

al variare di @ in R. Stabilire se E ¢ un sottospazio vettoriale di M(2, 2, R).
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E.14.3 Sia F il sottoinsieme di M(2,2,R) formato dalle matrici

a a
a b-1
al variare di a e b in R. Stabilire se E & un sottospazio vettoriale di M(2,2, R).

E.14.4 Stabilire se il sottoinsieme E dello spazio vettoriale R™ formato dai

vettori (a1, as, . ..,ay) tali che a1 +as+ - -+ a, = 0 & un sottospazio vettoriale
di R™.
E.14.5 Stabilire se il sottoinsieme E dello spazio vettoriale R" formato dai
vettori (a1, ag,...,ay) tali che a1 +as+ -+ a, = 1 & un sottospazio vettoriale
di R™.
E.14.6 Stabilire se il sottoinsieme E dello spazio vettoriale R" formato dai
vettori (a1, as,...,ay,) tali che ay = as = -+ = a, & un sottospazio vettoriale
di R™.

E.14.7 Stabilire se l'insieme Q dei numeri razionali ¢ un sottospazio vettoriale
di R.

E.14.8 Sia n un numero intero positivo o nullo. Si dica quali dei seguenti
sottoinsiemi di R[x] sono sottospazi vettoriali:

a. il sottoinsieme E formato dai polinomi di grado almeno n;

b. il sottoinsieme F formato dai polinomi di grado almeno n e dallo 0;
c. il sottoinsieme G formato dai polinomi di grado n;

d. il sottoinsieme H formato dai polinomi di grado n e dallo 0;

e. il sottoinsieme J formato dai polinomi omogenei di grado n e dallo 0.

E.14.9

Si consideri lo spazio vettoriale R[x] dei polinomi a coefficienti in R. Stabilire
se 1 seguenti sottoinsiemi sono sottospazi vettoriali di R[z].

a. Il sottoinsieme F formato dai polinomi del tipo ag + a1z + - -+ + a,x™ i cui
coefficienti soddisfano la relazione ag + a1 + - -- + a,, = 0.

b. II sottoinsieme F' formato dai polinomi del tipo ag + a1z + - - - + apx™ con i
coefficienti di potenze pari sono nulli (i.e. a; = 0 se i & pari).

c. Il sottoinsieme G formato dai polinomi f(x) tali che f(0) > 0.

d. 1l sottoinsieme H formato dai polinomi f(z) tali che f(0) = f/(0) = 0.
E.14.10 Tra i seguenti sottoinsiemi dire quali sono sottospazi vettoriali.
a. Il sottoinsieme F = {(z,9,2) | * +y =y + 2z = 0} di R?;

b. il sottoinsieme E = {(x,y,2) | * +y = yz = 0} di R3;
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c. il sottoinsieme E == {(1¥) |z € R,y € R,z € R} di M(2,2,R);
d. il sottoinsieme E := {(z,y) | y = 3z} di R
e. il sottoinsieme E == {(x,y) | y = 3z + 1} di R?

(
f. il sottoinsieme E = {(gi! ai2 ai3) | ai; € Q} di M(2,3,R).

a21 a22 @23

14.6 Soluzioni degli esercizi

E.14.1 Chiaramente E & non vuoto. Consideriamo due matrici

._ al 2&1 0 ._ az 20,2 0
M= <b1 — a1 0 b1> e Ni= <b2 — az 0 b2>
di E. Vediamo che si ha

M—|—N2( a1 + as 2a1 + 2as 0 )

b1 — a1+ b2 — a2 0 b1 + b2
La matrice M + N appartiene a E se e solo se esistono numeri reali as e bz tali che:

as 2a3 0 )

M+N:<b37a3 0 b3

Basta allora porre as := a1 + a2 e bz := b1 + ba. Analogamente se consideriamo il
prodotto di uno scalare k per la matrice M troviamo:

_ kal 2ka1 0
kM = (kbl — ka1 0 ]ﬂln) ’

La matrice kM appartiene a E se e solo se esistono numeri reali a4 e bs tali che:

_ a4 2a4 O
kM B <b4 — a4 O b4) ’

Basta porre a4 := ka1 e by := kb;. Pertanto E & un sottospazio vettoriale di M(2, 3, R).

E.14.2 Chiaramente F & non vuoto. Consideriamo due matrici

o al al o az az
M = (a% 0) e N := (a% O)
di E. Vediamo che si ha

M+ N= <a1+a2 al+a2>

2 2
a1+a2 0

La matrice M + N appartiene a E se e solo se esiste a3z in R tale che:

- as as

Dovremmo allora avere as = a1 +as € a3 = a2 +a. In generale questo non & possibile:

basta infatti scegliere a; = az = 1. In tal caso avremmo a1 + a2 = 2 € a3 +a% = 2. Le
condizioni as = 2 e a3 = 2 sono ovviamente in contraddizione. Dunque E non & un
sottospazio vettoriale di M(2,2,R).
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E.14.3 Chiaramente E & non vuoto. Consideriamo due matrici

o al al o az a2
M ._ (a1 bl — 1) € N ._ (a2 b2 — 1)

di E. Vediamo che si ha

M+N:<a1+a2 a1 + a2 )

a1 +az by+b2—2

Per stabilire se M + N appartiene ad E dobbiamo stabilire se esistono dei numeri

reali a3z e b3 tali che:
_ as as
M+N—<% %_J.

Vediamo allora che cio si ottiene ponendo a3 := a1 + a2 e bs := b1 + b — 1.
Analogamente se consideriamo il prodotto di uno scalare k per la matrice M

troviamo:
_ ka1 kal
kM = (kal kb — k) ’

Per vedere se kM appartiene in E dobbiamo stabilire se esistono dei numeri reali a4 e

by tali che:
(s aq
W_@bro.

Vediamo allora che cio si ottiene ponendo a4 := ka; e by == kb1 — k + 1.
Pertanto E & un sottospazio vettoriale di M(2,2,R).

E.14.4 1l sottoinsieme E puo essere visto come I'insieme delle soluzioni del sistema
lineare omogeneo nelle incognite =1, x2, ..., , formato dall’'unica equazione x1 +
T2 + -+ xn = 0. Pertanto F & un sottospazio vettoriale di R"™.

E.14.5 Il sottoinsieme E puo essere visto come l'insieme delle soluzioni del sistema
lineare non omogeneo nelle incognite =1, x2, ..., z, formato dall’unica equazione
1+ x2+ -+ x, = 1. Pertanto F non & un sottospazio vettoriale di R"™.

E.14.6 1l sottoinsieme E puo essere visto come 'insieme delle soluzioni del sistema
lineare omogeneo nelle incognite x1, 2, ..., T, formato dalle equazioni

1'171'2:0

1‘27583:0

Tn_1— Tn =0
Pertanto E & un sottospazio vettoriale di R"™.

E.14.7 Ovviamente Q & non vuoto. La somma di due vettori di Q (ovvero di due
numeri razionali) ¢ un numero razionale, cio¢ un vettore di Q. Se moltiplichiamo uno
scalare k (cioé un numero reale) per un vettore v di Q (cioé un numero razionale) non &
detto che il risultato sia un elemento di Q (basta considerare esempio v/2-1 = v/2 ¢ Q).

E.14.8 1 sottoinsiemi E e GG non sono sottospazi vettoriali perché non contengono il
polinomio nullo (ricordiamo che il grado di 0 & —1).

Il sottoinsieme F' & un sottospazio vettoriale se n = 0 (in tal caso infatti F' = R[z]),
mentre se n > 0 non & un sottospazio vettoriale: infatti consideriamo ad esempio i due
polinomi z™ 4+ 1 e —z™: essi appartengono a F' ma la loro somma z" + 1+ (—z") =1
non appartiene a F' perché 1 ha grado 0.
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Lo stesso esempio utilizzato per F' ci mostra che H non € un sottospazio vettoriale
di R[z] se n > 0, mentre H & un sottospazio vettoriale di R[z] se n = 0 (in tal caso
infatti H = R).

11 sottoinsieme J & invece uno sottospazio vettoriale: esso € infatti formato da
tutti e soli i polinomi del tipo az™ con a € R (per a = 0 otteniamo il polinomio nullo,
per a # 0 otteniamo i polinomi omogenei di grado n). La somma di due polinomi az™
e bz™ di J ¢ uguale a (a+ b)z™ che appartiene ancora a J, e il prodotto di uno scalare
k per un polinomio az™ di J & uguale a (ka)z™ che appartiene ancora a J.

E.14.9

a. Ovviamente l'insieme E & non vuoto perché contiene, ad esempio, il polinomio
nullo. Siano f(z) == ao+ai1xz+ - +anz" e g(x) == bo+biz+- -+ bpnz™ due polinomi
di F, cioe tali che ap+a1+---+an =0eby+b1+ -+ by, = 0. Supponiamo che sia
ad esempio n < m. Possiamo riscrivere il polinomio f(z) cosi:

f(w):a0+a1$+"'+an$n—|—an+1x"+l+...+amwm

CON Gpnt1 = Ant2 = -+ = am = 0. Se invece n > m riscriviamo in maniera analoga
g(z). In tal modo possiamo supporre che m = n (ovviamente se fosse gia m = n, non
dovremmo riscrivere nulla). Allora:

f(z) + g(x) = (a0 +bo) + (a1 + b1)z + -+ + (am + bm)z™.
Sommando i coefficienti delle incognite del polinomio cosi ottenuto troviamo
(a0 +bo) + (a1 +b1)+- -+ (an+bn) = (a0 +a1+---+an)+ (bo+ b1 +---+b,) = 0.

Dunque f(z) + g(x) appartiene a E.
Sia ora A un elemento di R. Si ha

M(z) = Xao + darx + -+ - + Aanz™.
Sommando i coefficienti delle incognite del polinomio cosi ottenuto troviamo
Xao + Aar + -+ + Aan = Mao + a1 + -+ +an) = 0.

Dunque A\f(x) appartiene a E. Pertanto E & un sottospazio vettoriale di R[x].

b. Ovviamente F' & non vuoto perché contiene, ad esempio, il polinomio nullo. Se
f(x) e g(z) sono due polinomi di F' consideriamo il polinomio h(z) = f(z) + g(z).
Dobbiamo verificare se ogni potenza pari 22 di 2 ha coefficiente nullo in h(z). Tl
coefficiente di z** in h(z) & uguale alla somma del coefficiente di z** in f(z) e del
coefficiente di ' in g(z). Per ipotesi il coefficiente di #%* in f(z) & nullo, cosi come il
coefficiente di 2** in g(z). Dunque il coefficiente di ¢ in h(z) ¢ nullo. Pertanto h(x)
appartiene a F'.

Sia ora A un elemento di R e consideriamo il polinomio Af(x). Dobbiamo verificare
se ogni potenza pari z** di = ha coefficiente nullo in Af(z). Il coefficiente di z** in
Af(x) & uguale a Aagi, dove ag; & il coefficiente di 22" in f(x). Per ipotesi sappiamo
che a2; = 0 e, dunque, Aaz; = 0, cioeé i coefficienti di potenze paridi x nel polinomio
Af(x) sono tutti nulli. Dunque Af(x) appartiene a F'.

Pertanto F' & un sottospazio vettoriale di R[x].

c. Ovviamente G € non vuoto perché contiene, ad esempio, il polinomio nullo. Se
f(z) e g(x) sono due polinomi di G, consideriamo il polinomio h(x) == f(z) + g(z).
Dobbiamo verificare se h(0) > 0. Ora h(0) = f(0) + ¢(0): poiché f(0) > 0e g(0) >0
si ha che h(0) > 0, cioe che h(z) appartiene a G. Sia ora A un elemento di R, e sia
k(z) == Af(xz). Dobbiamo verificare se k(0) > 0. Ora k(0) = Af(0). Se scegliamo
A < 0 (ad esempio A = —1) e f(z) tale che f(0) > 0 (ad esempio f(x) = 1) sia ha che
k(0) < 0, cioe che k(z) non appartiene a G. Dunque G non & un sottospazio vettoriale
di Rz].
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d. Ovviamente H & non vuoto perché contiene, ad esempio, il polinomio nullo. Se
f(z) e g(x) sono due polinomi di H consideriamo il polinomio h(z) = f(z) + g(z).
Sappiamo che per ipotesi si ha

Ma allora:

Dunque h(x) appartiene a H.
Sia ora A un numero reale: consideriamo il polinomio k(x) := Af(z). Si ha:

k(0) = Af(0) =0,
E'(0) = Af'(0) = 0.

Dunque k(x) appartiene a H.
In conclusione H & un sottospazio vettoriale di R[x].

E.14.10

a. E & un sottospazio vettoriale di R® perché & Iinsieme delle soluzioni di un sistema
lineare omogeneo.

b. E & un sottoinsieme non vuoto di R® perché (0,0,0) appartiene a E. Siano ora
(z1,y1,21) € (T2,y2, 22) due vettori di E. Questo significa che

1+ Y1 =y121 = T2 + Y2 = Y222 = 0.
Verifichiamo se (z1,y1, 21) + (22, y2, 22) appartiene a E. Si ha
(x1,91,21) + (w2, Y2, 22) = (1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22).
I vettore (z1 + x2,y1 + y2, 21 + 22) appartiene a E se e solo se
(x1+z2) + (y1 +y2) =0
(Y1 +y2)(21 + 22) = 0.
Verifichiamo se queste relazioni sono soddisfatte. Si ha:
(z1+z)+(W1+y2)=z1+y1+22+y2=0
(y1 +y2) (21 + 22) = y121 + Y122 + Y221 + Y222 = Y122 + Yy221.
Si noti che nei calcoli abbiamo sfruttato le relazioni
1+ Y1 =121 =22+ Y2 = Y222 = 0.
Vediamo allora che (z1,y1,21) + (%2, y2, 22) appartiene a E se e solo se
Y122 + y221 = 0.

Questa uguaglianza non ¢ sempre verificata: se ad esempio (z1,¥y1,21) e (T2,y2, 22)
sono rispettivamente i vettori (—1,1,0) e (0,0,1) (che, si noti, sono vettori di F)
otteniamo y122 + y221 = 1. Pertanto, F non € un sottospazio vettoriale.

c. E non ¢ un sottospazio vettoriale di M(2, 2, R) perché la matrice nulla non appartiene
a k.

d. E & un sottospazio vettoriale di R? perché ¢ I'insieme delle soluzioni di un sistema
lineare omogeneo.
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e. E non & un sottospazio vettoriale di R? perché & l'insieme delle soluzioni di un
sistema lineare non omogeneo.

f. E & un sottoinsieme non vuoto di M(2,3,R) perché la matrice nulla appartiene a E.

: . (@11 612 a13 . ( b11 bi2 b3 ici i i
Siano ora A = (gs] ass asy) € B = (,m baa bsy ) due matrici generiche di E.

Questo significa che a;; e b;; sono numeri razionali per ogni i e j. Allora la matrice

b b b . . .
somma A+ B = (Z;ib; Z;;ibég Z;gibég) appartiene a E perché a;; +b;; & un numero

razionale per ogni i e j.
2 . (@11 @12 @13\ A N 1 ] ] P i
Se, infine A := (511 ai2 a3 ) & una matrice di £ (e quindi a;; € un numero razionale

P - N N _ [ Aa11 Xai2 Aais
per ogni i € j) e A & un numero reale non & detto che AA = (Aam Nasa Moy ) @PPartenga

a F perché non & detto che tutti i Aa;; siano numeri razionali (ad esempio se a11 =1

e)\:\/é).
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CAPITOLO

(Generatori

Introduciamo in uno spazio vettoriale qualsiasi un concetto gia visto nel caso
dei vettori geometrici: la combinazione lineare di vettori. Introduciamo poi il
concetto di vettori generatori di uno spazio vettoriale.

15.1 Combinazioni lineari e generatori

Consideriamo le tre matrici

(1 2 (31 (0 2
Al._<2 0), AQ._(l O), A3._(2 0)

di M(2,2,R). Notiamo che queste tre matrici appartengono al sottospazio
vettoriale S(2,R) di M(2,2,R) formato dalle matrici simmetriche. D’altra
parte Aj, Ay e A appartengono anche al sottospazio vettoriale E di M(2,2,R)
formato dalle matrici che hanno Pelemento di posto (2,2) nullo, vale a dire dalle

matrici del tipo:
air a2
a21 0 ’

Ci sono poi anche altri sottospazi vettoriali di M(2,2,R) che contengono le
matrici Ay, As e Az: non possiamo certo elencarli tutti. Possiamo pero chiederci
se, tra tutti i sottospazi vettoriali di M(2,2,R) che contengono le matrici Ay,
Ay e As ce ne sia uno piu “piccolo” di tutti gli altri. Sicuramente un sottospazio
vettoriale F' di M(2,2,R) che contiene le matrici A, A2 e Az deve contenere
tutti i loro multipli, vale a dire le matrici del tipo k1 Ay, ko As, k3 As con ky, ko
e k3 numeri reali. Questo sottospazio F' deve poi contenere le somme di questi
multipli, vale a dire le matrici che si possono scrivere nella formas:

k1A1 + kAo + k3 As.

Si potrebbe proseguire e dire che poi il sottospazio F' deve contenere i multipli
delle matrici che abbiamo cosi ottenuto, poi le loro somme e cosi via. Notiamo
pero che se consideriamo una matrice A che si puo scrivere nella forma

A= klAl + kgAQ + k3A3,
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e ne facciamo il prodotto per uno scalare k, otteniamo la matrice
kA = k(k1 Ay + kaAg + k3 Az) = (kk1) Ay + (kko)As + (kk3) As.
D’altra parte sommando la matrice A alla matrice
B = h1 Ay + hoAs + h3As,

otteniamo come risultato:

A+ B =FkAi + koAs + ksAs + h1 A1 + haoAs + h3As

= (k1 + h1) Ay + (k2 + ha)Ag + (k3 + h3) As.
Ma allora I'insieme delle matrici del tipo:
ki1Ay + kaAg + k3 As.

& un sottospazio vettoriale F' di M(2,2,R) che contiene A, Ay e A3 (ad esempio
Aj si ottiene per k; = 1, ko = k3 = 0). Chiaramente un sottospazio vettoriale di
M(2,2,R) che contiene Ay, As e A3 deve contenere l'intero F. In questo senso,
dunque, F' ¢ il piu “piccolo” sottospazio vettoriale contenente A;, Ay e As.
Vediamo come questo discorso puo estendersi al caso di un numero qualunque
di vettori. Diamo la:

Definizione 15.1 Siano vy, v, ..., v, dei vettori di uno spazio vettoriale V'
e siano ky, ko, ..., k. degli scalari. Chiamiamo combinazione lineare dei
vettori vy, vo, ..., v, a coefficienti kq, ko, ..., k. il vettore

kivi + kovo + - - - + kv, A

Osserviamo che avevamo gia dato questa definizione nel caso particolare dei
vettori geometrici dello spazio VZ(O) o V3(0).

Osservazione 15.2 Nel caso in cui si abbia un singolo vettore v, una sua
combinazione lineare ¢ semplicemente un suo multiplo, vale a dire un vettore
del tipo kv, per qualche k € R. A

Esercizio di base 15.3 Scrivere le combinazioni lineari delle matrici

1 -1 0 1.0 0
Al':(1 2 1) AZ':(O 1 1)
30 0 101 2
A3'<0 0 1> A4‘(0 0 1> =

Possiamo ora dare il:

Teorema 15.4 L’insieme delle combinazioni lineari dei vettori vy, vs, ...,

v,., al variare dei coefficienti k1, ko, ..., k. € un sottospazio vettoriale di V
che chiamiamo sottospazio vettoriale generato dai vettori vy, va, ..., U, €
indichiamo con il simbolo (v1,va,...,v,). Dunque

<v1,v2,...,vr> = {k1U1+k2’02+"'+kr’Ur|k1 e R, ko ER,...7]€T GR}

Il sottospazio vettoriale (v1,va,...,v,) contiene i veltori vy, va, ..., v, ed &
contenuto in tutti i sottospazi vettoriali di V' contenenti vi, va, ..., v,.
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DIMOSTRAZIONE La dimostrazione non e dissimile da quella utilizzata nell’esem-
pio con cui abbiamo iniziato questo capitolo. Si noti che in tale dimostrazione
non abbiamo utilizzato la forma esplicita delle matrici A;, As e Az. Lasciamo
per esercizio la dimostrazione del teorema nel caso generale. n

Esercizio di base 15.5 Dimostrare il teorema precedente.

Segnaliamo che alcuni autori utilizzano, per indicare il sottospazio vettoriale
generato dai vettori vy, vg, ..., v, il simbolo L(vy,vs,...,v,) (dove la lettera
L sta per lineare).

Definizione 15.6 Se V = (vq,vs,...,v,) diremo che V & generato dai vettori
vy, V3, ..., U, oppure che vy, vs, ..., v, generano V o anche che vy, vo, ...,
v, sono generatori di V. In altre parole, v, vo, ..., v, sono generatori di V'
se e solo se ogni vettore di V' & combinazione lineare di vy, vo, ..., v,. A

Esemp_i)o 15.7 Nel teorema 12.9 abbiamo mostrato che dato un vettore non
nullo OA in V2(O) o in V3(0), l'insieme dei multipli di v ¢ formato da tutti e
soli i vettori OP con P appartenente alla retta passante per i punti distinti O e
A. Dunque, utilizzando la nomenclatura appena introdotta, possiamo dire che,
data una retta r passante per l'origine del piano o dello spazio, e dato un punto
A di r distinto dall’origine, I'insieme dei vettori OP con P € r & un sottospazio
vettoriale generato dal vettore OA. A

Esempio 15.8 Utilizzando la nomenclatura appena introdotta possiamo rein-
terpretare i teoremi 12.11 e 12.12.

—
e Teorema 12.11: ﬁi in_V}Q(O) due vettori OP; e OP; con O, P; e P> non
allineati, i vettori OP; e OP; generano V2(O);

—
e Teorema 12.12: dati in V3(O) due vettori OP; e OP; con O, P; e P, non
allineati, i vettori OP; e OP, generano il sottospazio vettoriale di V3(0),

formato dai vettori ﬁ’ con P appartenente al piano passante per O, P; e Ps.
A

Esempio 15.9 Analogamente ai due esempi precedenti possiamo dire, grazie

al teorema 12.17, che V3(0) & generato dai vettori OP;, OP; e OP3 con O, P,
P, e P3 non complanari. A

Esempio 15.10 Consideriamo le tre matrici A;, Ay e Az date all’inizio del
capitolo. Il sottospazio vettoriale che esse generano ¢ quello formato dalle
matrici del tipo k1 Ay + ko As + k3 As e cioe:

k1 + 3ko 2k1 + ko + 2ks
2k1 + ko + 2k3 0 ’
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Esempio 15.11 Se consideriamo i tre polinomi 1, z, 22, vediamo che le loro
combinazioni lineari sono i polinomi del tipo:

kl + ]CQ.’E —+ k31’2

vale a dire tutti i polinomi di grado minore di 3. Dunque 1, =, 22 generano
R3[z], il sottospazio vettoriale di R[x] formato dai polinomi di grado minore
di 3. In maniera analoga si potrebbe verificare che 1, z, 2, ..., " generano
R[] A

Esempio 15.12 In alcuni casi e possibile stabilire se un vettore appartiene
a un sottospazio vettoriale risolvendo un opportuno sistema lineare. Sia, ad
esempio, E il sottospazio vettoriale di R* generato dai vettori vy := (3,2,2,1),
ve == (1,0,1,—1) e v3 := (0,1,1,2). Ci chiediamo se il vettore v := (0, 1,0, 2)
appartiene a E. Dobbiamo cioe stabilire se v ¢ combinazione lineare di vy, v e
v3, vale a dire se esistono tre scalari k1, ko e k3 tali che:

(0,1,0,2) = k1(3,2,2,1) + k2(1,0,1,—1) + k5(0,1, 1,2),
il che equivale a:
(0,1,0,2) = (3ky + ko, 2k1 + k3, 2k1 + ko + k3, k1 — ko + 2k3).
Dobbiamo dunque risolvere il sistema:

3k1 + ko =0
% 4+ k=1
2k1 + ke + k3 =0
ki — ko + 2ks =2

Si vede che questo sistema ¢ risolubile e che ha come unica soluzione k; = %,

k2 = —1, kg = ?13. Dunque abbiamo che v appartiene aFe
1 +
V=<7 v V3.
3 ! 2 3 3

Notiamo che per stabilire che v appartiene a E non sarebbe stato necessario
determinare esplicitamente le soluzioni del sistema ma solo che il sistema e
risolubile. Potevamo limitarci a controllare la condizione data dal teorema di
Rouché-Capelli. In questo caso la matrice del sistema &

A=

3 1 00
;12 0 1 1
A= 2 1 10
1 -1 2 2
che ha pure rango 3. Dunque il sistema e risolubile. A
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Esercizio di base 15.13 Sia F il sottospazio vettoriale di M(2,3,R) generato
dalle matrici:

00 1 -1
Al':(o 1 0)’ AQ':(l
000 1
Ag = (0 1 1)’ As = <—1

Stabilire se le matrici
1 0 O -2 0 0
A'_(l 0 0) ¢ B"(z -3 —3) A

appartengono a FE.

w o O O
o o
N——

Osservazione 15.14 Non c’¢ in generale alcun motivo perché dato un qualsiasi
spazio vettoriale V esistano vi, va, ..., v, che generano V.

Si consideri, per esempio, lo spazio vettoriale dei polinomi R[z]. Comunque
consideriamo un numero finito di polinomi fi[x], ..., f,[z], mostriamo che essi
non possono essere generatori di R[z]. Sia infatti g il massimo dei gradi di fi[x],

.+, fn[z]. Tutte le combinazioni lineari di fi[z], ..., f,[z] sono polinomi di
grado minore o uguale a g. Ma allora il polinomio 97!, appartenente a R[]
non ¢ ottenibile come combinazione lineare di fi[z], ..., fu[x]. Questi ultimi
non sono quindi generatori di R|x]. A

L’osservazione precedente suggerisce la:

Definizione 15.15 Diciamo che uno spazio vettoriale V' & finitamente gene-
rato se esistono vy, va, ..., v, tali che V = (v, vs,...,v,). A

Possiamo dunque dire che V2(0) e V3(O) sono finitamente generati mentre
R[z] non & finitamente generato.

Esercizio di base 15.16 Dati r+1 vettori vy, ve, ..., v, v,41 di uno spazio
vettoriale V' mostrare che

<'Ul7'U2,...,'Ur,»>g<v1,'l)27...7'l)7-,’vr,«+1>. A
Suggerimento: mostrare che ogni combinazione lineare di v, vo, ..., v, puo
essere espressa come combinazione lineare di v1, ve, ..., Uy, Vri1.

15.2 Soluzioni degli esercizi di base

EB.15.3 Le combinazioni lineari di A1, As, As e A4 sono tutte e sole le matrici del

tipo:
1 -1 0 “1.0 0 300 101 2
k1<1 2 1)““2(0 1 1)““3(0 0 1)+k4<0 0 1)

vale a dire le matrici del tipo

ki — ko +3ks — ks —ki+ks 2k4
k1 2k1 + ke kit ke +ks+ ks

al variare di ki, k2, ks e k4 in R.
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EB.15.5 Iniziamo a notare che (v1,v2,...,v,) contiene tutti i vettori vi, va, ..., vy
infatti

vy = 1lvy +0v2 + - - - + Qv

e similmente per gli altri vettori.

Sia E un sottospazio di V' contenente v, vs, ..., v,: dobbiamo mostrare che E
contiene (v1,va,...,v,), vale a dire che tutte le combinazioni lineari di v1, vz, ...,
v, appartengono a E. Dal momento che E ¢ un sottospazio vettoriale, abbiamo che
E deve contenere tutti i multipli di vi, va, ..., v, (cioé i vettori del tipo kiv1, kov2,
..., kyvy). 11 sottospazio E deve poi contenere la somma di questi multipli (cio¢ le
combinazioni lineari di v1, va, ..., vr).

Per completare la dimostrazione rimane da mostrare che l'insieme (vq, va,. .., v,)
¢ un sottospazio vettoriale di V. Sappiamo che (vi,v2,...,v,) & non vuoto (abbiamo
gid mostrato che contiene i vettori v1, v2, ..., vr). Dobbiamo mostrare che dati due
vettori di (vi,va,...,v.):

u = kv + kevo + - + kros

v = hivi + hova + - - - + hyvr

la loro somma appartiene a (v1,va,...,v,). Con semplici passaggi si vede che:
u+v= (ki +hi)vs + (k2 + h2)v2 + - - - + (kr + hy)vor,

e, dunque, u + v appartiene a (v1,v2,...,v,). Dobbiamo ora mostrare che dato uno
scalare k e un vettore

u = kv + kovo + - + krvon

di (v1,v2,...,v,), il prodotto ku appartiene a (v1,v2,...,v,). Si vede immediata-
mente che:

ku = (kkl)'lh + (ka)'vz + -+ (kkr)'um

e, dunque, ku & un elemento di (vy,va,...,v,).

EB.15.13 Consideriamo una generica combinazione lineare delle matrici A1, Aa, As

eA4:
00 1 1.0 0 00 0 101
kl(o 1 0)““2(1 0 0)“‘“3(0 1 1>+k4<—1 3 2)

—ko + k4 0 k14 ks
ko — ks ki1+ks+3ks ks+2ks)’

Dunque la matrice A appartiene a E se e solo se il sistema nelle incognite k1, k2, k3 e
k4:

ovvero

— ko + ks=1
0=0

k1 + ka=0
ko — ka=1

ki + ks +3ka=0
ks + 2ks =0

& risolubile. Si vede facilmente che questo sistema non & risolubile (ad esempio
osservando che la prima e la quarta equazione sono incompatibili o calcolando il rango
della matrice del sistema e della matrice completa del sistema), e, dunque, A non

220 G. Accascina e V. Monti



15.3. Sunto

appartiene a E. Per vedere se B appartiene ad E bisogna considerare un analogo
sistema lineare (in cui cambiano solo i termini noti):

— ko + kg =-2
k1 + ks=0
k2 — kg =2

ki1 + ks + 3ks = -3

ks + 2ky = =3

Dal momento che questo sistema ¢ risolubile abbiamo che la matrice B appartiene a
E.

EB.15.16 Dobbiamo mostrare che ogni elemento del sottospazio (vi,v2,...,v,)
appartiene a (v1,v2,...,Ur,Ury1), vale a dire che ogni combinazione lineare dei
vettori v1, v2, ..., v, € anche combinazione lineare dei vettori vi, v, ..., Uy, Vyt1.
Infatti se v € combinazione lineare dei vettori v1, v2, ..., v,, esistono numeri reali ki,
ka, ..., kr tali che:

v =kiv1 + kava + - - + krvp.

Ma allora
v = kv + keva + - - + krvr + O,
cioé v € combinazione lineare di v1, va, ..., Uy, Urt1.
15.3 Sunto
Generatori
Definizione Siano vi, v, ..., v, dei vettori di uno spazio vettoriale V' e siano
ki, ko, ..., k, degli scalari. Chiamiamo combinazione lineare dei vettori vy,
Vo, ..., v, a coefficienti kq, ko, ..., k, il vettore

kl’Ul +k2’02 +"'+I€T’UT. A

Osservazione Nel caso in cui si abbia un singolo vettore v, una sua combina-
zione lineare ¢ semplicemente un suo multiplo, vale a dire un vettore del tipo
kv, per qualche k € R. A

Teorema L’insieme delle combinazioni linear: dei vettori v1, v, ..., v, al
variare dei coefficienti ki, ko, ..., k. € un sottospazio vettoriale di V che chia-
miamo sottospazio vettoriale generato dai vettori v, vo, ..., v, e indichiamo
con il simbolo (v1,va,...,v,). Dunque

<’U171)2,...7’UT> = {kl’Ul-ﬁ-k‘Q’Ug—‘r"'—i—k/’r’Ur | ki € Roky R, ... Kk, ER}.

1l sottospazio vettoriale (v1,va,...,v,) contiene i vettori vy, va, ..., v, ed &
contenuto in tutti ¢ sottospazi vettoriali di V' contenenti vi, va, ..., v,.

Segnaliamo che alcuni autori utilizzano, per indicare il sottospazio vettoriale
generato dai vettori vy, va, ..., v, il simbolo L(vi,vs,...,v,) (dove la lettera
L sta per lineare).
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Definizione Se V = (v1,vs,...,v,) diremo che V & generato dai vettori vy,
Vo, ..., U, Oppure che vy, vs, ..., v, generano V o anche che vy, v, ..., U,
sono generatori di V. A

Definizione Diciamo che uno spazio vettoriale V' ¢ finitamente generato se
esistono vy, va, ..., v, tali che V = (v1,va,...,v,). A

Gli spazi vettoriali V2(O) e V3(O) sono finitamente generati mentre R[x] non
¢ finitamente generato.

15.4 Esercizi

E.15.1 Siano date le matrici simmetriche

0 1 10
Sl'<1 0> S = (0 1)'

Stabilire se le matrici S e Sp generano S(2,R)).

E.15.2 Siano date le matrici simmetriche

_ (0 1 _ (1 0 _ (0 0
si= (1 0) se=(y ) s==(p ).

Stabilire se le matrici S1, Sz e S3 generano S(2,R).

E.15.3 Si consideri il sottospazio vettoriale di R[z] generato dai polinomi
p1(x) = 342z, pa(x) = x+ 23, p3(v) == 1 + 2+ 22 — 23. Stabilire se i polinomi
p(x) ==1+2z+ 2% e q(x) = —7 + 222 + 223 appartengono a E.

15.5 Soluzioni degli esercizi

E.15.1 Dobbiamo verificare se una qualsiasi matrice simmetrica S puo essere espressa
come combinazione lineare di S1 e S2. Una generica matrice simmetrica S puo scriversi

come:
a b
S = (b c) .

Dobbiamo stabilire se esistono k1 e k2 tali che S = k151 + k2S2, cioe:

0 1 1 0 a b
kl(l 0)”“2(0 1)_(b c)’
kQ kl _ a b
kl k’z - b C ’

Si vede subito che riusciamo a determinare ki e k2 se e solo se a = ¢. Dunque non

tutte le matrici simmetriche sono combinazioni lineari di S7 e S2, e percido S1 e Sa
non generano S(2,R).

cioe:

E.15.2 Dobbiamo verificare se una qualsiasi matrice simmetrica S puo essere espressa
come combinazione lineare di S1, S2 e S3. Una generica matrice simmetrica S puo

scriversi come:
g.— (@ b
=y o)

222 G. Accascina e V. Monti




15.5. Soluzioni degli esercizi

Dobbiamo stabilire se esistono k1, k2 e ks tali che S = k151 + k252 + k3.Ss, cioe:

0 1 10 0 0 a b
’“(1 o)*’”(o 0)““3(0 1)_<b c)’
/fg k‘l _ a b
kl k5 o b c/)’

Si vede subito che basta porre k1 = b, k2 = a e ks = ¢. Dunque tutte le matrici

simmetriche sono combinazioni lineari di S1, S2 e S3, e percio Si, S2 e S3 generano

S(2,R).

cioe:

E.15.3 Dobbiamo stabilire se p(x) & combinazione lineare di p1(x), p2(x) e ps(x), vale
a dire se esistono tre scalari k1, k2 e ks tali che

p(x) = kip1(x) + kap2(x) + ksps ().
Piu esplicitamente:
1420+ 2° = k(34 22) + ka(2 + 2%) + ks(1 + 2 + 2° — 2°)
ovvero
14 20 4 2° = 3k + k3 + (2k1 + ko + k3)x + kaa® + (k2 — k3)2®.

Cio si verifica se e solo se il sistema

3k1 +k3=1
2k1 + ko + ks =2
ks =0
ko — ks =1
¢ risolubile. Svolgendo i calcoli si vede che questo sistema non & risolubile e, percio,

p(z) non appartiene a E. Analogamente per stabilire se g(z) non appartiene a E
bisogna stabilire se il sistema

3k1 + ks = -7
2k1 + ko + k3 =0
ks =2
ko — ks =2

¢ risolubile. Svolgendo i calcoli si vede che questo sistema ¢ risolubile e, percio, q(x)
appartiene a FE.
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CAPITOLO

Dipendenza e indipendenza
lineare

Introduciamo per spazi vettoriali qualsiasi il concetto di vettori linearmente
dipendenti gia visto nel caso dei vettori geometrici.
16.1 Dipendenza e indipendenza lineare

Riprendiamo I’esempio che abbiamo dato all’inizio del capitolo 15. Abbiamo
dunque le matrici:

1 2 31 0 2
Al:(z o)’ A2:<1 o)’ A3::(2 0)

Osserviamo che Ay = 34, — gAg, cioe¢ Ao ¢ combinazione lineare di A; e As.
Allora se prendiamo una combinazione lineare di A;, As e As:

klAl + k2A2 + k‘gAg

questa puo essere riscritta come:
5 5
k1Al + ko [ 341 — 5143 + k3As = (kl + 3k2)A1 + | k3 — 5]432 As.

Dunque ogni combinazione lineare delle matrici A1, As e A3 puod essere espressa
come combinazione lineare delle sole matrici A, e As; cio significa che si ha
(A1, Aa, As) C (Aq, A3). D’altra parte sappiamo che (A7, A3) C (A4, As, A3) e,
pertanto, abbiamo che (A;, A3) = (43, As, A3). Questa situazione pud essere
generalizzata dalla prossima:

Osservazione 16.1 In qualunque spazio vettoriale V', se un vettore v, &
combinazione lineare dei vettori vy, v, ..., v, allora

(v1,v2,...,0,) = (V1,V2,...,0p, Upi1). A
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Lasciamo la dimostrazione, che ricalca quella dell’esempio, per esercizio.

L’osservazione appena data puo essere interpretata nel modo seguente: se
uno spazio vettoriale V' & generato dai vettori v, vs, ..., Uy, U,41 € uno di
essi ¢ combinazione lineare dei rimanenti, possiamo, per cosi dire, scartare
questo vettore e ottenere r vettori che generano V. Potremmo poi ripetere
lo stesso ragionamento con i nuovi generatori cosi ottenuti e proseguire fino
a ottenere dei generatori di V' da cui non possiamo scartare nessun vettore.
Vediamo di formalizzare meglio tutto cio. Riprendiamo il nostro esempio e
notiamo che la relazione Ay = 3A4; — %Ag puo anche essere riscritta come:
3A; — Ay — %Ag = 0. Questa espressione ricorda la definizione di dipendenza
lineare data nel capitolo 12 per vettori di V2(0) e V3(O). Possiamo dare la
stessa definizione nel caso di uno spazio vettoriale qualsiasi:

Definizione 16.2 Diciamo che i vettori vy, vo, ..., v, sono linearmente
dipendenti se esistono ki, ks, ..., k- non tutti nulli tali che:

kiv1 + kevo + - -+ + kpv, = 0.

Detto in altri termini, i vettori vy, vs, ..., v, sono linearmente dipendenti se il
vettore nullo puo essere espresso come combinazione lineare di vy, v, ..., v,
oltre che nel modo banale (cioé quello in cui tutti i coefficienti sono nulli) anche
in qualche altro modo. A

Esempio 16.3 In base alle osservazioni precedenti le matrici A, Ao e Az date
all’inizio del capitolo sono linearmente dipendenti. A

Esempio 16.4 1 vettori vy := (2,4,4,2), vo = (1,2,2,1) e v3 == (1,2,3,3) di
R* sono linearmente dipendenti. Infatti si ha:

].’U1 — 2’02 + 0’1)3 =0.

Osserviamo che il terzo coefficiente ¢ nullo. Si noti che nella definizione di vettori
linearmente dipendenti non si richiede che tutti i coefficienti siano diversi da 0,
ma solo che qualcuno di essi (almeno uno) sia diverso da 0. A

Come possiamo esprimere il fatto che dei vettori non siano linearmente dipen-
denti? Diamo la:

Definizione 16.5 Diciamo che i vettori vy, vo, ..., v, sono linearmente in-
dipendenti se I'unico modo di ottenere il vettore nullo come loro combinazione
lineare & quello banale, cioe se 'uguaglianza

kl’Ul + k2v2 + -4 krvr = O,
¢ verificata solo quando ky = ko =--- =k, = 0. A

Esempio 16.6 Vogliamo stabilire se i vettori v := (1,2, 1,0), vy := (2,3,0,1),
v3 = (17 %, 2, —%) di R?* sono linearmente dipendenti o meno. Scriviamo allora
una loro combinazione lineare generica e poniamola uguale a 0:

5 1
k1(1727 1a0) + k2(2737071) =+ k3 (17 27272) = (0,0,0,0)
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Chiaramente questa relazione ¢ soddisfatta se ky = ko = k3 = 0. Ci chiediamo
pero se sia possibile soddisfarla anche per altri valori degli scalari k1, ko e k3.
Abbiamo allora:

5 1
(kl + 2k + k3, 2k1 + 3ko + §]€3,k1 + 2ks, ko — 2k3> =(0,0,0,0).

Dobbiamo allora risolvere il sistema:
ki 4+ 2kys+ k3=0
5
2k1 + 3k + 5]{3 =0
kq + 2k3 =0
1
/{/’2 - §k3 = O

Risolvendo questo sistema si trovano le soluzioni:

k1 =-2
1

k2:§t

ks =t

Dunque abbiamo combinazioni lineari non banali di vy, v2 e v3 che danno come
risultato il vettore nullo, ad esempio,

1
—2v1 + 5’1)2 +wv3 =0.

Pertanto vy, vo e v3 sono linearmente dipendenti. Avremmo potuto stabilire
questo fatto anche senza determinare esplicitamente le soluzioni del sistema.
Infatti la matrice del sistema omogeneo che abbiamo ottenuto é:

_ o W N
NI

S =N =

_1
2

il cui rango e 2. Poiché il rango ¢ minore del numero delle incognite, abbiamo
che il sistema ha soluzioni non banali. A

Esempio 16.7 Consideriamo i polinomi fi(z) =1, fa(z) =14z, f3(x) =
1+ 2+ 22, fi(z) =1+ 2+ 2% + 23 di R[z]. Verifichiamo se sono linearmente
dipendenti o meno. Scriviamo allora una loro combinazione lineare generica e
poniamola uguale a 0:

kil + k(14 ) + ks(1+ 2 +2%) + ka(1 + 2+ 22 + 2%) = 0.
Si ha

(kl + ko + ks + k4) + (kz + k3 + k4)x + (k?g + k4)£E2 + k4.’23 =0.
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Dobbiamo allora risolvere il sistema:

ki +ky+k3s+ks=0
ko + ks +ky =0

ks + ks =0

ki=0

Si vede facilmente che questo sistema lineare ammette solo la soluzione banale
k1 = kg = k3 = k4 = 0. Dunque 'unico modo per ottenere il polinomio nullo
come combinazione lineare dei polinomi fi(x), fa(z), f3(x), fa(x) & il modo
banale. Pertanto fi(x), fa(z), f3(x), fa(x) sono linearmente indipendenti. A

Esercizio di base 16.8 Stabilire se le matrici

(11 _ (01 (0 2
4 = (2 0) Ay = (2 0) Ay = (0 1) )

sono linearmente dipendenti o indipendenti.

Nel teorema 12.6 abbiamo mostrato che nel caso di un singolo vettore v di
V2(0) o V3(0) dire che v & linearmente indipendente & equivalente a dire che
v # 0. La dimostrazione puo essere ripetuta in modo praticamente identico in
uno spazio vettoriale qualsiasi.

Teorema 16.9 Un vettore v di uno spazio vettoriale V' é linearmente indipen-
dente se e solo se v # 0.

Abbiamo allora visto il significato di dipendenza e indipendenza lineare nel
caso di un solo vettore. Ma cosa succede se abbiamo pit vettori? All’inizio del
capitolo abbiamo osservato come il fatto che la matrice A, fosse combinazione
lineare delle matrici A; e A3 implicasse che Ay, As e A3 fossero linearmente
dipendenti. Generalizzando questa situazione abbiamo la:

Proposizione 16.10 Siano dati i vettori vy, va, ..., v, (conr >1). Se uno
di essi ¢ combinazione lineare dei rimanenti, allora i vettori vy, v, ..., U,
sono linearmente dipendenti.

Esercizio di base 16.11 Dimostrare quest’ultima proposizione.

Abbiamo allora visto che se un vettore v; ¢ combinazione lineare dei vettori
V1, ..., Vi—1, Vit1, ..., U, allora si puo esprimere il vettore nullo come una
combinazione lineare dei vettori vy, vs, ..., v, in cui il coefliciente di v; &
diverso da 0. Di questa proposizione vale anche il viceversa:

Proposizione 16.12 Se i vettori vy, va, ..., v, (conr > 1) sono linearmente
dipendenti allora tra di essi ce ne é (almeno) uno che é combinazione lineare
dei rimanenti. Piu precisamente se abbiamo:

kivi + ksvo + -+ kv, =0

\

con k; # 0 allora v; é combinazione lineare dei rimanenti.
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DIMOSTRAZIONE Sappiamo che
kivy + kovo + - - - + kpv,. = 0,
con k; # 0. Abbiamo allora:
kivi = —k1v1 — kovo — -+ — ki1 — ki Vi — - — kpvy

Moltiplicando entrambi i membri per k; ! otteniamo:

-1 -1 -1 -1 -1
v; = _ki k1v1 — kl k2'02 — = ]{JZ k’i—l'Uz'—l — k’l ki+1'l)i+1 — = k‘l ]{17»’1)7»
e, dunque, v; € combinazione lineare di vy, vo, ..., Vi—1, Vit1, ..., Ur. n
L’osservazione precedente ci dice che se i vettori v1, va, ..., v, sono linearmente

dipendenti allora ne esiste tra essi almeno uno che ¢ combinazione lineare
dei rimanenti, ma non ci dice che ciascun vettore ¢ combinazione lineare dei
rimanenti. Cio e chiarito meglio dal seguente:

Esempio 16.13 Consideriamo i polinomi f(z) =1+, fo(z) = 22, f3(z) ==
2+ 2x — 2% e fy(z) =2z — x3. Notiamo che

2f1(x) = fa(x) — fs(x) + 0fa(z) = 0

e, dunque, i polinomi sono linearmente dipendenti. Ora f3(z) ¢ combinazione
lineare di fi(x), fa(z) e fa(x):

f3(z) = 2f1(x) — fao(x) — Ofa(2),

ma fy4(x) non & combinazione lineare di f1(z), f2(x) e f3(x) (infatti le combina-
zioni lineari di questi 3 vettori possono avere grado al massimo 2). A

Vale la pena osservare come due vettori v, e v9 sono linearmente dipendenti se
e solo se almeno uno di essi ¢ multiplo dell’altro.

Esercizio di base 16.14 I vettori (2,1,3) e (1,1,2) sono linearmente dipen-
denti o indipendenti? I vettori (4,2,6) e (6,3,9) sono linearmente dipendenti
o indipendenti? T vettori (0,0,0) e (1,1,2) sono linearmente dipendenti o
indipendenti?

Ci sono altre osservazioni che possiamo fare:

Proposizione 16.15 Se i vettori v1, va, ..., v, sono linearmente dipendenti
allora vy, va, ..., Uy, Uy41 Sono linearmente dipendenti qualunque sia V1.

Esercizio di base 16.16 Dimostrare quest’ultima affermazione.

Osservazione 16.17 Possiamo dunque dire che aggiungendo a vettori linear-
mente dipendenti un nuovo vettore otteniamo ancora vettori linearmente di-
pendenti. In particolare notiamo allora che se tra i vettori vy, vo, ..., v,
¢ presente il vettore nullo, questi sono sicuramente linearmente dipendenti.
Equivalentemente, se da vettori linearmente indipendenti ne togliamo uno (o
pill) otteniamo ancora vettori linearmente indipendenti. A
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Abbiamo visto che aggiungendo un vettore a vettori linearmente dipendenti si
ottengono ancora vettori linearmente dipendenti.

Ci chiediamo ora cosa succede aggiungendo un vettore a vettori linearmente
indipendenti. Se il vettore che aggiungiamo ¢ una loro combinazione lineare si
ottengono, per la proposizione 16.10, vettori linearmente dipendenti. Il prossimo
risultato mostra che, se si aggiunge un vettore che non ¢ loro combinazione
lineare, si ottengono vettori linearmente indipendenti.

Proposizione 16.18 Se vy, vo, ..., v, sono vettori linearmente indipendenti
e U,41 € un vettore che non e combinazione lineare di vy, v, ..., v, allora i
vettori vy, Va, ..., Up, Upy1 SON0 linearmente indipendenti.

DIMOSTRAZIONE Dobbiamo mostrare che se abbiamo una combinazione lineare
di vy, va, ..., v, v.41 uguale al vettore nullo:

kv + kavg + - - + kv + kppq v = 0,

allora tutti i coefficienti k; sono nulli. Se fosse k.41 # 0, grazie alla proposizio-
ne 16.12 potremmo esprimere v,; come combinazione lineare di vy, va, ...,
v,.. Poiché cosi non e, deve essere k.1 = 0. Ma allora:

kivy + kavg + - + kr'vr—i-l =0.

Poiché vy, vs, ..., v, sono, per ipotesi, linearmente indipendenti, abbiamo che
ki =ky=--- =k, =0, come volevamo. n

16.2 Soluzioni degli esercizi di base

EB.16.8 Scriviamo una combinazione lineare generica delle matrici A1, Az, A3 e
poniamola uguale a 0:

11 0 1 0 2 0 0
’“1<2 o>+k2(2 0)”“3(0 1)‘(0 0)'

Otteniamo allora:
k1 k1 + ko + 2ks3 . 0 0
2k1 + 2k2 ks —\0 0/

Questo fornisce il sistema:

k1 =0
ki+ ke+2ks=0
2k1 + 2ko =0

ks =0

Questo sistema ha solo la soluzione banale k1 = k2 = k3 = 0, e, dunque, le matrici
A1, Az, As sono linearmente indipendenti.

EB.16.11 Sappiamo che uno dei vettori, ad esempio v;, € combinazione lineare dei
rimanenti. Dunque esistono scalari hi, ha, ..., hi—1, hiy1, ..., h, tali che:

v; = h1v1 + hova + hi—1vi—1 + hiv1Vit1 + - - - + hrvr.

230 G. Accascina e V. Monti



16.3. Sunto

Allora possiamo scrivere:
hivi + hova + hi—1vi—1 + (=1)v; + hig1vigr + -+ + hpvr, = 0.

Notiamo che in questa relazione almeno uno dei coefficienti ¢ diverso da 0: infatti
il coefficiente di v; ¢ —1. Pertanto possiamo affermare che v1, va, ..., v, sono
linearmente dipendenti.

EB.16.14 I vettori (2,1,3) e (1,1,2) sono linearmente indipendenti perché nessuno
dei due & multiplo dell’altro. I vettori (4,2,6) e (6,3,9) sono linearmente dipendenti
perché (4,2,6) & multiplo di (6,3,9). I vettori (0,0,0) e (1,1,2) sono linearmente
dipendenti perché (0,0,0) & multiplo di (1,1,2).

EB.16.16 Dobbiamo trovare una combinazione lineare non banale di vy, va, ..., vy,
vr4+1 che dia come risultato il vettore nullo. Sappiamo che esiste una combinazione
lineare di v1, v2, ..., U,

kivi + kova + - + krvr =0,
con coefficienti non tutti nulli che da come risultato il vettore nullo. Allora:
kivi + kv + -+ krvr + 001 =0

€ una combinazione lineare di v1, vz, ..., Uy, Ur+1 con coefficienti non tutti nulli che
da come risultato il vettore nullo.

16.3 Sunto

Dipendenza e indipendenza lineare

Osservazione In qualunque spazio vettoriale V', se un vettore v, € combi-

nazione lineare dei vettori v, v, ..., v, allora

(v1,V2,...,0;) = (V1,V2, ..., VUp, Upi1). A
Definizione Diciamo che i vettori vy, vo, ..., v, sono linearmente dipen-
denti se esistono ki, ko, ..., k. non tutti nulli tali che:

kl’Ul +k2'l)2+"'+kr'l)r =0.

Detto in altri termini, i vettori vy, vs, ..., v, sono linearmente dipendenti se il
vettore nullo puo essere espresso come combinazione lineare di vy, va, ..., v,
oltre che nel modo banale (cio¢ quello in cui tutti i coefficienti sono nulli) anche
in qualche altro modo. A

Nella definizione di vettori linearmente dipendenti chiedendo che i coefficienti
ki, ko, ..., k, siano non tutti nulli, non stiamo chiedendo che siano tutti diversi
da 0, ma solo che qualcuno di essi (almeno 1) sia diverso da 0.

Definizione Diciamo che i vettori vy, va, ..., v, sono linearmente indi-
) ) b

pendenti se I'unico modo di ottenere il vettore nullo come loro combinazione

lineare & quello banale, cioe se I'uguaglianza

klvl +k2'l)2+"'+kr'l)r = 0,

¢ verificata solo quando k1 = ks =--- =k, = 0. A

Geometria - versione 1 231



16. DIPENDENZA E INDIPENDENZA LINEARE

Teorema Un vettore v di uno spazio vettoriale V' e linearmente indipendente
se e solo se v # 0.

Proposizione Siano dati i vettori vy, va, ..., v, (conr > 1). Se uno di
essi € combinazione lineare dei rimanenti, allora i vettori vy, va, ..., U, SONO
linearmente dipendenti.

Abbiamo allora visto che se un vettore v; ¢ combinazione lineare dei vettori
V1, ..., Vi—1, Vit1, ..., U, allora si puo esprimere il vettore nullo come una
combinazione lineare dei vettori vy, vs, ..., v, in cui il coefficiente di v; &
diverso da 0. Di questa proposizione vale anche il viceversa:

Proposizione Siano dati i vettori linearmente dipendenti vy, v, ..., v, (con
r>1). Allora tra di essi ce ne é (almeno) uno che é combinazione lineare dei
rimanenti. Piu precisamente se abbiamo:

kivy + kavo + -+ kv, =0
con k; # 0 allora v; é combinazione lineare dei rimanenti.

L’osservazione precedente ci dice che se i vettori v1, vs, ..., v, sono linearmente
dipendenti allora ne esiste tra essi almeno uno che ¢ combinazione lineare
dei rimanenti, ma non ci dice che ciascun vettore ¢ combinazione lineare dei
rimanenti.

Vale la pena osservare come due vettori v; e vy sono linearmente dipendenti
se e solo se almeno uno di essi € multiplo dell’altro.

Proposizione Se i vettori vy, va, ..., v, sono linearmente dipendenti allora
V1, V2, ..., Up, Upy1 SONO linearmente dipendenti qualunque sia vy1.

Possiamo dunque dire che aggiungendo a vettori linearmente dipendenti un
nuovo vettore otteniamo ancora vettori linearmente dipendenti. In particolare
notiamo allora che se tra i vettori vy, vo, ..., v, & presente il vettore nullo,
questi sono sicuramente linearmente dipendenti. Equivalentemente, se da vettori
linearmente indipendenti ne togliamo uno (o pill) otteniamo ancora vettori
linearmente indipendenti.

Proposizione Se vy, vo, ..., v, sono vettori linearmente indipendenti e V41
¢ un vettore che non é combinazione lineare di v, va, ..., v, allora i vettori
V1, UV, ..., Up, Upy1 SONO linearmente indipendenti.

16.4 Esercizi
E.16.1 Stabilire se i vettori:
v = (1,3,2,1), w9:=(1,0,1,0), w3:=(1,0,2,0)
sono linearmente dipendenti o indipendenti.
E.16.2 Stabilire se i polinomi:
pi(z) i=142% po(x) =2+222 p3(z) =1+ 22% 4 23

sono linearmente dipendenti o indipendenti.
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E.16.3 Stabilire quali tra i vettori:
v = (05 17 17 0)7 Vg = (17 Oa 07 1)7 V3 = (1a 1) 17 1)7 Vy = (17 07 17 O)
possono essere espressi come combinazione lineare dei rimanenti.

E.16.4 Stabilire se le matrici

_ (0 1 _ (1 3 _ {0 2
Al._<2 0), AQ._<1 0), A3._<2 0)

di M(2,2,R) sono linearmente dipendenti o indipendenti.

16.5 Soluzioni degli esercizi

E.16.1 Consideriamo una combinazione lineare generica dei vettori vi, vz e vs3:
K1(1,3,2,1) + k2(1,0,1,0) + ks(1,0,2,0).

Imponendo che questa combinazione lineare sia uguale al vettore nullo, otteniamo il
sistema lineare omogeneo:
ki+ko+ k3=0

3k1 =0
2k1 + ko +2k3 =0
k1 =0
La matrice dei coefficienti di questo sistema &
1 1 1
3 0 0
A= 2 1 2
1 0 0

Se calcoliamo il rango di A troviamo rk A = 3. Dunque il sistema ha solo la soluzione
banale, vale a dire che i vettori v1, v2 e v3 sono linearmente indipendenti.

E.16.2 Se notiamo che p2(z) = 2p1(z), abbiamo che uno dei polinomi ¢ combinazione
lineare dei rimanenti (pit esplicitamente se si vuole: p2(x) = 2pi1(x)+0ps(z)). Dunque
i polinomi pi(x), p2(z) e p3(z) sono linearmente dipendenti.

Se non avessimo notato la relazione tra i polinomi avremmo potuto considerare
una combinazione lineare generica di p1(x), p2(z) e ps3(z):

k(14 2%) 4 ka2 (2 + 22%) + ks (1 4 22° + 2°),
che sviluppando i calcoli diviene:
(k1 4 2k2 + k3) + (k1 + 2k2 + 2k3)$2 + ksa®.

Ponendo questa combinazione lineare uguale al polinomio nullo otteniamo il sistema
nelle incognite k1, k2 e ks:
ki +2ks+ k3=0

k1 + 2ks + 2k3 =0

ks =0
la cui matrice dei coefficienti e:
1 2 1
A=[1 2 2
0 0 1

Questa matrice ha rango 2. Pertanto il sistema ha soluzioni non banali e i polinomi
assegnati sono linearmente dipendenti.
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E.16.3 Scriviamo le combinazioni lineari dei vettori v1, vz, v3 e v4 uguali al vettore
nullo:

k1(0> 17 17 0) + k2(1707 07 1) + k3(17 1a 17 1) + k4(17 07 17 0) = (07 07 Oa 0)
Dobbiamo allora risolvere il sistema:

ko + ks +ks=0
k1 + k3 =0
k1 + ks +ks=0
ko + ks =0
Le soluzioni del sistema sono:
ki=—t
ko = —t
ks =t
ki=0
Dunque le combinazioni lineari dei vettori v1, v2, v3 e v4 uguali al vettore nullo sono
tutte e sole quelle del tipo

—tv; — tve + tvs + Ovg = 0.

Notiamo che il coefficiente di v4 & sempre 0, dunque non & possibile ottenere questo
vettore come combinazione lineare dei rimanenti. Possiamo invece ottenere combina-
zioni lineari nulle in cui il coefficiente di v ¢ diverso da 0 e quindi possiamo esprimere
v1 come combinazione lineare dei vettori rimanenti. Lo stesso vale per vz e vs.

E.16.4 Consideriamo una combinazione lineare generica delle matrici A1, Az e As:

0 1 13 0 2\ o k1 + 3ka + 2ks
kl(? 0>+k2(1 0>+k3<2 0)*(2k1+k2+2k3 0 )

Questa matrice si annulla se e solo se:
ko =0
ki1 + 3ko +2k3 =0
2k1 + ko +2k3 =0

0=0
La matrice dei coefficienti di questo sistema e:
0 1 0
A=y )
0 0 O

Se calcoliamo il rango di A troviamo rk A = 3. Dunque il sistema ha solo la soluzione
banale e le matrici A1, A2 e Az sono linearmente indipendenti.
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CAPITOLO

Basi di spazi vettoriali

Studiamo il concetto di base di uno spazio vettoriale. Diamo la definizione di
base e di dimensione di uno spazio vettoriale. Forniamo alcuni esempi di basi
di spazi vettoriali. Diamo poi alcuni metodi per il calcolo delle dimensioni dei
sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale.

17.1 Basi

Nel capitolo 16 abbiamo notato che se vy, vo, ..., v, generano uno spazio
vettoriale V', e v, va, ..., v, sono linearmente dipendenti, allora possiamo
scartare un vettore scelto in maniera opportuna tra vy, vs, ..., v, € ottenere
r — 1 vettori che generano V. Questo procedimento puo essere nuovamente
applicato ai nuovi generatori. Dopo un numero finito di eliminazioni arriveremo
ad avere dei generatori di V' da cui non possiamo eliminare nessun vettore, e
che quindi sono vettori linearmente indipendenti. Questo suggerisce la:

Definizione 17.1 Diciamo che i vettori vy, va, ..., v, di uno spazio V
costituiscono una base di V' se sono verificate entrambe le proprieta

o V ={(v1,v2,...,0,);
® vy, Vo, ..., U, sono linearmente indipendenti. A

In base alle osservazioni fatte in precedenza, osserviamo che se V' & uno spazio
vettoriale finitamente generato e vy, vs, ..., v, generano V', possiamo ottenere
una base di V' scartando opportunamente vettori da vi, vs, ..., v,.

Esercizio di base 17.2 Verificare che i vettori fi(z) = 1, fa(z) =1+ =z,
f3(x) = 1+x+22 fi(z) =142+ 2%+ 23 costituiscono una base di R*[z], lo
spazio vettoriale formato dai polinomi di grado minore di 4.

Se uno spazio vettoriale V' & generato dai vettori vy, vs, ..., v, ogni vettore di
V' puo essere scritto come combinazione lineare di vy, va, ..., v,:

v = kv + kovo + - + kv,

Nel caso in cui vy, v, ..., v, siano una base possiamo dire qualcosa di piu:
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Teorema 17.3 Se vy, vo, ..., v, costituiscono una base di uno spazio vettoriale
V' allora ogni vettore v di V' puo essere espresso come combinazione lineare di
Vi, U2, ..., Uyp!

v = kv + kovo + - - + kpv,

in un unico modo. La r-upla (ki,ks,..., k) viene detta r-upla delle compo-
nenti o coordinate di v rispetto alla base vi, vo, ..., V.

DiMOSTRAZIONE Ogni vettore v si puo esprimere come combinazione lineare
di vy, vo, ..., v, dal momento che vy, vo, ..., v, generano V. Supponiamo
ora di esprimere v come combinazione lineare di vy, vo, ..., v, in due modi:

v = kivy + kovs + - + kv,
v = hivy + hovo + -+ - + h,v,.

Dobbiamo dimostrare che h; = k; per ogni i. Sottraendo membro a membro le
precedenti uguaglianze otteniamo:

0= (kl — hl)’Ul + (kQ — hg)’UQ + 4 (kr — hr)vr.

Dal momento che vy, vs, ..., v, sono linearmente indipendenti, tutti i coefficienti
in questa combinazione lineare devono essere nulli. Abbiamo quindi:

ky=hi, ka=hy ... kp=h,. .

Se v, va, ..., v, costituiscono una base di V' osserviamo che il vettore 0 ha
componenti (0,0, ...,0) rispetto alla base vy, v, ..., v,, mentre le componenti
dell’i-esimo vettore v; rispetto alla base vy, va, ..., v, sono (0,...,0,1,0,...,0)
(dove I'unico 1 compare al posto i-esimo).

Nota 17.4 Quando parliamo di componenti di un vettore dobbiamo sempre
specificare rispetto a quale base ci riferiamo, perché le componenti dello stesso
vettore rispetto a basi diverse sono (in generale) diverse. Negli esempi 17.5 e
17.13 vedremo esplicitamente come lo stesso vettore si decompone rispetto a
basi differenti. A

Esempio 17.5 Sappiamo dalla soluzione dell’esercizio di base 17.2 che i poli-
nomi f1(z) =1, fo(x) =1+2z, f3(x) =1+z+2% fi(z) =1+z+22+2°
costituiscono una base di R*[z]. Determiniamo le componenti del polinomio
f(x) = 22 — 322 rispetto alla base assegnata. Dobbiamo determinare ki, ko, k3
e k4 tali che:

f(@) = k1 fi(z) + ko fa (@) + k3 f3(x) + kafa(2),
cioe
20 — 3x% = (k1 + ko + ks + ka) + (k2 + ks + ka)z + (ks + ka)z” + kaa®
Dobbiamo allora risolvere il sistema:

i+ ko + ks + ke =0
foo + k3 + ka =2

ks + kg = —3

kg =0
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che ha la soluzione

k1= -2
ky=5
ks = -3
ks =0

Dunque le componenti di f(z) rispetto alla base assegnata sono (—2,5,—3,0).A

Esempio 17.6 Nel capitolo 12 abbiamo dimostrato che dati due punti A e

2l

B del piano tali che O, A e B non siano allineati allora i vettori vy =
e vy = O? di V2(0) sono linearmente indipendenti e ogni vettore di V(O
puo essere espresso come combinazione lineare di v; e vy. Pertanto v, e v
costituiscono una base per V2(0).

—~
~—

> W3

Esempio 17.7 Nel capitolo 12 abbiamo dimostrato che dati tre punti A, B
e C dello spazio tali che O, A, B e C non siano complanari allora i vettori
v, = OA, vy = O? e vz == OC di V3(O) sono linearmente indipendenti e
ogni vettore di V3(O) puo essere espresso come combinazione lineare dei vettori
v1, V2 € v3. Pertanto vy, v e v3 costituiscono una base per V3(O). A

Esempio 17.8 Consideriamo i vettori e; := (1,0) e ey := (0, 1) nello spazio
vettoriale R%. Osserviamo che si ha:

(a1,a2) = are1 + ages.

Pertanto ogni vettore di R? & combinazione lineare di e; e e,. In altre parole i
vettori e; e ey generano R2. D’altronde i vettori e; e ey sono anche linearmente
indipendenti. Se infatti a; e as sono numeri reali tali che

aire; +azex =0,

allora si ha
aje; + azes = (a1,b1) = (0,0)

da cui segue a; =0 e ay = 0.
Abbiamo quindi dimostrato che i vettori e; e e costituiscono una base di
R2. A

Esempio 17.9 In modo analogo si dimostra che i vettori
e; = (1,0,0,...,0),es :=(0,1,0,...,0),...,e, == (0,0,...,0,1).

costituiscono una base per lo spazio vettoriale R™. Questa base si dice base ca-
nonica di R"™. Ha la particolarita che le componenti del vettore (z1, z2,...,zy)
relative ad essa sono esattamente x1, xo, ..., T,. Osserviamo in particolare che
se poniamo n = 1 lo spazio vettoriale R! puo essere facilmente identificato con
R e che la sua base canonica e data dal vettore e; = 1. A
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Esempio 17.10 Consideriamo lo spazio vettoriale M(3,2,R) e consideriamo
le matrici

By =

Ly =

_ oo O oo

o= O O OO
SO O OO

OO O OO

Sia ora data una generica matrice di M(3,2,R)
a
A=|c d

Si verifica facilmente che si ha
A=aFE1 +bE12+ cEy + dEs + eEs + fEs

e quindi le sei matrici di cui sopra sono generatori di M(3,2,R). Si dimostra poi
anche (esercizio) che queste sei matrici sono linearmente indipendenti. Pertanto
esse formano una base di M(3,2,R). Questa base ¢ detta base canonica. A

Esempio 17.11 In modo analogo si dimostra che una base per M(p, q,R) &
formata dalle pg matrici F;; con 1 < i <p, 1 < j <gq, dove E;; ¢ la matrice i cui
elementi sono tutti 0 tranne quello di posto (¢, j) che ¢ uguale a 1. Questa base
¢ detta base canonica. Ha la particolarita che le componenti di un vettore
(cioé una matrice) relative ad essa sono esattamente gli elementi della matrice
stessa. A

Esempio 17.12 Si dimostra (esercizio) che gli n polinomi 1, x, 22, ..., z"*

formano una base per lo spazio vettoriale R™[x] Questa base ¢ detta base cano-
nica. Ha la particolarita che il vettore p(z) = ag+ a1z +- - -4a,_12™ ! ha come
componenti relative ad essa esattamente i suoi coefficienti (ag, a1, ...,an_1).4

Esempio 17.13 Consideriamo il vettore f(x) = 2x—3x? dello spazio vettoriale

R*[z]. Le sue componenti relative alla base canonica di R*[x] sono (0,2, —3, ())
In 17.5 abbiamo visto che le componenti f(z) relative alla base fl( )=

fo(x) =14, f3(x) = 1+x+22, fi(x) = 1+2+2%+2° sono (-2,5,-3,0).A

Nota 17.14 Per gli spazi vettoriali R™, M(p, ¢,R) e R"[z] abbiamo dato il
nome di base canonica a delle particolari basi. Abbiamo fatto cid solo per
evitare in seguito di riscrivere ogni volta i vettori di queste basi. Ci bastera
dire, per esempio, “consideriamo i vettori della base canonica di R™”.

Si noti pero che non ha senso parlare di base canonica per un qualsiasi
spazio vettoriale. Per esempio nello spazio vettoriale V2(0O) non vi & alcuna
base canonica. A
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17.2 Dimensione

Spesso si sente dire che lo spazio ha dimensione 3. Cio deriva dalla struttura di
spazio vettoriale di V3(0).

Abbiamo visto infatti che, se abbiamo tre punti Uy, Us e Us non complanari
con il punto O, allora i vettori ey = OUy, e = OUs,, e e3 = OUs formano una
base di V3(0).

Inoltre qualsiasi base di V3(O) & formata da tre vettori.

Bene, si dice che la dimensione di V3(O) & uguale a 3 proprio perché ogni
sua base e formata da 3 vettori.

Vogliamo ora estendere questo concetto ad uno spazio vettoriale qualsiasi.
Vogliamo in altre parole chiamare dimensione di uno spazio vettoriale il numero
di vettori che compongono una sua base. Ma per far cio dobbiamo innanzitutto
dimostrare che, se uno spazio vettoriale ha una base formata da n vettori, allora
ogni sua altra sua base & formata da n vettori. Solo dopo aver dimostrato cio
possiamo dire che lo spazio vettoriale ha dimensione uguale a n.

Abbiamo bisogno del:

Lemma 17.15 (del completamento) Sia V wuno spazio vettoriale avente
una base formata dai vettori ey, ea, ..., e,. Siano poi assegnati r vettori
linearmente indipendenti v, va, ..., v di V, conr < n. E allora possibile sce-
gliere opportunamente r vettori tra quelli della base e1, es, ..., e, e sostituirli
con 1 vettori vy, va, ..., v, in modo tale da ottenere una base di V.

La dimostrazione di questo lemma e un po’ tecnica: per tale motivo la riportiamo
a parte, nel paragrafo A.17.

Se abbiamo esattamente n vettori linearmente indipendenti come caso
particolare otteniamo immediatamente la:

Proposizione 17.16 Sia V uno spazio vettoriale avente una base formata da
n vettori. Allora assegnati comunque n vettori di V' linearmente indipendenti,
questi formano una base di V.

Proposizione 17.17 In uno spazio vettoriale V avente una base formata da
n vettori non vi possono essere pit di n vettori linearmente indipendenti.

DIMOSTRAZIONE Supponiamo di avere r > n vettori v1, ..., Un, Uny1, -..Up
linearmente indipendenti. Pertanto anche i primi n vettori vy, ..., v, sono
linearmente indipendenti, ma allora, per la proposizione precedente, essi formano
una base di V. Pertanto i vettori v,,11, ..., v, sono tutti combinazioni lineari
di vy, ..., v,. Cid non & possibile dal momento che in tal caso gli r vettori
sarebbero linearmente dipendenti. n

Teorema 17.18 Sia V uno spazio vettoriale avente una base formata da n
vettori. Allora ogni altra base di V' ¢ formata da n vettori.

DIMOSTRAZIONE Sia eq, ..., e, una base di V. Sia poi vy, ..., v, un’altra
base di V. I vettori di quest’ultima base sono quindi linearmente indipendenti.
Per il teorema precedente si ha quindi » < n. D’altronde, sempre per il teorema
precedente, r non puo essere minore di n perché altrimenti V avrebbe una
base formata da r vettori e in V esisterebbero n > r vettori linearmente
indipendenti. ]
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Il fatto che in uno spazio vettoriale non possano esistere basi formate da
un numero differente di vettori ci permette finalmente di parlare di dare la
definizione di base di uno spazio vettoriale.

Definizione 17.19 Se uno spazio vettoriale V ha una base formata da n
vettori, si dice che V' ha dimensione uguale a n. Indichiamo cio con il simbolo
dimV =n. A

Osservazione 17.20 Lo spazio vettoriale {0} formato dal solo vetture nullo
non ha vettori linearmente indipendenti e quindi non ha alcuna base. Per
completezza diciamo che lo spazio vettoriale {0} ha dimensione uguale a 0. A

Definizione 17.21 Se uno spazio vettoriale V' & formato dal solo vettore nullo
(cioe dim V' = 0) oppure ha una base formata da n vettori (cioe dimV = n)
diciamo che V ha dimensione finita. A

Osservazione 17.22 Sappiamo che i vettori di una base sono generatori e
che da un numero finito di generatori ¢ sempre possibile estrarre un numero
finito di vettori linearmente indipendenti. Pertanto, se uno spazio vettoriale
¢ finitamente generato, & di dimensione finita e viceversa. Dunque, se non &
possibile trovare in uno spazio vettoriale un numero finito di generatori, allora
lo spazio vettoriale non ha dimensione finita.

Se uno spazio vettoriale non e dotato di una base formata da un numero
finito di vettori si dice che lo spazio ha dimensione infinita. In particola-
re nell’esempio 15.14 abbiamo visto che R[z] non & finitamente generato, e,
pertanto, R[z] ha dimensione infinita. A

Teorema 17.23 Si ha:
1. dim V2(0) = 2;

dim V3(0) = 3;
dimR"” =n;

dimM(p,q,R) =p-q;

AR R

dimR"[z] = n.

DiMOSTRAZIONE Per ognuno degli spazi vettoriali indicati abbiamo trovato in
precedenza una base formata da un numero finito di vettori. In particolare:

1. nell’esempio 17.6 abbiamo trovato una base di V?(0O) formata da 2 vettori;
2. nell’esempio 17.7 abbiamo trovato una base di V3(O) formata da 3 vettori;
3. nell’esempio 17.9 abbiamo trovato una base di R™ formata da n vettori;

4. nell’esempio 17.11 abbiamo trovato una base di M(p, ¢, R) formata da p - g
vettori;

5. nell’esempio 17.12 abbiamo trovato una base di R™[z] formata da n vettori.
]
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Ora che abbiamo dato la definizione di dimensione di uno spazio vettoriale
possiamo rileggere alcuni teoremi visti in precedenza

Teorema 17.24 Se V' ¢ uno spazio vettoriale di dimensione n allora:
1. non esistono piu di n vettori linearmente indipendenti;

2. dati comungue r vettori con r < n(anche se linearmente indipendenti), essi
non possono essere generatori (e quindi tantomeno una base) di V';

3. dati comunque n vettori linearmente indipendenti, essi formano una base di

V;
4. dati comunque n generatori, essi formano una base di V.
DIMOSTRAZIONE

1. Si tratta della proposizione 17.17.

2. Se gli r vettori fossero generatori, da essi potremmo estrarre una base di V.
Ma, per il teorema 17.18 non puo esistere una base con meno di n vettori.

3. Si tratta della proposizione 17.16.

4. Se gli n generatori non fossero una base, e quindi non fossero linearmente
indipendenti, da essi potremmo estrarre una base. Ma, per il teorema 17.18
non puo esistere una base con meno di n vettori. n

Osservazione 17.25 Dalle parti 3) e 4) del teorema precedente segue che, dati
n vettori di uno spazio vettoriale di dimensione n, per controllare se essi formano
una base, possiamo controllare indifferentemente, o che siano generatori, o che
siano linearmente indipendenti. A

Esercizio di base 17.26 Stabilire se i vettori v; = (1,2,1), vy :== (1,1,1),
vy == (0,1,2), v4 == (1,1,3) di R? sono linearmente indipendenti.

Esercizio di base 17.27 Stabilire se le matrici

11 0 1 0 2
a=(y o) ae=(1 ) = (3 5 )

generano M(2, 2, R).

17.3 Una base per Sol(SO)

Abbiamo visto (teorema 14.16) che I'insieme delle soluzioni di un sistema lineare
omogeneo di p equazioni in ¢ incognite SO: AX = 0 & un sottospazio vettoriale
di M(q, 1,R). Vogliamo dare un procedimento per determinare una base di
Sol(S0O). Cominciamo con un:
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Esempio 17.28 Sia dato il sistema lineare omogeneo SO:

20 —4dy+ z—w—-2t=0

T —2y—2z+w =0
3r — 6y — =z —2t=0
Risolviamo questo sistema. Sommiamo alla seconda equazione la prima equazio-
ne moltiplicata per —% e sommiamo alla terza equazione la prima moltiplicata
3
per 75:

2c —4dy+ z— w—2t=0

5 3
—=z+-zw+ t=0

2 2
5+3 + t=0
2 2

Ora possiamo sommare alla terza equazione la seconda e ottenere:

2 —4dy+ z— w-—-2t=0

> +3 + t=0
2 2

0=0

Assegniamo ora a y, w e t dei valori parametrici e otteniamo cosi le soluzioni di

SO:

1 4
=2h -h -h
T 1+52+53
y= hi
3 2
= -h -h
z 52+53
w = h2
t= hs

Scriviamo ora le soluzioni come matrici di M(5, 1,R):

2hy + the + 3hs

SOI(SO) = %hg + %hg | hi € R,ho e R,hz € R

Con semplici calcoli possiamo riscrivere queste soluzioni in questa forma:

2 5 5
1 0 0
Sol(SO) =S hy [0 +ha |2 | +hs| 2 || eR MR R3ER
0 1 0
0 0 1

Dungque vediamo che Sol(SO) & I'insieme delle combinazioni lineari delle matrici:

Sl = , S2 = s Sg =

O OO =N
O —ulw Ou—
= Oulhn O ulhs
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e, dunque, Sol(SO) ¢ generato da S, S2 e Ss.

Per stabilire se questi generatori formano una base per Sol(SO), verifichiamo
se sono linearmente indipendenti. Scriviamo allora una loro combinazione lineare
generica e la poniamo uguale alla matrice nulla:

h1S1 4+ haS2 + h3S3 = 0.

Con semplici calcoli (che in realta sono gli stessi utilizzati, in ordine inverso,
per passare dalla forma generica delle soluzioni di S ai generatori di Sol(SO))
cio si riscrive cosi:

2hq + %hg + %hgg 0
h1 0

%hg + %h;g =10

ha 0

h3 0

Ovviamente questa uguaglianza si verifica solo quando hy, hy e h3 sono tutti
uguali a 0. Pertanto Sy, S3 e S3 sono una base di Sol(SO) che ha cosi dimensione
3.

Notiamo infine che S; si puo ottenere ponendo nelle soluzioni hy = 1,
hy == 0 e hg = 0. Analogamente Sy si puo ottenere ponendo nelle soluzioni
hy =0, hg :=1 e hg :==0 e S3 si puo ottenere ponendo nelle soluzioni h; := 0,
ho :=0¢e h3 = 1.

Se preferiamo pensare le soluzioni di SO come elementi di R® possiamo dire
che una base per Sol(SO) ¢ formata da:

1 3 4 2
2.1,0,0,0), (=,0,2,1,0), (=02,0,1).
21000, (f0210), (50.201) )

Chiaramente il procedimento cosi delineato si puo adattare a un qualsiasi
sistema lineare omogeneo.

Teorema 17.29 Sia dato un sistema lineare omogeneo SO: AX = 0 di p
equazioni in q incognite 1, T2, ..., Tq. Se il rango della matrice A é r, allora
lo spazio delle soluzioni Sol(SO) ha dimensione ¢ —r e una sua base puo essere
determinata nel modo sequente:

e Si determinano le soluzioni del sistema con il metodo che si preferisce:
sappiamo che q — r incognite scelte opportunamente fungeranno da parametri
hl, hg, ey hq—r;'

e il primo vettore della base si ottiene assegnando ad hy il valore 1 e agli altri
parametri il valore 0;

e il secondo vettore della base si ottiene assegnando ad hs il valore 1 e agli altri
parametri il valore 0;

e cosi via;

o ['ultimo vettore della base si ottiene assegnando ad hq_, il valore 1 e agli
altri parametri il valore Q.
Esercizio di base 17.30 Determinare una base per il sottospazio E di R*

cosl definito:

E = {(x1,x2,x3,24) | 221 — 323 + 224 = 0}. A
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17.4 Dimensioni di sottospazi vettoriali

Se V uno spazio vettoriale di dimensione n ed E & un suo sottospazio vettoriale, ci
chiediamo cosa si puo dire sulla sua dimensione. Per poter parlare di dimensione
dobbiamo pero essere sicuri che E sia dotato di una base. Ma siamo sicuri
che F sia dotato di una base? Ovviamente se E e formato dal solo vettore
nullo, allora dim £ = 0. Se E non ¢ formato dal solo vettore nullo cerchiamo di
costruirne una base.

e Scegliamo anzitutto un vettore non nullo v; di FE;

e se v; genera tutto F, cioe se ogni vettore di E & multiplo di v; allora v,
forma una base per E e il procedimento ha termine;

e se invece v; non genera tutto F allora esiste un vettore v di E che non
¢ multiplo di vy: per la proposizione 16.18, i vettori vy e vy sono vettori
linearmente indipendenti di F;

® se v e vy generano tutto E allora formano una base per E e il procedimento
ha termine;

e se invece v1 e v2 non generano tutto E allora esiste un vettore vs di E che
non ¢ combinazione lineare di vy e vy: per la proposizione 16.18, i vettori vy,
V9 € v3 sono vettori linearmente indipendenti di E.

e iterando il procedimento arriviamo ad avere r vettori linearmente indipendenti
di E: se generano tutto E formano una base di E e il procedimento ha termine,
altrimenti possiamo trovare in /' un vettore che non ¢ loro combinazione lineare
e ottenere cosi r + 1 vettori linearmente indipendenti di £ (usando ancora la
proposizione 16.18).

e se il procedimento non avesse termine troveremmo un numero sempre crescente
di vettori di F linearmente indipendenti: ma questi sono anche vettori di V. Per
la parte 1) del teorema 17.24 il numero di questi vettori linearmente indipendenti
¢ al massimo n. Dunque il procedimento ha sicuramente termine e £ ha una
base formata da al massimo n vettori.

Abbiamo quindi dimostrato la:

Proposizione 17.31 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita e sia E
un sottospazio vettoriale di V. Allora E ha dimensione finita e dim E < dim V.

Abbiamo poi la seguente proposizione riguardanti i sottospazi banali di uno
spazio vettoriale.

Proposizione 17.32 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione uguale a n.
Allora:

e Fsiste un solo sottospazio di dimensione uguale a 0. Si tratta del sottospazio
formato dal solo vettore nullo.

o FEsiste un solo sottospazio di dimensione uguale a n. Si tratta del sottospazio
V' stesso.

DIMOSTRAZIONE Sia E un sottospazio vettoriale di V:
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e se dim K = 0, allora per definizione E ¢ formato dal solo vettore nullo;

e se dim F = n, allora qualsiasi sua base, per il teorema 17.24 & base anche di
V. Quindi £ =V. ™

Esempio 17.33 Abbiamo visto che V2(O) ha dimensione uguale a 2. Pertanto
i suoi sottospazi possono avere dimensione uguale a 0, 1 o 2. E facile descrivere
i sottospazi vettoriali di V2(O):

e 'unico sottospazio di dimensione 0 & il sottospazio formato dal solo vettore
nullo;

e i sottospazi di dimensione 1 sono quelli del tipo {ﬁ | P €r} dove r & una
retta passante per l'origine;

e l'unico sottospazio di dimensione 2 & V2(0) stesso. A

Esempio 17.34 Abbiamo visto che V3(O) ha dimensione uguale a 3. Pertanto
i suoi sottospazi possono avere dimensione uguale a 0, 1, 2 0 3. E facile descrivere
i sottospazi vettoriali di V3(0):

e l'unico sottospazio di dimensione 0 ¢ il sottospazio formato dal solo vettore
nullo;

e i sottospazi di dimensione 1 sono quelli del tipo {O? | P €r} dove r & una
retta passante per l'origine;

e i sottospazi di dimensione 2 sono quelli del tipo {ﬁ% | P €n}dove m e un
piano passante per l'origine;

e l'unico sottospazio di dimensione 3 & V3(O) stesso. A

Esempio 17.35 Sia S(2,R) il sottospazio vettoriale M(2,2,R) formato dalle
matrici simmetriche. Vogliamo determinarne una base.

Ovviamente S(2,R) non ¢ formato dalla sola matrice nulla. Infatti, per
esempio, la matrice Sy == ({ ) ¢ una matrice simmetrica. Consideriamo allora
il sottospazio V; avente come base Aj.

Abbiamo che V; # S(2,R). Infatti la matrice So = (§3), pur essendo
simmetrica, non appartiene a V.

Consideriamo allora il sottospazio V5 avente base formata da S; e Sy. Poiché

a b
ng{(b 0) |aeR,beR}

abbiamo che Vo # S(2,R). Infatti la matrice S5 = (§9), pur essendo
simmetrica, non appartiene a V5.

Consideriamo allora il sottospazio V3 avente base formata da Sy, So e S3.
Ci chiediamo se V3 coincida con S(2,R). Osserviamo che, se cosi non fosse,
allora S(2,R) dovrebbe avere dimensione maggiore di 3. Cid non & possibile
perché altrimenti S(2,R), essendo sottospazio di M(2,2,R) (che ha dimensione
4) dovrebbe coincidere con M(2,2,R).
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Osserviamo che, utilizzando le proprieta dei sottospazi di spazi vettoriali
di dimensione finita, abbiamo potuto dimostrare che le matrici S1, Sz e S3
sono generatori di S(2,R), senza addentrarci in calcoli come fatto nell’eserci-
zio E.15.2. A

17.5 Calcolo di dimensioni e basi

Puo capitare di dover stabilire se dei vettori di uno spazio vettoriale siano
linearmente indipendenti o di dover determinare la dimensione dello spazio che
essi generano. I calcoli in genere sono abbastanza laboriosi.

Nel caso pero in cui si abbia a che fare con uno spazio vettoriale di dimensione
finita il seguente teorema, di cui non diamo la dimostrazione, ci permette di
ridurre i calcoli.

Teorema 17.36 Sia V una spazio vettoriale e vy, va, ..., v, una sua base.

Siano ora dati dei vettori uy, us, ..., us e sia U il sottospazio vettoriale di V
che essi generano. Decomponendo i vettori uy, us, ..., W rispetto alla base
formata dai vettori vy, vs, ..., v, otteniamo:

U = 1101 + A21V2 + +++ + Ap1Vy

Uz = A12V1 + A22V2 + - + Ap2Uy

Us = A15V1 F A25V2 + - + ApsUp

Indichiamo con A = (aij) € M(n,s,R) la matrice avente come colonne le
componenti dei vettori wy, us, ..., ws Tispetto alla base formata dai vettori vy,
V2, ..., Up’
a1 ai12 .- A1s
a1 Az ... QG2g
A=
an1  ap2 ... Qps

Allora si ha:
rkA=dimU.

Inoltre il calcolo del rango di A ci dice anche come possiamo estrarre una base
di U da w1, us, ..., us. Detto r il rango di A:

o Se abbiamo calcolato vk A usando i determinanti dei minori, sia M un minore
di A di ordine v avente determinante non nullo. Gli v vettori corrispondenti
alle colonne di M formano una base di U.

e Se abbiamo calcolato rk A riducendo la matrice a scalini, sia B la matrice con
r scalini ottenuta dalla matrice A. Allora una base di U si ottiene prendendo i
vettori tra uy, s, ..., Ug le cui posizioni corrispondono agli scalini di B.

Diamo qualche esempio.

Esempio 17.37 Sia F il sottospazio di R[] generato da fi(z) =1+ x — 222,
fa(x) ==z + 32, f3(z) =1 — 222 — 32*. Vogliamo calcolare la dimensione e
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una base di E. Osserviamo che i tre polinomi appartengono tutti a R®[z], la
cui base canonica & formata dai polinomi 1, z, 22, 23, 2*. Scriviamo allora la
matrice le cui colonne corrispondono alle componenti dei polinomi fi(z), fa(z)

e f3(x) rispetto alla base canonica di R®[z]:

1 0 1
1 1 0
A=1]1-2 0 -2
0 0 O
0 3 -3

Il rango di A & uguale a 2 e un minore di ordine 2 con determinante non nullo
¢, ad esempio, quello evidenziato:

1 0 1
1 1 0
-2 0 -2
0 0 O
0 3 -3
Dunque dim F = 2 e una base di E ¢ formata da fi(z) e f3(x). A

Esempio 17.38 Nell’esempio 16.6 abbiamo visto che i vettori v; := (1,2,1,0),
vy == (2,3,0,1) e v3 == (1, 3,2, —%) di R* sono linearmente dipendenti: per
far cio abbiamo determinato esplicitamente una loro combinazione lineare non
banale che dava come risultato il vettore nullo. Affrontiamo nuovamente lo
stesso problema. Consideriamo la matrice le cui colonne corrispondono alle

componenti dei vettori v1, va, v3 rispetto alla base canonica di R*:

12 1
— 123 3
A=110 3
1

01 -}

Applichiamo il metodo di Gauss per il calcolo del rango di A. Dopo avere svolto
i passaggi necessari troviamo la matrice a scalini:

1 2 1
0]-1 2
0 0 0
0 0 0

La matrice ha allora rango 2: dunque il sottospazio generato da vy, vs, v3 ha
dimensione 2 e i vettori vy, v2, v3 sono linearmente dipendenti. Gli scalini sono
in prima e seconda posizione. Dunque una base per (v, v, v3) € formata dai
vettori vy e vs. A

Esempio 17.39 Consideriamo i vettori v, := 2 + 23 e vy := 3 + 22 + 23. Per
vedere se i due vettori sono linearmente indipendenti consideriamo la base
canonica di R*[z] data da e =1, e; =, ey == 22, e3 := 2% e consideriamo
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la matrice B avente come colonne le componenti dei vettori v; == x + 2> e
vy = 3 + 2z + z° relativamente alla base canonica.

= O = O
= O N W

La matrice B ha ovviamente rango uguale a 2. Pertanto i due vettori sono
linearmente indipendenti. A

Abbiamo visto che il lemma del completamento 17.15 ci dice che, dati r vettori
linearmente indipendenti di uno spazio vettoriale V' di dimensione n, possiamo
scegliere altri n — r vettori in modo tale da ottenere una base di V.

Il teorema 17.36 ci permette di vedere il lemma del completamento da un
altro punto di vista e da un veloce metodo per determinare gli n — r vettori da
aggiungere. Vediamo tutto cid con un esempio.

Esempio 17.40 Nell’esempio 17.39 abbiamo visto che i vettori v; == 2 + 23 e
vy i= 3 + 22 + 2> sono linearmente indipendenti. Il lemma del completamen-
to 17.15 ci dice che aggiungendo ad essi due vettori della base canonica di R*[z]
scelti in modo opportuno possiamo determinare una base di R*[z]. Vediamo
come scegliere questi due vettori.

Consideriamo i sei vettori eq, e1, es, es, v1 e vy e consideriamo la matrice
A avente come colonne le componenti di questi sei vettori relativamente alla
base canonica di R*[z]:

oSO O
oSO RO
o= O O
= o O O
= o RO
= O N W

Osserviamo che ovviamente il minore di A formato dalle prime 4 colonne ¢ la
matrice identica di ordine 4 e che le ultime due colonne formano la matrice B
vista nell’esempio 17.39. La matrice A ha rango uguale a 4. Un suo minore
di ordine 4 e, per esempio, il minore formato dalle prime quattro colonne.
Ricordiamo pero che esiste un minore C invertibile di ordine 2 formato da
elementi delle ultime due colonne. Per esempio, possiamo scegliere il minore
formato dalle prime due righe e dalle ultime due colonne. Il teorema dell’orlare
ci assicura che esiste un minore invertibile di ordine 4 ottenuto orlando due
volte il minore C. Uno di essi € il minore formato da tutte e quattro le righe e
dalla seconda, terza e quinta e sesta colonna. Ma allora i vettori es, €3, v1 € Vs
sono linearmente indipendenti e quindi formano una base di R*[z]. A

Il teorema 17.36 fornisce inoltre un’altra importante interpretazione del rango
di una matrice. Consideriamo infatti una generica matrice

ailr a2 a1s

az1 a2 a2s
A= ]

an1 An2 Ans
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a n righe e s colonne. Le sue s colonne sono vettori di M(n, 1,R): esse generano
quindi un sottospazio vettoriale di M(n, 1, R) (se vogliamo possiamo identificare
in maniera ovvia queste colonne anche con elementi di R™). Come possiamo
calcolarne la dimensione? Dobbiamo scegliere una base di M(n, 1,R): scegliamo
la base canonica. Decomponiamo poi ciascuna colonna rispetto alla base
canonica e consideriamo la matrice le cui colonne sono queste componenti. Ci
si rende immediatamente conto che otteniamo la matrice A stessa. Dunque
il rango della matrice A ci fornisce la dimensione dello spazio generato dalle
sue colonne. Poiché la trasposta di A ha il medesimo rango di A si vede poi
immediatamente che anche lo spazio generato dalle righe ha dimensione uguale
al rango di A. Abbiamo dunque il:

Teorema 17.41 Sia A una matrice a n righe e s colonne. Lo spazio generato
dalle colonne di A ha dimensione uguale a vk A. Lo spazio generato dalle righe
di A ha dimensione uguale a vk A.

Osservazione 17.42 Il teorema precedente ci dice che lo spazio generato dalle
colonne e lo spazio generato dalle righe di una matrice A hanno la stessa
dimensione. Non ci dice pero che essi coincidano come sottospazi. Infatti se
A ha n righe e s colonne le sue righe generano un sottospazio di M(1, s,R),
mentre le sue colonne generano un sottospazio di M(n, 1, R).

Anche nel caso in cui la matrice sia quadrata di ordine n e che possiamo,
quindi, identificare sia lo spazio generato dalle righe che lo spazio generato dalle
colonne con sottospazi di R™, non ¢ in generale detto che questi due sottospazi
coincidano. A

17.6 Soluzioni degli esercizi di base

EB.17.2 Dobbiamo mostrare che ogni polinomio di grado minore di 4 si puo esprimere
come combinazione lineare di fi(x), f2(x), f3(z) e fa(z) e che questi polinomi sono
linearmente indipendenti. Consideriamo allora un generico polinomio di grado minore
di 4:

f(z) = a+ bz + ca® + dz.

Cerchiamo di esprimere f(z) come combinazione lineare di f1(z), f2(z), f3(z), fa(z):
f(x) = kifi(@) + ko fo (@) + ks f3(x) + kafa(x).
Si ha:
a+ba +cx® +da® = (k1 + ko + ks + ka) + (ka2 + ks + ka)z + (ks + ka)z” + kaz®.
Dobbiamo allora risolvere il sistema nelle incognite k1, ko, k3 e ka:
ki+ko+ks+ki=a
ko +ks+kai=0b

ks +ks=c
ks =d

Possiamo anche non risolvere esplicitamente questo sistema. Notiamo infatti che il
sistema ¢ Crameriano e, quindi, ammette un’unica soluzione. Dunque ogni polinomio
f(z) di R*[z] & combinazione lineare di f1 (), fa(x), fa(x), fa(x). Dimostriamo ora che
fi(x), f2(z), fs(x), fa(x) sono linearmente indipendenti: per far cio ci basta mostrare
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che il polinomio nullo si puo esprimere come combinazione lineare dei polinomi f1(z),
f2(z), fs(z), fa(z) solo nel modo banale. Ma questo equivale a risolvere il sistema
appena dato nel caso in cui a = b = ¢ = d = 0. Sappiamo gia che tale sistema ha,
comunque scelti a, b, ¢ e d, un’unica soluzione, che, nel caso a =b=c=d =0 deve
essere quindi quella banale k1 = k2 = ks = k4 = 0.

EB.17.26 Sappiamo che dimR® = 3. Quindi 4 vettori di R* comunque scelti sono
linearmente dipendenti. In particolare vi, va, v3, v4 sono linearmente dipendenti.

EB.17.27 Sappiamo che dim M(2,2,R) = 4. Pertanto per generare M(2, 2, R) sono
necessari almeno 4 vettori. Dunque Ai, A2, Az non generano M(2,2, R).

EB.17.30 Il sistema che definisce E ¢ costituito da un’unica equazione, quindi &
immediato determinarne le soluzioni. Ricaviamo:

Tr1 = T3 — X4.

2
Assegniamo quindi dei valori parametrici alle incognite x2, x3 e x4 e ricaviamo cosi le
soluzioni dell’equazione, che ci danno, dunque, esplicitamente gli elementi di E:

E= {(gh27h3,h1,h2,h3) |hi €R, h2 €R, h3 GR}.

Notiamo che il fatto che I’equazione che definisce F non coinvolge esplicitamente 2
non ci autorizza a trascurare tale incognita né, tantomeno, a darle sempre il valore 0.

Per ottenere ora dei generatori di £ poniamo prima h; =1, ho :=0¢e hs =0
ottenendo cosi il vettore (0,1,0,0). Ponendo poi hy := 0, ha := 1 e hg := 0 otteniamo
il vettore (%, 0, 1,0). Infine poniamo h; := 0, hy := 0 e hz := 1 e otteniamo il vettore
(—=1,0,0,1). 1l sottospazio E &, dunque, generato dai vettori:

(07130a0)7 (3707170) ) (_1a07071)

17.7 Sunto

Basi e dimensioni

Definizione Diciamo che i vettori vy, vo, ..., v, di uno spazio V costituiscono
una base di V se V = (vj,vs,...,v,) € v1, V2, ..., U, sono linearmente
indipendenti. A

Teorema Sia V uno spazio vettoriale avente una base formata da n vettori.
Allora ogni altra base di V' é formata da n vettori.

Definizione Se uno spazio vettoriale V' ha una base formata da n vettori, si
dice che V ha dimensione uguale a n. In simboli dim V' = n. A

Osservazione Lo spazio vettoriale {0} formato dal solo vetture nullo non ha
vettori linearmente indipendenti e quindi non ha alcuna base. Per completezza
diciamo che lo spazio vettoriale {0} ha dimensione uguale a 0. A

Definizione Se uno spazio vettoriale V' & formato dal solo vettore nullo (cioe
dim V' = 0) oppure ha una base formata da n vettori (cio¢ dim V' = n) diciamo
che V ha dimensione finita. A
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Osservazione Se uno spazio vettoriale ¢ finitamente generato, allora & di
dimensione finita e viceversa. Pertanto, se non & possibile trovare in uno spazio
vettoriale un numero finito di generatori, allora lo spazio vettoriale non ha
dimensione finita.

Se uno spazio vettoriale non ¢ dotato di una base formata da un numero
finito di vettori si dice che lo spazio ha dimensione infinita. A

Teorema Se vy, va, ..., v, costituiscono una base di uno spazio vettoriale V'
allora ogni vettore v di V puo essere espresso come combinazione lineare dei
vettori vy, V2, ..., Up:

v =kivy + kovo + - - + kv,

in un unico modo. La r-upla (ki,ka,..., k) viene detta r-upla delle compo-
nenti o coordinate di v rispetto alla base v, va, ..., V..

Nota Se vy, vs, ..., v, costituiscono una base di V osserviamo che il vet-
tore 0 ha componenti (0,0,...,0) rispetto alla base vy, vg, ..., v,, mentre
le componenti dell’i-esimo vettore wv; rispetto alla base vy, vo, ..., v, sono
0,...,0,1,0,...,0) (dove 'unico 1 compare al posto i-esimo). A

Nota Quando parliamo di componenti di un vettore dobbiamo sempre specifi-
care rispetto a quale base ci riferiamo, perché le componenti dello stesso vettore
rispetto a basi diverse sono (in generale) diverse. A

Esempio Dati due punti A e B del piano tali che O, A e B non siano allineati,

si ha che i vettori v; == OA e vy := OB di V?(O) costituiscono una base di
V2(0). Pertanto dim V2(0) = 2. A

Esempio Dati tre punti A, B e Cjello spazio tali che O, A, B e C' non siano

complanari allora i vettori v := OA, vy := OB e v3 := OC costituiscono una
base per V3(0). Pertanto dim V3(O) = 3. A

Esempio I vettori
e = (1,0,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),....en = (0,0,...,0,1)
formano una base di R", detta base canonica. Pertanto dimR"(O) =n. A

Esempio Le p- ¢ matrici E;; con 1 <i <p, 1 <j < g, dove E;; ¢ la matrice i
cui elementi sono tutti 0 tranne quello di posto (4, j) che & uguale a 1, formano
una base di M(p, ¢,R), detta base canonica. Pertanto dim M(p, ¢,R) = p-q.A

Esempio I polinomi 1, x, #2, ..., 2"~ ! formano una base di R"[z], detta base
canonica. Pertanto dimR"[z] = n. A

Teorema Sia SO un sistema lineare omogeneo di p equazioni in q incognite. Se
la matrice dei coefficienti del sistema ha rango r allora lo spazio delle soluzioni
di SO ha dimensione q — r.
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Lemma (del completamento) Sia V' uno spazio vettoriale avente una base
formata dai vettori ey, ea, ..., e,. Siano poi assegnati r vettori linearmente
indipendentt v1, Vg, ..., vdi V |, con r < n. E allora possibile scegliere
opportunamente r vettori tra quelli della base e, ea, ..., €, e sostituirli con i
vettori vy, Vs, ..., U, in modo tale da ottenere una base di V.

Teorema Se V' ¢ uno spazio vettoriale di dimensione n allora:
1. non esistono piu di n vettori linearmente indipendenti;

2. dati comunque r vettori con r < n(anche se linearmente indipendenti), essi
non possono essere generatori (e quindi tantomeno una base) di V;

3. dati comunque n vettori linearmente indipendenti, essi formano una base di
V;

4. dati comunque n generatori, essi formano una base di V.

Teorema Sia dato un sistema lineare omogeneo SO: AX =0 di p equazioni in
q incognite x1, xa, ..., xq. Se il rango della matrice A ér, allora lo spazio delle
soluzioni Sol(SO) ha dimensione ¢ —r e una sua base puo essere determinata
nel modo seguente:

e Si determinano le soluzioni del sistema con il metodo che si preferisce:
sappiamo che q — r incognite scelte opportunamente fungeranno da parametri
hl, hg, ey hq_T.;

e il primo vettore della base si ottiene assegnando ad hy il valore 1 e agli altri
parametri il valore 0;

e il secondo vettore della base si ottiene assegnando ad ho il valore 1 e agli altri
parametri il valore 0;

e cost via;
o ['ultimo vettore della base si ottiene assegnando ad hq_, il valore 1 e agli

altri parametri il valore 0.

Dimensioni di sottospazi vettoriali

Proposizione Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n, e sia E un
sottospazio vettoriale di V. Allora E ha dimensione finita e dim E < dim V.

Proposizione Sia V uno spazio vettoriale di dimensione uguale a n. Allora:

o FEsiste un solo sottospazio di dimensione uguale a 0. Si tratta del sottospazio
formato dal solo vettore nullo.

o FEsiste un solo sottospazio di dimensione uguale a n. Si tratta del sottospazio
V stesso.

Esempio 1 sottospazi vettoriali di VZ(O) sono:

e |'unico sottospazio di dimensione 0 ¢ il sottospazio formato dal solo vettore
nullo;
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e i sottospazi di dimensione 1 sono quelli del tipo {O? | P €r} dove r ¢ una
retta passante per l'origine;

e l'unico sottospazio di dimensione 2 & V2(0O) stesso. A

Esempio [ sottospazi vettoriali di V3(O) sono:

e l'unico sottospazio di dimensione 0 ¢ il sottospazio formato dal solo vettore
nullo;

e i sottospazi di dimensione 1 sono quelli del tipo {O? | P €r} dove r & una
retta passante per l'origine;

e i sottospazi di dimensione 2 sono quelli del tipo {O? | P €n}dove & un
piano passante per l'origine;

e l'unico sottospazio di dimensione 3 & V3(O) stesso. A

Calcolo di dimensioni e basi

Teorema Sia V una spazio vettoriale e v, va, ..., v, una sua base. Siano
ora dati dei vettori uy, Us, ..., us e sta U il sottospazio vettoriale di V' che essi
generano. Decomponendo i vettori wy, us, ..., us rTispetto alla base formata

dai vettori vy, va, ..., v, otteniamo:

U = a1101 + a21V2 + -+ -+ Ap1Vy

U2 = A12V1 + A22V2 + ++ + + Ap2Up

Us = A15V1 + 25V2 + -+ + ApsUn

Indichiamo con A = (aij) € M(n, s,R) la matrice avente come colonne le
componenti dei vettori wy, usa, ..., ug rispetto alla base formata dai vettori vy,
V2, ..., Uy’
aipr a2 ... Qs
a1 Q22 ... Q2g
A=
ap1 QAnp2 ... dns

Allora si ha:
rk A =dimU.

Inoltre il calcolo del rango di A ci dice anche come possiamo estrarre una base
di U da w1, usg, ..., us. Detto r il rango di A:

e Se abbiamo calcolato rk A usando i determinanti dei minori, sia M un minore
di A di ordine v avente determinante non nullo. Gli r vettori corrispondenti
alle colonne di M formano una base di U.

e Se abbiamo calcolato vk A riducendo la matrice a scalini, sia B la matrice con
r scalini ottenuta dalla matrice A. Allora una base di U si ottiene prendendo i
vettori tra w1, Us, ..., W le cui posizioni corrispondono agli scalini di B.
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Teorema Sia A una matrice a n righe e s colonne. Lo spazio generato dalle
colonne di A ha dimensione uguale a tk A. Lo spazio generato dalle righe di A
ha dimensione uguale a rk A.

Proposizione Sia V' uno spazio vettoriale avente una base formata dai vettori
Vi, ..., Up.

Siano E e F due sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale V' di dimensione
finita. Sia ey, ..., e, una base di E e fi, ..., fq una base di F.

Allora dim(E + F) = rk A dove A ¢ la matrice avente come colonne le
componenti dei vettori ey, ..., ey, fi, ..., fq rispetto alla base vy, ..., vy.

17.8 Esercizi
E.17.1 Stabilire se i vettori:
v = (1,3,2,1), wv9:=(1,0,1,0), w3:=(1,0,2,0)

sono linearmente dipendenti o indipendenti. Calcolare una base e la dimensione
per lo spazio (v, vs, v3).

E.17.2 Stabilire se i vettori:
vy = (1,0,1,0), wo:=(2,0,2,0), ws:=(1,0,2,1)

sono linearmente dipendenti o indipendenti. Calcolare una base e la dimensione
per lo spazio (vy,va, v3).

E.17.3 Stabilire se le matrici

_ (0 1 _ (1 3 _ (0 2
A1.<2 O), AQ.(l O), A3.(2 O)

di M(2,2,R) sono linearmente dipendenti o indipendenti.

E.17.4 In ciascuno dei seguenti casi stabilire se i vettori dati sono linearmente
dipendenti o linearmente indipendenti:

a. v1 = (1,2,1,3), vo == (0,0,1,0), v3 := (1,0,1,1);

11 0 0 11 10
b. A1::<1 3>,A2::(1 0),A3:: <1 3>,A4::(1 0);

c. v1 == (2,1,0), vo == (1,0,1), v3 := (0,1, —-2);
d. fi(z) =142 —222, folx) =1+z, f3(x) =1+2%
e. v1 = (1,0,0,0), vo == (1,1,0,0), vs == (1,1,1,0), vy :== (1,1,1,1).

E.17.5 Nei casi dell’esercizio E.17.4 in cui i vettori dati sono linearmente
dipendenti si esprima uno dei vettori come combinazione lineare dei rimanenti.

E.17.6 Determinare una base di R*[x] che contenga i due polinomi indipendenti
filz) =1+x+2%e foz) =2 — 3.
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E.17.7 Stabilire se i vettori (1,3,1), (2,1,0), (1,1,1) formano una base per
R3.

E.17.8 Stabilire se i vettori (1,—1,0), (0,1,—1), (—1,0,1) formano una base
per R3.

E.17.9 Stabilire se le matrici

_ (1 1 _ (0 0

formano una base per M(2,2, R).

E.17.10 Stabilire se i polinomi fi(z) :== 1+, fa(x) =1 —z, f3(x) == 1 + 22,
fa(z) =1 — 22 formano una base per R3[z].

E.17.11 Stabilire se i vettori

1
vy = (1,3,0,2),v9 = (1, 1, 2,1) ,u3 = (1,1,1,0),v4 == (2,0,1,2)

formano una base per R*.

E.17.12 Dati i vettori fi(z) :== 1+ 2z + 22, fo(z) = —1 + 22, f3(x) = 2 + 22,
fa(x) =1+ 22, dimostrare che f1(x), f2(z), f3(x) e fi(x) generano R3[x], ed
estrarre da essi una base di R*[z].

E.17.13 Determinare le componenti del vettore v := (1,2, 1) rispetto:
a. alla base canonica di R3;

b. alla base costituita dai vettori vy = (1,2,0), v := (0,1, 3), v3 = (3,2,1).

E.17.14 Determinare le componenti del polinomio 1 — 3z 4+ 222 rispetto alla
base di R?*[z] formata dai polinomi 1, 1+ x, 1 + z + 22.

E.17.15 Determinare una base per lo spazio vettoriale F generato dai vettori
v = (]-a'?)a]-,]-)a U2 = (170723 1), V3 = (2733372)7

5
vy = (1,2,0,1), vy = <1, 3 1,1) .

E.17.16 Dati i vettori vy :== (1,1,0), vo := (—1,0, 1) determinare un vettore
vy in R? tale che v, vy e v3 formino una base per R3.

E.17.17 Calcolare la dimensione del sottospazio E di M(2,2,R) generato dalle

matrici
1 2 2 4 0 1 1 3
ae () (2 ) (O o ()

E.17.18 Si verifichi che i vettori v; = (1,2,1,0), vo = (0,1,1,0) e v3 =
(2,4,2,0) sono linearmente dipendenti: per ciascun vettore stabilire se puo
essere espresso come combinazione lineare dei rimanenti.
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E.17.19 Dimostrare che se vy, vo, ..., v, formano una base per uno spazio
vettoriale F allora anche i vettori v +va, vo, ..., v, formano una base per F.

E.17.20 Si verifichi che i vettori vy == (1,1, —1), vs == (-1,0,1), v3 == (1,3,1)
formano una base per R3: determinare le componenti dei vettori (1,0,0) e
(1,1, 1) rispetto a questa base.

E.17.21 Determinare una base per lo spazio vettoriale F generato dalle matrici

_ (0 1 _ (1 0 _ (1 2
Al.(l O), AQ.(I 0), A3.<2 0).

E.17.22 Data la matrice
1 0
A (1 0)7

determinare una base per il sottospazio vettoriale di M(2,2, R) generato dalle
matrici A, ‘A, A+ A,

E.17.23 Sia V uno spazio vettoriale e siano e, e, es, e4 vettori di V' che
ne costituiscono una base. Determinare una base per il sottospazio E di V
generato dai vettori:

e+ 3es + 2e4,e5 + €3,—€1 — es + 2e3 — 2ey.

Determinare una base per il sottospazio F' di V' generato dai vettori:

ey, —e] + 363 —ey4,e1 + 362 +ey4.

17.9 Soluzioni degli esercizi

E.17.1 Consideriamo la matrice A le cui colonne corrispondono alle componenti dei
vettori v1, v2 e w3 rispetto alla base canonica di R*:

N W
O = O =
oN O =

Se calcoliamo il rango di A troviamo rk A = 3. Dunque dim(v1,v2,v3) =3 e v1, V2 €
v3 costituiscono una base per (v1, vz, v3).

Notiamo che se avessimo posto kivi + k2v2 + ksvs = 0, il sistema lineare nelle
incognite k1, k2, ks che avremmo ottenuto avrebbe avuto come sua matrice dei
coefficienti proprio la matrice A.

E.17.2 Consideriamo la matrice A le cui colonne corrispondono alle componenti dei
vettori vy, va e w3 rispetto alla base canonica di R*:

N

I
O = O =
oON O N
=N O =
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Riducendo a scalini la matrice troviamo la matrice

1 2 1
0 0|1
0 0 O
0 0 O

Dunque dim(v1,v2,v3) = rk A = 2. Poiché gli scalini sono nella prima e terza
posizione abbiamo che una base per (vi,v2,v3) & formata dai vettori v1 e v3. Se
avessimo preliminarmente osservato che ve = 2v1, avremmo potuto affermare che
(v1,v2,v3) = (v1,v3): poiché v; e vz sono linearmente indipendenti (nessuno dei
due & multiplo dell’altro), avremmo trovato che v1 e vz costituiscono una base di
(v1,v2,v3).

E.17.3 Consideriamo la matrice A le cui colonne corrispondono alle componenti delle
matrici A;, A2 e As rispetto alla base canonica

{10 (01 _ {0 0 _ (0 0
Bu = <0 O), i = (0 0), By = (1 0), B = (0 1).

Si ha:

A=

oN = O
S = W
o NN O

Se calcoliamo il rango di A troviamo rk A = 3. Dunque le matrici A;, A2 e A3 sono
linearmente indipendenti.

E.174

a. Possiamo considerare la matrice le cui colonne danno le componenti dei vettori vy,
vs € v3 rispetto alla base canonica di R*:

0
0
1

— N
—_ O -

w

0

—_

Poiché il rango di questa matrice € 3, i 3 vettori sono linearmente indipendenti.
b. Osserviamo che A; e As sono uguali: dunque le matrici A1, A2, As e A4 sono
linearmente dipendenti.

Se non avessimo notato I'uguaglianza tra A; e Az avremmo potuto considerare la

matrice le cui colonne danno le componenti delle matrici A1, A2, As e Ay rispetto
alla base canonica di M(2, 2, R):

1 0 1 1
10 1 0
11 1 1
3 0 3 0

Questa matrice ha determinante nullo e, dunque, le 4 matrici sono linearmente
dipendenti.

c. Possiamo considerare la matrice le cui colonne danno le componenti dei vettori v1,
vy e v rispetto alla base canonica diR3:

21 0
1 0 1
0 1 -2

Questa matrice ha determinante nullo e, dunque, i 3 vettori sono linearmente
dipendenti.
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d. Possiamo considerare la matrice le cui colonne danno le componenti dei polinomi
fi(x), f2(z) e fa(x) rispetto alla base canonica di R3[z]:

1 1 1

1 1 0

-2 0 1

Questa matrice ha determinante non nullo e, dunque, i 3 vettori sono linearmente
indipendenti.

e. Possiamo considerare la matrice le cui colonne danno le componenti dei vettori vy,
V2, V3 e vy rispetto alla base canonica di R*:

(= elNel S
SO O ==
O = =
e

Questa matrice ha determinante non nullo e, dunque, i 4 vettori sono linearmente
indipendenti.

E.17.5

b. Abbiamo gia notato che A; = As. Possiamo cio¢ scrivere:

Ay =045 + A3 + 0A4.

c. Si vede facilmente che v; e w2 sono linearmente indipendenti. Dunque vs puo
essere espresso come combinazione lineare di v1 e v2 (se cosi non fosse vi, v2 € v3
sarebbero linearmente indipendenti). Scriviamo ora

(0,1,-2) = h(2,1,0) + k(1,0,1).
Risolvendo questa equazione vettoriale troviamo:

(0,1,-2) = (2,1,0) — 2(1,0,1).

E.17.6 Dobbiamo trovare innanzitutto un polinomio che non sia combinazione lineare
di fi(z) e f2(z): ad esempio fs(x) := 1. Cerchiamo poi un polinomio che non sia
combinazione lineare di fi(z), fo(z) e fs(x), ad esempio fi(x) := z. Una base per
R*[z] & allora formata dai vettori: 1+ 4 2%, ¢ — 2°, 1, 2.

E.17.7 Consideriamo la matrice A le cui colonne corrispondono alle componenti dei
vettori dati rispetto alla base canonica di R3:

1 2 1
A=13 1 1
1 0 1

Il determinante di questa matrice ¢ —4, dunque rk A = 3. La dimensione dello
spazio vettoriale generato dai 3 vettori assegnati ¢ esattamente 3. Poiché dimR® = 3,
il sottospazio vettoriale generato dai 3 vettori deve essere tutto R® (se fosse un
sottospazio propriamente contenuto in R*® dovrebbe avere dimensione minore di 3).
Abbiamo allora 3 vettori che generano uno spazio di dimensione 3: questi vettori sono
necessariamente una base di R®.
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E.17.8 Consideriamo la matrice A le cui colonne corrispondono alle componenti dei
vettori dati rispetto alla base canonica di R3:

Il determinante di questa matrice & 0, dunque rk A < 3. La dimensione dello spazio
vettoriale generato dai 3 vettori assegnati € minore di 3. Pertanto i 3 vettori non
generano tutto R?, e, dunque, non costituiscono una base per R®.

E.17.9 Le matrici assegnate non formano una base per M(2, 2, R) perché tutte le basi
di M(2,2,R) sono formate da 4 vettori.

E.17.10 I polinomi assegnati non possono certo formare una base per R? [x], perché
tutte le basi di R*[x] sono formate da 3 vettori.

E.17.11 No, il determinante della matrice:

N O W
e
O = =
N = O N

¢ nullo.

E.17.12 Consideriamo la matrice le cui colonne danno le componenti dei polinomi
f1(z), f2(z), f3(x) e fa(z) rispetto alla base canonica R*[z]:

1 -1 0 1
A=(2 0 1 0
1 1 1 1

Applicando la riduzione a scalini troviamo la matrice:

1 -1 0 1
0o 2 1 =2
0o 0 0 2

Dunque abbiamo tre scalini in prima, seconda e quarta colonna: la matrice A ha
allora rango 3. Pertanto fi(x), fo(x), fs(x) e fi(x) generano R3[z] e fi(z), f2(z) e
fa(z) costituiscono una base per R*[z].

E.17.13 Rispetto alla base canonica la terna delle componenti di (1,2, 1) & ovviamente
(1,2,1). Per determinare la terna (k1, k2, k3) delle componenti di (1,2, 1) rispetto alla
base v1, v2, v3 dobbiamo risolvere I’equazione:

E1(1,2,0) + k2(0,1,3) + ks(3,2,1) = (1,2, 1).

Questo da il sistema:

k1 +3k3 =1
2k1 + ko + 2k =2
ko + k3=1

; 5 10 4 1
che risolto da {k1 = ke =35,k = TS}
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E.17.14 Esprimendo il polinomio 1 — 3z + 22% come combinazione lineare generica
dei vettori della base assegnata abbiamo:

1-3z+22° =a-14+B8(1+z) +~v(1 +z+2°).
Espandendo il secondo membro abbiamo:
1-3z+422° = (a+B+7) + (B+7)z+ 72",

Eguagliando i coefficienti otteniamo il sistema

at+B+y=1
/8 + Y= -3 )
=2
la cui soluzione ¢ a = 4, § = —5, v = 2. Si ha pertanto

1-3z+22°=4-1-5(142z)+2(1 +x+2%).

E.17.15 Consideriamo la matrice A le cui colonne corrispondono alle componenti dei
vettori v1, va, Vs, V4, U5 rispetto alla base canonica di R*:

1
3
1
1

Poiché gli scalini sono nella prima, seconda e quarta posizione abbiamo che una base
per E & formata dai vettori v1, v2. € v4.

E.17.16 Se vs := (z,y, z) abbiamo che v1, v2 e v3 formano una base per R? se e solo
se la matrice le cui colonne danno le componenti dei vettori v1, v2 e vs rispetto alla
base canonica:

1 -1 =z
A= 1 0 Yy
0 1 z

ha determinante diverso da 0. Poiché
detA=x—y+z
possiamo, ad esempio, scegliere vs = (1,0, 0).

E.17.17 Osserviamo innanzitutto che As = 2A;: quindi lo spazio generato dalle
matrici A1, A2, As e Ay € uguale allo spazio generato dalle matrici A1, As e Ag4.
Consideriamo la matrice le cui colonne danno le componenti delle matrici A1, Az e
Ay rispetto alla base canonica:

1 0 1
2 1 3
1 1 2
1 1 2

Si vede facilmente che il rango di questa matrice ¢ 2, e, dunque, la dimensione dello
spazio vettoriale generato dalle matrici A1, As, As e Ay & 2.
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E.17.18 Vediamo subito che v3 = 2v;: dunque v; pud essere espresso combinazione
lineare dei vettori rimanenti (vi = Ova + %’03) e v3 puo essere espresso combinazione
lineare dei vettori rimanenti (vs = 2v; + Ovz). Se vz fosse combinazione lineare dei
vettori rimanenti avremmo

Vo = h’l)l =+ k'l}g = h’Ul + 2k’l}1 = (h + 2k)v1

cio¢ avremmo che vz sarebbe multiplo di v1: poiché questo non si verifica, abbiamo
che v2 non & combinazione lineare dei vettori rimanenti.

E.17.19 Scriviamo la matrice le cui colonne danno le componenti dei vettori v1 + vo,

va, ..., U, rispetto alla base formata dai vettori v1, v2, ..., Un:

1 0 0 ... O

1 1 0 ... O

0 0 1 ... 0

o0 0 ... 1
Questa matrice ha determinante 1: dunque i vettori v1 + v2, v, ..., v, formano una
base per F.

E.17.20 Scriviamo la matrice le cui colonne danno le componenti dei vettori vi, v2 e
v3 rispetto alla base canonica:

1 -1 1
1 0 3
-1 1 1

Questa matrice ha determinante non nullo: dunque i vettori v1, v2 e v3 formano una
base per R®. Per determinare le componenti di (1,0,0) rispetto alla base formata dai
vettori v1, v2 e vs dobbiamo risolvere ’equazione vettoriale:

z(1,1,-1) +y(-1,0,1) + 2(1,3,1) = (1,0,0)

vale a dire il sistema:
r—y+ z=1

x +32=0
—zrz4+y+ z2=0
che ha come soluzione x = —%, y=-2,z= % In maniera analoga si trova che le

componenti di (1,1, 1) rispetto alla base formata dai vettori vi, v2 e v3 sono date da
r=-2,y=-2,z=1.

E.17.21 Consideriamo la matrice A le cui colonne corrispondono alle componenti
delle matrici A1, A2 e As rispetto alla base canonica

1 0 0 1 0 0 0 0
Bo=(y o) Ba=(y o) Ea=(70) B==(5 9):

O == O
O = O
O NN
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Riducendo a scalini la matrice troviamo la matrice

1 0 2
0|1 1
0 0] -1
0 0 0

Dunque il rango di A & 3, e, pertanto, le 3 matrici sono linearmente indipendenti. Una
base di E ¢ allora formata dalle 3 matrici A1, A2, As.

E.17.22 Osserviamo innanzitutto che A + *A &, chiaramente, combinazione lineare
di A e ‘A (non c’& bisogno di calcolare esplicitamente A + ‘A per dire cid). Dunque
(A,'A, A+ *A) = (A,"A). Osserviamo ora che nessuna fra A e ‘A & multipla dell’altra
e quindi A e *A sono linearmente indipendenti. Dunque A e A formano una base di
(A PA, A +1A).

E.17.23 Consideriamo la matrice A le cui colonne corrispondono alle componenti dei
generatori di F rispetto alla base formata dai vettori e1, ez, es, ea:

1 0 -1
3 1 -1
A= 0 1 2
2 0 -2

Riducendo a scalini la matrice troviamo la matrice:

1 1
0

0 —

1 2
0 0 O
0 0 O

Poiché gli scalini sono in prima e seconda posizione abbiamo che una base per F &
formata dai vettori e1 + 3es + 2e4 € ez + es.

Analogamente consideriamo la matrice B le cui colonne corrispondono alle compo-
nenti dei generatori di F' rispetto alla base formata dai vettori e1, ez, es, ea:

Riducendo a scalini la matrice troviamo la matrice:

1

1 1
0 0
0 3
0 0

O Oolw

Dunque il rango di A & 3, e, pertanto, una base di F' & formata dai vettori: e4,
—e1 + 3e3 — ey, e1 + 3ez + eq.
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CAPITOLO

Intersezione e somma di
sottospazi

Dati due sottospazi vettoriali E e F' di uno spazio vettoriale V' viene spontaneo
chiedersi se la loro intersezione e la loro unione siano essi stessi sottospazi
vettoriali di V. Vedremo che l'intersezione di due sottospazi vettoriali ¢ un
sottospazio vettoriale mentre I'unione di due sottospazi vettoriali non ¢ sempre
un sottospazio vettoriale. Introduciamo allora un nuovo insieme, la somma di
sottospazi vettoriali, che ¢, in un certo senso, il pitt piccolo sottospazio vettoriale
contenente ambedue i sottospazi vettoriali. Vedremo poi come la cosiddetta
formula di Grassmann sia utile nel calcolo della dimensione della intersezione o
della somma di due spazi vettoriali. Introduciamo infine un caso particolare di
somma di due sottospazi vettoriali: la somma diretta.

18.1 Intersezione di sottospazi vettoriali

Supponiamo di avere due sottospazi E e F' dello stesso spazio vettoriale V. Ci
chiediamo se 'intersezione e I'unione di F e F' siano anch’essi sottospazi di V.
Possiamo iniziare dando il:

Teorema 18.1 L’intersezione E N F di due sottospazi E e F' di uno spazio
vettoriale V' & un sottospazio vettoriale di 'V .

DiMOSTRAZIONE Dobbiamo innanzitutto mostrare che £ N F' & non vuoto. In
generale non e detto che I'intersezione di due insiemi non vuoti sia non vuota,
pero in questo caso possiamo trovare un vettore di V' che sta tanto in E quanto
in F": il vettore nullo.

Vogliamo ora mostrare che se u e v sono due vettori di £ N F' allora la
somma u + v appartiene a £ N F. I vettori w e v sono, in particolare, vettori
del sottospazio E, dunque la loro somma u + v appartiene ad E; allo stesso
modo, poiché i vettori u e v sono vettori del sottospazio F, la loro somma
u + v appartiene ad F. Dunque, u + v appartiene tanto ad F quanto ad F,
cioe appartiene a £ N F.
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Per completare la dimostrazione dobbiamo mostrare che se k£ ¢ un numero
reale e u € un vettore di £ N F allora ku appartiene a 2N F': poiché il vettore
u &, in particolare, un vettore del sottospazio F abbiamo che ku appartiene
ad E. In maniera analoga si dimostra che ku appartiene a F' e, dunque, ku
appartiene a £ N F. -

Osservazione 18.2 L’intersezione E N F' di due sottospazi vettoriali £ e F' ¢
un sottospazio vettoriale sia di E che di F'. A

Osservazione 18.3 Se E e F sono due sottospazi vettoriali di dimensione
finita! di uno spazio vettoriale allora, grazie alla proposizione 17.31, anche ENF
ha dimensione finita e si ha dim(ENF) < dimF e dm(ENF) <dimF. A

Esempio 18.4 Nella proposizione 14.18 abbiamo visto che, data una retta r
passante per l’origine, il sottoinsieme E di V?(O) formato dai vettori del tipo

s
OA con A € r ¢ un sottospazio di V?(0). In maniera del tutto analoga si
puo vedere che, dato un piano 7 passante per ’origine, il sottoinsieme E di

V3(0) formato dai vettori del tipo OA con A € 7 & un sottospazio di V3(O).
Consideriamo ora un altro piano ¢ passante per l'origine e sia F' il sottospazio
di V3(0) formato dai vettori del tipo OA con A € 0. Se 7 e o sono distinti, si
intersecano in una retta r passante per 'origine. In tal casil;intersezione dei
sottospazi E ed F' & uguale all’insieme dei vettori del tipo OA con A €r. A

Esercizio di base 18.5 Si considerino i sottospazi F e F di M(2,2,R) cosi

definiti:
a b
E = b 0 laeR,beER,

b a
F._{<b O)|aeR,beR}. A

Determinare 'intersezione E N F.
Esercizio di base 18.6 Determinare l'intersezione di T%(n) e Tg(n).

Esempio 18.7 Consideriamo in R® il sottospazio vettoriale E, generato dai vet-
tori eq :== (1,4,0,0,0), e2 :=(1,0,0,1,1) e e3 := (1,1,0, —1, 2) e il sottospazio
vettoriale F' generato dai vettori f; == (2,1,1,4,0) e fo :=(—1,1,-1,0,—2).

Vogliamo determinare 'intersezione di E con F'. Un vettore v appartiene a
FE se e solo se &€ combinazione lineare di ey, e; e e3; un vettore v appartiene a
F se e solo se € combinazione lineare di f; e fo. Dunque abbiamo

v =hy(1,4,0,0,0) + ho(1,0,0,1,1) + hs(1,1,0,—1,2),
v=1Fk(21,1,4,0) + ko(—1,1,-1,0, —2),

n realta sarebbe sufficiente ipotizzare che almeno uno dei due sottospazi E e F sia di
dimensione finita
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ovvero

v = (hy + ha + h3,4h1 + h3,0, hy — h3, hy + 2h3),
vV = (2]{?1 — kg,kl -+ kg,kl — k2,4k‘1, 72]432).

Abbiamo dunque
(h1+h2+hg,4h1+h3,0, ha—hs, ho+2hs) = (2k1 —ka, k1+ke, k1 — ko, 4k1, —2k2)

il che ci da il sistema:

hi+ ho + hsy =2k1 — ko

4hy + hy3= ki + ko
0= k1 — ko

hy — hy = 4k,
ho + 2h3 = — 2ko

Risolvendo questo sistema nelle incognite hy, hs, hs, k1 e ko troviamo le soluzioni
in dipendenza da un parametro:

hi= 1
hy = 21
hs = —21
ki= 1
ko= 1

Possiamo ora sostituire tali valori nell’espressione di v come combinazione
lineare di e;, ex; e e3 0o come combinazione lineare di f; e fa, ottenendo
ovviamente sempre lo stesso risultato:

v = (1,21,0,41,—21).

Pertanto EN F' & U'insieme dei multipli del vettore (1,2,0,4, —2). In particolare
dim(ENF)=1. A

18.2 Somma di sottospazi vettoriali

Nel paragrafo precedente abbiamo dimostrato che 'intersezione di due sottospazi
E e F' di uno spazio vettoriale V & un sottospazio vettoriale di V. Verrebbe
allora naturale dire che anche I'unione ' U F' di due sottospazi € un sottospazio
vettoriale di V. Proviamo a scrivere una dimostrazione di questo fatto analoga
a quella utilizzata nel caso dell’intersezione. Innanzitutto £ U F' € non vuoto
perché contiene, ad esempio, il vettore nullo. Cerchiamo ora di mostrare che la
somma u + v di due vettori w e v di £ U F appartiene a £ U F. Cosa significa
che uw appartiene ad F U F'? Significa che u appartiene ad almeno uno dei
sottospazi F o F. Lo stesso si puo dire per il vettore v. Dunque se u e v
appartengono entrambi ad E allora la loro somma u + v appartiene ad E e
quindi anche a E'U F. Analogamente se u e v appartengono entrambi ad F.
Ma cosa succede se, ad esempio, u appartiene ad E e v appartiene ad F'?7 Non
¢’¢ un motivo evidente perché la loro somma stia in E oppure stia in F. Dunque
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la dimostrazione che stiamo cercando di dare non funziona. Non abbiamo pero
dimostrato che E'U F non e un sottospazio: semplicemente non siamo riusciti
a dimostrare che € un sottospazio. Per chiarirci le idee vale la pena di vedere
cosa succede in qualche caso particolare.

Esempio 18.8 Consideriamo i sottospazi T*(2) e Tg(2) di M(n, n, R) formati
rispettivamente dalle matrici triangolari superiori e dalle matrici triangolari
inferiori di ordine 2. La loro unione ¢ dunque I'insieme T®(2)UTg(2) delle matrici
triangolari di ordine 2. E vero che sommando due matrici triangolari otteniamo
una matrice triangolare? Chiaramente se le matrici sono entrambe triangolari
superiori o entrambe triangolari inferiori la risposta e si, ma nell’esempio:

(0 0)+( 5)=( o)

abbiamo due matrici triangolari (una superiore e una inferiore) la cui somma
non ¢ triangolare. A

Dunque, in generale, non & detto che 'unione di due sottospazi sia un sottospazio.

Cerchiamo allora un sottospazio vettoriale di V' che contenga sia E sia F' e
che sia, in un certo senso, il piu piccolo possibile. Abbiamo visto che £ U F non
¢ in generale un sottospazio perché sommando un vettore di E a un vettore di
F potremmo ottenere come risultato un vettore che non sta né in £ né in F. Il
sottospazio che stiamo cercando deve allora contenere oltre a E e a F' tutte le
somme del tipo u+v con u € F e v € F. Diamo un nome all’insieme di queste
somme:

Definizione 18.9 Dati due sottospazi F e F' di uno spazio vettoriale V' la
somma di F e di F ¢ il sottoinsieme di V formato da tutte le somme del tipo
u+vconu € Fewv € F. Indichiamo con il simbolo F + F tale insieme.
Abbiamo dunque:

E+F={u+v|ueckEveF} A

In base alla discussione fatta in precedenza un sottospazio vettoriale di V' che
contenga tanto F quanto F' deve necessariamente contenere la loro somma
E + F. Notiamo che ogni vettore uw di F & anche un vettore di E + F': infatti
u puo essere espresso come somma del vettore u (che appartiene ad E) e di 0
(che appartiene a F'). Allo stesso modo si pud vedere che ogni vettore di F' &
anche vettore di ¥+ F. Abbiamo cosi provato la:

Osservazione 18.10 La somma di due sottospazi E + F' contiene sia E sia
F. A

Esercizio di base 18.11 Dato un sottospazio E di uno spazio vettoriale V'
determinare F + E.

Potremmo allora chiederci se F + F' sia un sottospazio vettoriale di V' o se ad
esso sia necessario aggiungere altri vettori per ottenere un sottospazio vettoriale
di V. Abbiamo il:

Teorema 18.12 La somma E + F di due sottospazi vettoriali di uno spazio
vettoriale V' é un sottospazio vettoriale di V. Se U é un sottospazio vettoriale
di 'V contenente sia E sia F' allora U contiene E + F.
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DIMOSTRAZIONE Abbiamo gia osservato che un sottospazio vettoriale U che
contenga tutti i vettori di E e tutti i vettori di F' deve contenere anche tutte
le possibili somme di tali vettori, vale a dire U O E + F. L’unica cosa che
dobbiamo allora mostrare ¢ che E + F' ¢ un sottospazio vettoriale di V. Come
prima cosa osserviamo che £ 4 F' € non vuoto: dal momento che tanto E che
F' sono non vuoti possiamo scegliere un vettore u in E e un vettore v in F' ; la
somma u + v ¢ allora un vettore di F + F.

Dobbiamo ora mostrare che la somma di due vettori w; e wy di £+ F ¢
ancora un vettore di £ + F. Sappiamo che esistono w; in F e vy in F tali che
wy = u1 + v;. Analogamente esistono us in F e v in F tali che wy = us + vs.
Vogliamo mostrare che w; + ws € uguale alla somma di un vettore di £ e di un
vettore di F'. Ora

wl+IU2ZU1+U1+UQ+’U2:(U1+U2)+(Ul+’02).

Poiché u; + us € un vettore di E e v; + vy & un vettore di F abbiamo che
wi + wo ¢ un vettore di £+ F.

Per concludere la dimostrazione dobbiamo solo provare che moltiplicando un
vettore w di £ 4 F per uno scalare k otteniamo un vettore di £ + F. Sappiamo
che esistono u € E e v € F tali che w = u + v. Abbiamo dunque:

kw = k(u + v) = ku + kv.

Poiché ku € F e kv € F abbiamo che kw € E + F. =
Esercizio di base 18.13 Si considerino i sottospazi E e F' di M(2,2,R) cosi
definiti:

E={(% ) |acRrbeRr

T b 0 ) )
F:{(a “) |a€R,b€R}.
a b

La matrice

(2 )

appartiene a E + F'? E la matrice:

3 2
— ?
B: (2 1) / A

Esempio 18.14 Nella proposizione 14.18 abbiamo visto che, data una retta
r del piano passante per O, il sottoinsieme di V2(O) formato dai vettori del
tipo OA con A € r, & un sottospazio E di V2(0). Consideriamo ora un’altra
retta s del piano passante per O e distinta da r. Sia F il sottospazio di V2(O)

formato dai vettori del tipo OA con A € s. Si puo verificare facilmente che
E+F=V?0). A

Esercizio di base 18.15 Dimostrare ’asserzione dell’ultimo esempio. Puo
essere utile utilizzare i risultati del capitolo 12.
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Nel paragrafo precedente abbiamo visto che se E e F' sono sottospazi vettoriali
di dimensione finita di uno spazio vettoriale V" allora £N F' ha dimensione finita.
Cosa possiamo dire di £+ F? Iniziamo con un esempio.

Esempio 18.16 Siano F e F sottospazi vettoriali di uno spazio V. Supponiamo
che i vettori ey, e e ez formino una base di E e che i vettori f; e fo formino
una base di F. Quindi dim F = 3 e dim F' = 2.

Consideriamo ora F + F. Osserviamo che un vettore w di V' appartiene a
FE + F se si puo esprimere come somma di un vettore w di E e di un vettore
v di F. Ora u & combinazione lineare di e, e; e e3 mentre v & combinazione
lineare di fi e fo. Possiamo allora scrivere:

u = hiej + haes + hses
per opportuni hi, he € hg in R e similmente:
v=rkifi +kafo
per opportuni k; e ky in R. Ma allora:
w=u+v="hie; + hses + hzez + k1 f1 + ka2 fo.

Dunque w & combinazione lineare di e, es, e3, f1 e fo. Questo vale per ogni
vettore di E 4+ F: dunque i vettori eq, e, es, f1 e fo (che, si badi bene, sono
vettori di E + F') generano E + F.

Possiamo allora affermare che dim(E + F) < 5. A

Chiaramente questo tipo di considerazioni si puo fare ogni qual volta abbiamo
a che fare con sottospazi vettoriali di dimensione finita. Si ha cioe la:

Proposizione 18.17 Siano E e F' due sottospazi vettoriali di dimensione finita
di uno spazio vettoriale V' (quest’ultimo non necessariamente di dimensione
finita). Allora E + F ha dimensione finita.

In particolare, se ey, ..., e, formano una base di E e fi, ..., fq formano
una base di F', allora i vettori ey, ..., ep, f1, ..., fq generano E+ F (ma non
formano necessariamente una base di E+ F ).

In particolare, utilizzando il teorema 17.36, abbiamo la:

Proposizione 18.18 Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita avente
una base formata dai vettori vy, ..., U,.

Siano E e F due sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale V' di dimensione
finita. Sia ey, ..., e, una base di E e f1, ..., f; una base di F.

Allora dim(E + F) = rk A dove A ¢ la matrice avente come colonne le
componenti dei vettori ey, ..., ey, fi, ..., fq rispetto alla base vy, ..., vy.

Esempio 18.19 Riprendiamo in R® il sottospazio vettoriale E, generato dai
vettori ey == (1,4,0,0,0), e == (1,0,0,1,1) e e3 := (1,1,0,—1,2) e il sottospa-
zio vettoriale F' generato dai vettori f; = (2,1,1,4,0) e fo :=(—1,1,—1,0,—2),
gia utilizzati nell’esempio 18.7.
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La somma F + F' & generata dai vettori ey, es, e3, fi1 e fo. Utilizzando le
tecniche introdotte nel capitolo 17, possiamo allora considerare la matrice

11 1 2 -1
40 1 1 1
00 0 1 -1
01 -1 4 0
01 2 0 -2

le cui colonne sono date dalle componenti dei vettori e, es, €3, f1 e fo rispetto
alla base canonica. Facendo i calcoli si trova che questa matrice ha rango 4 e
pertanto dim(E + F') = 4. A

Nell’esempio precedente abbiamo calcolato la dimensione della somma in maniera
indipendente dalla dimensione dell’intersezione. Tuttavia queste dimensioni
sono collegate:

Teorema 18.20 (Formula di Grassmann) Siano E e F due sottospazi vet-
toriali di dimensione finita di uno spazio vettoriale V' (quest’ultimo non neces-
sariamente di dimensione finita). Vale allora la formula:

dim(E + F) + dim(EN F) = dim E 4 dim F.
La dimostrazione di questo teorema puo essere trovata nel paragrafo A.18.

Esempio 18.21 Negli esempi 18.7 e 18.19 abbiamo calcolato indipendentemen-
te la dimensione dell’intersezione e della somma di due sottospazi vettoriali E e
F. Osservando che dim £ = 3 e dim F' = 2 ¢ possibile calcolare direttamente
solo una fra dim(ENF) e dim(F + F') e ricavare poi l'altra delle due dimensioni
utilizzando la formula di Grassmann. A

Esempio 18.22 Sia V uno spazio vettoriale avente come base e, ez, e3 € e4.
Siano poi dati i vettori

vy = 2es + ey,
vy = 3eq + e3 + 2ey,
v3 = e1 + 2es + ey,

vy = 3e1 + ey + e3+ ey.

I vettori v; e vy sono linearmente indipendenti (infatti non sono uno multiplo
dell’altro). Sia E il sottospazio avente come base v e v3. Analogamente i
vettori v e vy sono linearmente indipendenti. Sia F' il sottospazio generato da
V3 € V4.

Vogliamo determinare una base per ¥ + F' e una base per EN F.

La proposizione 18.17 ci dice che i vettori vy, v, v3, v4 sono generatori di
E + F. Per estrarre da essi una base consideriamo la matrice A avente come
colonne le componenti dei quattro vettori relativamente alla base ey, ez, €3 e
e4. Si ha:

— o NN O
N~ WO
_ O N =
== =W
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Facendo i calcoli si nota che il determinante della matrice A & nullo e che il
minore di A formato dalle prime tre righe e tre colonne ha determinante non
nullo. Pertanto lo spazio vettoriale E + F' ha base formata dai vettori vy, v, e
V3.

Vogliamo ora determinare una base di £ N F. Osserviamo innanzitutto che
la formula di Grassmann ci dice che:

dm(ENF)=dmE+dmF —-dim(EF+F)=2+2-3=1.

Cerchiamo i vettori di £ N F. Un vettore v appartiene a E se e solo se si puo

scrivere come hqv1 + hove per qualche hy e ho in R. D’altra parte v appartiene

a F se e solo se si puo scrivere come kqivs + kowvy per qualche ki e kg in R.
Pertanto, affinché v appartenga a £ N F deve essere:

hiv1 + hovy = k1v3 + kovy

e quindi
hl’Ul + hQ’UQ — kl’Ug — ]{32'1)4 =0.

Ponendo h3 = —ky e hy = —ko, abbiamo:
hivy + hovs + havs + hyvy = 0.
Sostituendo vq, vs, v3, € v4 abbiamo:
(h3+3hs)e1+(2hy +3ho+2hs+hy)es+ (ho+hy)es+(hy +2ho+hs+hy)es = 0.

La combinazione lineare dei vettori e;, es, es, e e4 (che sono linearmente
indipendenti) & nulla se e solo se i coefficienti sono tutti nulli. Abbiamo quindi
il seguente sistema nelle incognite hi, ho, hs € hy:

hs +3hs =0
Ny + 3hy + 2hs + hy =0
ha + hy=0"

hi +2hs+ hs+ hy=0

Osserviamo che la matrice dei coefficienti del sistema ¢ la matrice A trovata
sopra. Dal momento che rk A = 3 le soluzioni del sistema dipendono da un
parametro. Svolgendo i calcoli si ottengono le soluzioni

(h1,he, hs, hy) = (4t, —t, —3t,1)

al variare del parametro t. I vettori dell’intersezione sono quindi i vettori del
tipo
v = 4tvy — tog = 4t(2e3 + e4) — t(3e2 + e3 + 2ey)

e quindi
v = btey — tez + 2tey

al variare di ¢ in R.
Pertanto una base di E N F' e data dal vettore bes — ez + 2e4. A
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18.3 Somma diretta di sottospazi

Nel paragrafo precedente abbiamo visto qualche esempio di somma di sottospazi
FE e F di uno spazio vettoriale V. In qualche caso un vettore di F 4+ F si
puo scrivere come somma di un vettore di £ e di un vettore di F' in modi
diversi (ad esempio la matrice B dell’esercizio di base 18.13: si consiglia di
risolvere lesercizio e di controllarne la soluzione se non lo si ¢ ancor fatto). Se
consideriamo invece 'esempio 18.14 ¢ facile vedere che ogni vettore di V2(O) si

puo esprimere in un unico modo come somma di un vettore di E e di un vettore
di F.

Esempio 18.23 Siano dati due piani distinti passanti per 'origine 7 e o dello
spazio. Consideriamo il sottospazio E di V3(O) formato dai vettori OA con
il punto A appartenente al piano 7 e consideriamo il sottospazio F' di V3(O)
formato dai vettori OA con A il punto A appartenente al piano . Consideriamo
ora un vettore non nullo OA che appartenga all’intersezione di E ed F": cio
significa che A appartiene sia a 7 che a o, vale a dire che A giace sulla retta
r intersezione di w e o. In particolare notiamo che OA appartiene a E + F.
Mostriamo ora che OA si puo esprimere come somma di un vettore di FE e di
un vettore di F' in due modi diversi. Infatti

OA =04 +o,

con il primo addendo appartenente ad E e il secondo addendo appartenente a
F'. Possiamo pero anche scrivere:

OA = —0OA+204

con il primo addendo appartenente a F e il secondo addendo appartenente a F'.
Poiché OA ¢ diverso dal vettore nullo queste due espressioni sono diverse. A

Dati due sottospazi vettoriali £ ed F' di uno spazio vettoriale V', e allora
interessante cercare di capire quando ci troviamo nel caso in cui un vettore di
FE + F puo essere espresso come somma, di un vettore di F e di un vettore di F'
in un unico modo oppure no. Se analizziamo bene ’esempio 18.23 vediamo che
puo essere adattato a dei sottospazi vettoriali generici ¥ e F' con intersezione
non nulla. Dunque, se I'intersezione N F' contiene un vettore diverso da 0,
allora esistono vettori di ¥ + F' che si possono scrivere come somme di un
vettore di E e di un vettore di F' in modi diversi.

Esercizio di base 18.24 Provare questa affermazione. Siano cio¢ E ed F' due
sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale V e sia E N F # {0} (vale a dire
che in EN F ¢’ qualche vettore non nullo). Mostrare che esiste un vettore di
FE + F che si puo esprimere come somma di un vettore di E e di un vettore di
F'in pit di un modo.

Chi volesse cimentarsi in un esercizio un po’ piu difficile puo provare a
dimostrare che ogni vettore di E + F si puo esprimere come somma di un
vettore di E e di un vettore di F' in piu di un modo.

Se allora vogliamo che ogni vettore di E + F' si possa esprimere in un sol modo
come somma di un vettore di £ e di un vettore di F' dobbiamo necessariamente
richiedere che 'intersezione di E e F' contenga il solo vettore nullo. Questa
condizione & anche sufficiente. Abbiamo infatti il:
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Teorema 18.25 Siano E ed F' due sottospazi di uno spazio vettoriale V. Se
E N F = {0} allora ogni vettore di E+ F si pud esprimere come somma di un
vettore di E e di un vettore di F' in un unico modo. In altri termini, se w € un
vettore di E 4+ F e si ha

w=u-+7v

conuceF evelF e
w=u +v;

conuy € E ewvy € F, allora deve necessariamente essere u = u; e v = vy.
DIMOSTRAZIONE Supponiamo che
u+v=u;+ v

conu e u; in ' e v e vy in F. Dalla relazione precedente otteniamo facilmente
che:

U —Uuy =v; — 0.

Indichiamo con z il vettore w — u;. Dunque z € E perché ¢ differenza di due
vettori di . D’altra parte z € F' perché ¢ uguale a v; — v, cioe ¢ differenza di
due vettori di F'. Pertanto z € E N F. Per ipotesi sappiamo che l'intersezione
di E e F' contiene solo il vettore nullo. Dunque z = 0. Ma allora v — u; = 0,
cioe u =uy e v1 —v = 0, cioe v = v;. n

Il risultato precedente suggerisce la:

Definizione 18.26 Dati due sottospazi ¥ e F' di uno spazio vettoriale V'
diciamo che la somma E + F ¢ diretta se ENF = {0}. In tal caso utilizziamo
il simbolo E & F' per indicare la somma F + F. A

Osserviamo che le somme date nell’esercizio di base 18.13 e nell’esempio 18.23
non sono dirette mentre la somma data nell’esempio 18.14 e diretta.
Come caso particolare della formula di Grassmann abbiamo la:

Proposizione 18.27 Se E ¢ F sono due sottospazi vettoriali di dimensione
finita di uno spazio vettoriale V' tali che la somma E + F sia diretta, allora:

dim(E & F) = dim F + dim F.

Esercizio di base 18.28 Sia 7 un piano dello spazio passante per 'origine e
sia 7 una retta dello spazio passante per l'origine. Sia E il sottospazio di V3(O)

—
formato dai vettori OA con A € 7 e sia F il sottospazio di V3(O) formato dai

—
vettori OA con A € r. A seconda della posizione reciproca di 7 e r determinare
FE + F, e stabilire quando la somma F + F' ¢ diretta.

Esercizio di base 18.29 Siano E e F due sottospazi vettoriali di dimensioni
rispettive 2 e 3 di uno spazio vettoriali V' di dimensione 4. Stabilire se la
somma di F e F puo essere diretta. Determinare poi che valori puo assumere la
dimensione dell’intersezione F N F: in corrispondenza di ciascuno di tali valori
determinare la dimensione della somma E + F'.

Diamo ora la:
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Definizione 18.30 Siano E e F' due sottospazi vettoriali di uno spazio vetto-
riale V. Diciamo che E e F' sono supplementariin V se V = E ® F. Devono
cioe essere soddisfatte le due condizioni:

e ENF ={0};
e E+F=V. A

Osservazione 18.31 Se E ed F' sono sottospazi supplementari in uno spazio
vettoriale V' di dimensione finita allora, per la formula di Grassmann, si ha
dim F +dim FF =dimV. A

Come semplice conseguenza abbiamo la:

Proposizione 18.32 Siano E ed I sottospazi supplementari in uno spazio
vettoriale V' di dimensione finita. Se ey, es, ..., e, formano una base per E e

Fi, fo, -, fs formano una base per F, allora ey, €a, ..., €., f1, fo, ..., fs
formano una base per V.

DIMOSTRAZIONE Grazie alla proposizione 18.17 sappiamo che ey, es, ..., €.,
fi1, fo, ..., fs generano E + F, cioe V. D’altra parte, dall’osservazione 18.31
sappiamo che V ha dimensione uguale a dim E 4+ dim F, cioé a r + s. Per il
teorema 17.24, gli  + s generatori ey, ea, ..., €., f1, fa, ..., fs formano una
base per V. ]

Osservazione 18.33 Supponiamo di voler stabilire se due sottospazi vettoriali
FE e F sono supplementari in un sottospazio vettoriale V' di dimensione finita.
Potremmo ovviamente controllare se entrambe le condizioni che definiscono il
concetto di sottospazi supplementari sono verificate.

Possiamo pero anche operare in altro modo. Calcoliamo innanzitutto la
dimensione di E' e di F": se risulta dim E+dim F' # dim V, grazie all’osservazione
precedente, possiamo senz’altro dire che E' e F' non sono supplementari in V.
Se, invece, dim E + dim F' = dim V/, dalla formula di Grassmann otteniamo
che dimV = dim(FE + F) + dim(EF N F). In tal caso abbiamo allora che
dim(F + F) = dimV se e solo se dim(ENF) =0, cioe E+ F =V se e solo
se ENF ={0}. E dunque sufficiente verificare una sola delle due condizioni
che definiscono il concetto di sottospazi supplementari: se questo & vero anche
I’altra condizione sara automaticamente soddisfatta. A

Possiamo anche invertire la proposizione 18.32:

Teorema 18.34 Siano E e F' due sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale
V. Sia e1, ea, ..., e, una base per E e sia f1, fa, ..., fs una base per F.
Seei, e, ..., e, f1, fa, ..., Fs formano una base per V, allora E e F sono
supplementari in V.

DIMOSTRAZIONE Poiché il sottospazio E ha una base formata da r vettori,
sappiamo che E ha dimensione r. Analogamente F' ha dimensione s e V' ha
dimensione r+s. Dunque dim V' = dim E+dim F. Grazie all’osservazione 18.33
¢ ora sufficiente dimostrare che V' = E + F. Dalla proposizione 18.17 sappiamo

che i vettori ey, es, ..., e., f1, f2, ..., fs generano E + F: ma, per ipotesi,
tali vettori formano una base di V' (in particolare generano V') e, pertanto,
V=FE+F. L]
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Corollario 18.35 Sia E un sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale V
di dimensione finita. FEsiste allora un sottospazio F supplementare di E in V.

DIMOSTRAZIONE Se E = {0} allora prendiamo F :=V. Se E =V prendiamo
invece F = {0}.

Consideriamo infine il caso in cui E # {0} e E # V. Scelta una base per F
formata dai vettori ey, eo, ..., €., usando il lemma 17.15, completiamo tale
base a una base di V formata dai vettori ey, e, ..., €., €,41, €42, ..., €,
(con n = dim V. Per il teorema 18.34, il sottospazio F' generato da e,;1, €42,
..., e, ¢ allora un supplemento di F in V. ]

Consideriamo alcuni esempi riprendendo quelli gia considerati nel corso di
questo capitolo:

Esempio 18.36 Nell’esempio 18.14 abbiamo visto che date due rette distinte
del piano 7 e s passanti per O, si ha che E+F = V2(O) dove E = {O—fl |Aer}
e F = {O—Zl | A € s}. Si vede inoltre facilmente che E N F = {0}. Dunque
V2(0O)=E @ F, cio¢ E ed F sono supplementari in V2(O). A

Esempio 18.37 Consideriamo due rette distinte dello spazio r e s passanti
perO,eSianoE:{O—I)4|A€r}eF:{(TXHAEs}. Poiché E e F hanno
entrambe dimensione 1, si ha dim E + dim F # dim V3(O). Dunque E ed F
non sono supplementari in V3(0). A

Esempio 18.38 Utilizzando la stessa notazione dell’esercizio di base 18.28
abbiamo visto che se r non giace su 7 allora V3(O) = E® F. Dunque E e F
sono supplementari in V3(0). A

Notiamo che se nell’esempio precedente prendiamo al posto della retta r un’altra
retta s che non giace sul piano troviamo un altro sottospazio F’ supplementare
di F. Dunque, in generale, un sottospazio E di uno spazio vettoriale V' puo
essere supplementare in V' di sottospazi vettoriali F' diversi.

Esempio 18.39 Consideriamo E = {(z,y,z,w) | 22 — y + 2 + 3w = 0}
sottospazio di R*. Vogliamo determinare un sottospazio F supplementare di
E in R*. Poiché E & definito come I'insieme delle soluzioni di una singola
equazione omogenea non banale in 4 incognite, la sua dimensione ¢ 4 — 1 = 3.
Pertanto, un sottospazio supplementare di E in R* deve avere dimensione
4 — 3 = 1. Consideriamo allora un sottospazio F' di R* di dimensione 1. Grazie
all’osservazione 18.33, e sufficiente trovare un sottospazio F' di dimensione 1 e
tale che ENF = {0}: in tal caso la condizione E+F = R* sara automaticamente
soddisfatta.

Sia allora v un vettore non nullo e sia F' il sottospazio vettoriale generato da
v. Se v € F allora F < E e, quindi, ENF = F # {0}. Se, invece, v ¢ E allora
E N F non contiene v ed e, dunque, contenuto strettamente in F': in tal caso
dim(ENF) < dim F = 1, ciot dim(E N F) = 0. E dunque sufficiente scegliere
un vettore v che non sta in E (cio¢ tale che le sue coordinate non soddisfano
lequazione che definisce E) e prendere il sottospazio vettoriale F' generato da
esso: possiamo, ad esempio, scegliere v := (1,0,0,0). Ovviamente questa non &
I’unica scelta possibile. A
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Esempio 18.40 Consideriamo il sottospazio vettoriale E di R? generato dal
vettore u = (1,2,0). Vogliamo determinare un sottospazio F' supplementare di
E in R3. Poiché E ha, chiaramente, dimensione 1, il sottospazio F che stiamo
cercando dovra avere dimensione 3 —1 = 2. Per l'osservazione 18.33 ¢ sufficiente
trovare un sottospazio F' di dimensione 2 tale che E 4+ F = R3: in tal caso
la condizione E N F = {0} sara automaticamente soddisfatta. Supponiamo
allora che v e w formino una base per F. Per la proposizione 18.17, la somma
E + F sara generata da u, v e w. Affinché tale somma coincida con R3 &
quindi necessario e sufficiente che tali vettori formino una base per R3. Iniziamo
allora a scegliere un vettore v tali che u e v siano linearmente indipendenti:
poiché u # 0 & sufficiente scegliere v che non sia multiplo di u; possiamo ad
esempio prendere v = (1,0,0). Scegliamo ora w in modo tale che u, v e w
siano linearmente indipendenti. Se w = (z,y, z), ci0 & equivalente a richiedere
che la matrice

1 1 =z
A=12 0 y]|,
0 0 =z

le cui colonne sono date dalle componenti dei vettori u, v e w rispetto alla
base canonica, abbia determinante diverso da 0. Poiché det A = —2z, possiamo,
ad esempio, prendere come vettore w il vettore (0,0,1). Dunque il sottospazio
vettoriale F' generato da (1,0,0) e (0,0, 1) é supplementare di E. Ovviamente
questa non e 'unica scelta possibile. A

Nota 18.41 Se nell’esempio 18.40 ci fossimo limitati a scegliere 2 vettori li-
nearmente indipendenti che non appartengono a E, questi avrebbero generato
un sottospazio vettoriale di dimensione 2 che non era necessariamente supple-
mentare di £. Prendiamo, ad esempio, il sottospazio F' generato dai vettori
(1,0,0) e (0,1,0). Questi sono linearmente indipendenti e non appartengono a
E (infatti non sono multipli di (1,2, 0). Tuttavia il sottospazio E e il sottospazio
F non sono supplementari; infatti (1,2,0), (1,0,0) e (0,1,0) sono linearmente
dipendenti e, quindi, non generano tutto R3. A

18.4 Soluzioni degli esercizi di base

EB.18.5 Consideriamo una generica matrice A dello spazio vettoriale M(2, 2, R):

a
A= 11 Q12 ]
a1 a2
Allora A appartiene a E se e solo se a2e = 0 e a12 = a21. La matrice A appartiene a

F se e solo se az2 = 0 e a11 = a21. In conclusione A appartiene sia a F sia a F se e
solo se az22 = 0 e a12 = a21 = a11, cioe:

EmF:{<Z g)laeR}.

EB.18.6 Per determinare T (n)NTg(n) dobbiamo determinare le matrici di M(n, n, R)
che sono contemporaneamente triangolari superiori e inferiori. Sappiamo che una
matrice A = (aij) ¢ triangolare superiore se e solo se tutti i suoi elementi al di sotto
della diagonale principale sono nulli, vale a dire se e solo se a;; = 0 per ogni coppia
(i, ) tale che i > j. Analogamente A = ((a;;) ¢ triangolare inferiore se e solo se tutti
i suoi elementi al di sopra della diagonale principale sono nulli, vale a dire se e solo

Geometria - versione 1 275



18. INTERSEZIONE E SOMMA DI SOTTOSPAZI

se a;; = 0 per ogni coppia (i,7) tale che i < j. Ma allora A & contemporaneamente
triangolare inferiore e superiore se e solo se tutti i suoi elementi al di fuori della
diagonale principale sono nulli, vale a dire se e solo se a;; = 0 per ogni coppia (i, 7)
tale che 7 # j. Pertanto A ¢ contemporaneamente triangolare inferiore e superiore se
e solo se & una matrice diagonale, vale a dire T®(n) N Tr(n) = D(n,R).

EB.18.11 Sia w un vettore di F + E: allora esistono w e v in F tali che w = u + v.
Dunque w & somma di due vettori di E: poiché E & un sottospazio vettoriale di V' cio
significa che w & un vettore di E. Dunque ogni vettore di £ + E & un vettore di F,
vale a dire F + E C E. D’altra parte sappiamo gia che E + E contiene E (si veda
Posservazione 18.10). Pertanto E + E = E.

EB.18.13 La matrice A appartiene ad E + F' se e solo se esiste una matrice M in E
e una matrice N in F tali che A = M + N. Consideriamo una generica matrice di M

di E:
a b
e (o 1)

e una generica matrice N di F:

Calcoliamo la somma M + N:

M4 N— <a+a' b+a')

b+d v

Imponiamo che la somma M + N sia uguale ad A:

at+ad b+d\ (1 1
G "v)=( o)
Vediamo allora che A appartiene ad E + F se e solo se esistono numeri reali a, b, a’ e
b talichea+a =1,b+a =1,b+a =0eb =0. Si vede facilmente che cid non &
possibile (le condizioni b+ a" =1 e b+ a’ = 0 sono in contraddizione) e, pertanto la
matrice A non appartiene a F + F'.

Con analogo ragionamento vediamo che la matrice B appartiene a E + F se e
solo se esistono numeri reali a, b, a’ e b’ talichea+a =3,b+a =2,b+a =2e¢
b = 1. Si pud facilmente verificare che queste condizioni sono compatibili (anche senza
determinare esplicitamente i numeri reali a, b, a’ e b': basta imporre la condizione
di Rouché-Capelli al sistema di 4 equazioni nelle 4 incognite a, b, a’ e b’): dunque la
matrice B appartiene a ' + F. Ad esempio la matrice B pud essere espressa come
somma di una matrice di E e di una matrice di F' nel modo seguente:

3 2 1 0 2 2
(2 1)*(0 0)*(2 1)'
Sottolineiamo come la matrice B potrebbe essere ottenuta come somma di una matrice
di E e di una matrice di F' anche in modi diversi da questo. Ad esempio:

3 2\ (21 n 1 1

2 1) \1 0 1 1)
EB.18.15 Consideriamo un vettore non nullo v di E: dal teorema 12.9 sappiamo che
Pinsieme dei multipli di w coincide con I'insieme dei vettori OA con A € r, vale a dire

con E. Dunque
E ={ku |k €R}.
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Analogamente se v € un vettore non nullo di F'; abbiamo che F' coincide con I'insieme
dei multipli di v. Dunque

F ={kv |k eR}.
Pertanto £ + F' & I'insieme dei vettori che sono somma di un multiplo di v e di un
multiplo di v, vale a dire dei vettori del tipo:

ku + hv

al variare di h e k in R (si noti che i coefficienti h di uw e k di v variano in maniera
indipendente). In altre parole E + F & l'insieme delle combinazioni lineari di u e v.
Per il teorema 12.11, abbiamo allora E + F = VZ(0).

EB.18.24 Se scegliamo un vettore non nullo z in £ N F, possiamo scrivere

z=2z+4+0

z=—z+42z.
In entrambe queste somme il primo addendo ¢ un elemento di E e il secondo addendo
¢ un elemento di F'.

Vogliamo ora mostrare che ogni vettore di £ + F' si puo esprimere in modi diversi
come somma di un vettore di E e di un vettore di F'. Sia allora w un qualsiasi vettore
di £+ F. Esistono allora u € F e v € E tali che w = u + v. Sia adesso z un vettore
non nullo di EN F. 1l vettore u; '= u + z & un vettore di F perché somma di due
vettori di E. Notiamo inoltre che u; # u. Analogamente il vettore v1 == v — z & un
vettore di F' diverso da v. Possiamo allora scrivere:

w = u + v,

e abbiamo, dunque, una diversa espressione di w come somma di un vettore di FE e di
un vettore di F'.

EB.18.28 Iniziamo a considerare il caso in cui r giace nel piano 7. In tal caso F' C E.
Pertanto E+ F = E e ENF = F: la somma E + F non ¢ diretta.

Consideriamo ora il caso in cui la retta r non giace nel piano w, cioe incide il
piano 7 nell’origine: in tal caso un vettore OA appartiene all’intersezione di E con
F se e solo se A appartiene sia a w che a r, cioe¢ se e solo se A = O. Dunque
I'intersezione di E e di F' e ridotta al solo vettore nullo. Dunque la somma E + F
¢ diretta. Sappiamo che dim ' = 2 e dim F' = 1: dalla formula di Grassmann segue
che dim(E 4+ F) = 2+ 1 — 0 = 3. Poiché V3(O) ha dimensione 3 cid significa che
E+F=V30).

Dal momento che abbiamo gia osservato che la somma E + F' & diretta possiamo
scrivere V3(O) = E® F.

EB.18.29 Se la somma E + F fosse diretta, dovremmo avere
dim(E+ F)=dimE+dmF —dim(ENF)=3+2-0=5,

il che non ¢ possibile perché E + F' & un sottospazio di V', che ha dimensione 4. Dunque
la somma F + F non puo essere diretta. Pertanto £ N F' ha dimensione almeno 1.
D’altra parte E N F & un sottospazio tanto di E quanto di F, e, quindi, dim(E N F) &
minore o uguale sia della dimensione di E (cio¢ 2) che della dimensione di F' (cio¢ 3).
Dunque dim(E N F) < 2. I valori possibili per dim(E N F') sono dunque 1 e 2.

Se dim(E N F) =1 allora

dm(E+ F)=dmE+dmF —dim(ENF)=3+2-1=4.
Se infine dim(E N F) = 2 allora
dim(E+ F)=dmE+dimF —dim(ENF)=3+2—-2=3.
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18.5 Sunto

Intersezione di sottospazi vettoriali

Teorema L’intersezione ENF di due sottospazi E e F' di uno spazio vettoriale
V' é un sottospazio vettoriale di V.

Osservazione L’intersezione F N F' di due sottospazi vettoriali E e F' € un
sottospazio vettoriale sia di F che di F. A

Osservazione Se F e F sono due sottospazi vettoriali di dimensione finita di
uno spazio vettoriale allora anche I'intersezione E' N F' ha dimensione finita e si
ha dim(ENF) <dimF e dim(ENF) < dim F. A

Somma di sottospazi vettoriali

In generale, 'unione £ U F' di due sottospazi E e F' di uno spazio vettoriale V
non e detto che sia un sottospazio di V.

Definizione Dati due sottospazi E' e F' di uno spazio vettoriale V la somma
di F e di F ¢ il sottoinsieme di V formato da tutte le somme del tipo u + v
con u € F e v € F. Indichiamo con il simbolo E + F tale insieme. Abbiamo

dunque:
E+F={ut+v|uecEvelF}. A

Osservazione La somma di due sottospazi E + F' contiene sia E sia F. A

Teorema La somma E + F di due sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale
V' & un sottospazio vettoriale di V. Se U e un sottospazio vettoriale di V
contenente sta E sia F allora U contiene E + F.

Proposizione Siano E e F due sottospazi vettoriali di dimensione finita di
uno spazio vettoriale V- (quest’ultimo non necessariamente di dimensione finita,).
Allora E + F ha dimensione finita.

In particolare, se ey, ..., e, formano una base di E e fi, ..., fq formano
una base di F', allora i vettori ey, ..., ep, f1, ..., fq generano E+ F (ma non
formano necessariamente una base di E+ F ).

Teorema (Formula di Grassmann) Siano E e F due sottospazi vettoriali di
dimensione finita di uno spazio vettoriale V' (quest’ultimo non necessariamente
di dimensione finita). Vale allora la formula:

dim(E+ F)+dim(ENF) =dim E + dim F.

Somma diretta di sottospazi

Dati due sottospazi E e F' di uno spazio vettoriale V', se l'intersezione £ N F’
contiene vettori non nulli allora ogni vettore della somma E + F si puo esprimere
in pit di un modo come somma di un vettore di £ e di un vettore di F.

Definizione Dati due sottospazi F e F' di uno spazio vettoriale V' diciamo che
la somma E + F ¢ diretta se £ N F = {0}. In tal caso utilizziamo il simbolo
E @ F per indicare la somma E + F. A
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Teorema Siano E ed F' due sottospazi di uno spazio vettoriale V. Se la somma
E + F é diretta allora ogni vettore di E 4+ F' si puo esprimere come somma di
un vettore di E e di un vettore di F' in un unico modo. In altri termini, se w e
un vettore di E+ F e si ha

w=u-+7v

conucEFevelF e
w = U + v

conuy € E evy € F, allora deve necessariamente essere u = u; e v = v1.

Proposizione Se E e F sono due sottospazi vettoriali di dimensione finita di
uno spazio vettoriale V' tali che la somma E + F sia diretta, allora:

dim(E @ F) = dim E 4 dim F.

Definizione Siano E e F' due sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale V.
Diciamo che E e F' sono supplementari in V se V = E & F. Devono cioe
essere soddisfatte le due condizioni:

e ENF ={0};

e L+ F=V. A

Osservazione Se F ed F sono sottospazi supplementari in uno spazio vettoriale
V di dimensione finita allora, per la formula di Grassmann, si ha dim EF+dim F =
dim V. A

Teorema Siano E e F due sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale V' di
dimensione finita. Sia ey, es, ..., e, una base per E e sia f1, fa, ..., fs una
base per F. I vettori ey, €3, ..., e., f1, fa, ..., fs formano una base per V
se e solo se E e F sono supplementari in V.

Corollario Sia E un sottospazio vettoriale di uno spazio wettoriale V di
dimensione finita. Esiste allora un sottospazio F' supplementare di E in V.

18.6 Esercizi

E.18.1 Determinare S(n,R) N A(n,R), dove S(n,R) e A(n,R) indicano, ri-
spettivamente, i sottospazi vettoriali delle matrici simmetriche e delle matrici
antisimmetriche di M(n,n,R).

E.18.2 Verificare che M(2,2,R) = S(2,R) + A(2,R). La somma ¢ diretta?
Chi volesse provare qualcosa di piu difficile puo verificare la stessa proprieta
utilizzando matrici di ordine n qualsiasi.

E.18.3 Determinare la somma T%(n)+Tg(n) e stabilire se tale somma & diretta.
Puo essere di aiuto considerare prima il caso n = 2.
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E.18.4 Si considerino i sottospazi vettoriali £ := {($§) | a € R,b € R,c € R}
e F={(%%)]aeR,beR,ceR}di M(2,2R). Stabilire per ciascuna delle
matrici seguenti se appartiene o meno ad F + F":

() el Y ()

E.18.5 Si considerino i sottospazi E e F di R* cosi definiti:

E = {(x1,22,23,24) | x1 + 25 = 22 + x4 = 0},
F:={(x1,z2,23,24) | 1 + 29 = 23 + 24 = 0}.

Stabilire se i vettori (1,3,1,0) e (1,0, 1, —2) appartengono a FE + F.

E.18.6 Determinare per ciascuna delle seguenti coppie di sottospazi vettoriali
FE ed F la loro intersezione e la loro somma.

a. Il sottospazio vettoriale F := {(g §) laeRbeER, ceE R} e il sottospazio
vettoriale F := {(% 3) laeRbeR,cE R} di M(3,2,R);

b. isottospazi E = {(z,y) |y =3z} e F = {(z,y) | z = y} di R

E.18.7 Determinare in quale dei seguenti casi la somma dei sottospazi F e F
di R3 ¢ diretta:

a. B:={(z,y,2) [z +y=0} F={(2,9,2) |y + 2 =0}
b. E={(z,y,2) |z +y =0} F:=((1,31))

c. Bi={(z,y,2) |z —2=0}, F:=((1,3,1));

d BE={(z,y,2) |z +y =0}, F=((1,1,0),(2,1,1));

e. E={(z,y,2) |ze+y=y—2=0} F:={(1,1,1));

f. E={(z,y,2) |e—y=y—2=0}, F:={((1,1,1));
g. E:={(1,3,1),(1,2,0)), F = ((2,1,1));
h. = ((1,3,1),(~1,2,0)), F = ((2,1,1)).

E.18.8 In ciascuno dei casi dell’esercizio E.18.7 stabilire se i sottospazi vettoriali
E e F sono supplementari in R3.

E.18.9 Sia U il sottospazio vettoriale di R* generato dai vettori u; = (2,1, 3,1),
uz == (1,0,2,0) euz == (4,2,6,2) esia V il sottospazio generato dai vettori vy =
(1,0,2,1), vo == (1,1,1,-1), v3 == (2,1,3,0) e vg := (1,—1,0,0). Determinare
una base per U e la sua dimensione, e una base per V e la sua dimensione.
Determinare poi una base per 'intersezione di U NV e una base per U + V.
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E.18.10 Siano U e V i sottospazi vettoriali di R® definiti da:

U= {(z1,22,73,%4,%5) | T1 + 22 + x4 + 75 = 0,15 — 74 = 0},
V= {($1,$2,l’3,$4,(1}5) | 1+ 3IE2 + x5 = O,IEg + x5 = 0,2351 + x4 = O}
Determinare una base per U e la sua dimensione, e una base per V e la sua

dimensione. Determinare poi una base per l'intersezione di U NV e una base
per U + V.

E.18.11 Sia F il sottospazio vettoriale di R* generato dai vettori u := (1,0, 2,0)
e v = (0,3,0,2). Determinare una base di un sottospazio F' supplementare di
E in R%.

E.18.12 Siano dati i sottospazi E == {(x1, x2, T3, T4, T5 | 1 + 22 — 23+ 14 = 0}
ed F == {(21, 72,73, 24,25 | ©1 + 22 = 0,23 + 74 + 25 = 0} in R5. Determinare
una base per un sottospazio G supplementare di £ N F in F.

18.7 Soluzioni degli esercizi

E.18.1 Una matrice A appartiene sia a S(n,R) che a A(n,R) se A ="'Ae ‘A= —A.
Dunque A = —A: ma allora A = 0. Pertanto S(n,R) N A(n,R) ¢ il sottospazio banale
formato dalla sola matrice nulla.

E.18.2 Dobbiamo mostrare che data una qualsiasi matrice:

_

di M(2,2,R) allora esistono una matrice simmetrica S e una matrice antisimmetrica
A tali che M = S + A. Consideriamo allora una generica matrice simmetrica

()

e una generica matrice antisimmetrica
0 ¢
A=

S+A:< @ y“).
Y

t z

e calcoliamone la somma:

Dobbiamo quindi mostrare che esistono z, y, z e t tali che:

G a-07 )

Si vede facilmente che deve allora essere x = a, z =d, y =
somma della matrice simmetrica:

a b+c
5= (M )
2

0 b—c)
A= (C_ 2.
2b 0
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Dunque M(2,2,R) = S(2,R) + A(2,R). Questa somma & diretta perché abbiamo
dimostrato nell’esercizio E.18.1 che S(2,R) N A(2,R) = {0}.

Consideriamo ora il caso in cui abbiamo a che fare con matrici di ordine n qualsiasi.
Sia M una matrice di M(n,n,R). Dobbiamo trovare una matrice simmetrica S e
una matrice antisimmetrica A tali che M = S + A. Consideriamo ora le matrici
S=1(M+™)eA=%(M—"'M). Chiaramente si ha M = S + A. Mostriamo che S
¢ simmetrica, vale a dire che S = ‘S. Si ha:

Y

s 5 (M +'M) = %(tMJr“M) = %(tMJrM) =5

Verifichiamo ora che A & antisimmetrica, vale a dire che A = *A. Si ha:

1, 1 1

a=tr-an=tar o= L= -a
Dunque M(n,n,R) = S(n,R) + A(n,R): sapevamo gia che S(n,R) N A(n,R) = {0} ¢,
dunque, possiamo affermare che M(n,n,R) = S(n,R) & A(n,R).

E.18.3 Possiamo subito escludere che la somma sia diretta perché sappiamo che
T®(n) N Tr(n) & formato dalle matrici diagonali e, dunque, esistono matrici non nulle
in T®(n) N Tr(n).

Mostriamo ora che ogni matrice di M(n,n,R) si pud esprimere come somma
di una matrice triangolare superiore e di una matrice triangolare inferiore. Infatti
consideriamo la generica matrice quadrata di ordine n:

ail a2 e A1n
a21 a2 NN a2n
A =
an1 an2 ... Qnn
Vediamo allora che si ha:
0 a2 ais - A1n ail 0 0 - 0
0 O azs e a2n a1 a2 0 - 0
A= +

0 0 0 An—1,n an—1,1 an—1,2 an—-1,n—1 0
0 0 - 0 0 an1 an2 ce An,n—1 Ann

Ovviamente questa decomposizione non ¢ unica.

E.18.4 Vediamo se la matrice A puo essere espressa come somma di una matrice di

FE e di una matrice di F"
1 3 a a 0 b
(4 2) = (b 0) * (a’ b’) ’

1 3\ _ a a+b
4 2] \b+d o)

Abbiamo cosi le condizioni a =1, a+b =3, b+a’ =4 e b’ = 2. Si vede facilmente
che queste condizioni sono compatibili e quindi che A € £+ F.
Vediamo ora se la matrice B puo essere espressa come somma di una matrice di

FE e di una matrice di F"
2 0 a a 0o v
(0 —2) = (b 0) + <a’ b’) ’
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2 0\ _ a a+?b
0 -2) \b+d o)

Abbiamo cosi le condizioni a =2, a+b =0,b+a =0e b = —2. Si vede facilmente
che queste condizioni sono compatibili e quindi che B € F + F.

Infine, vediamo se la matrice C' puo essere espressa come somma di una matrice
di F e di una matrice di F:

10 a a 0o v
(2 1) = <b 0) + (a’ b’> ’
1 0y ([ a a+b
2 1) \b+4d v’ ’

Abbiamo cosi le condizioni a =1, a+b =0, b+a’ =2 e b = 1. Si vede facilmente
che queste condizioni non sono compatibili e quindi che C ¢ E + F.

cioe

cioe

E.18.5 Per verificare se (1, 3,1, 0) appartiene a E+ F' dobbiamo verificare se (1, 3, 1,0)
si puo esprimere come somma di un vettore di F e di un vettore di F'. Consideriamo
allora un generico vettore (z1,z2,xs3,2z4) di E: sappiamo che 1 + 23 =z2+ 24 =0
e, dunque, possiamo scrivere cosl questo vettore: (z1,22, —x1, —22). Analogamente
possiamo scrivere cosi il generico vettore di F: (y1, —y1,¥y3, —y3). Imponiamo che la
somma di questi vettori sia uguale al vettore (1,3,1,0):

(1737 13 0) = (xl’ T2, =1, 7%2) + (yh —Y1,Ys, 7’!‘/3)

11 vettore (1,3,1,0) appartiene a E + F se e solo se ¢ risolubile il sistema:

1 + 1 =1
T2 — Y1 =3

—I1 +ys=1"
— Z2 —yz3 =0

Svolgendo i calcoli si vede che il sistema non @& risolubile e, quindi, (1,3,1,0) non
appartiene a E + F. Analogamente per verificare se (1,0, 1, —2) appartiene a E + F
si arriva a considerare il sistema:

1 + y1 =1
To — Y1 =0

-1 +y3s=1
— x2 —ys=-2

Svolgendo i calcoli si vede che il sistema & risolubile e, quindi, (1,0, 1, —2) appartiene
aFE+ F.

E.18.6
a. Consideriamo una generica matrice A = (géi gég) di M(3,2,R). La matrice A

appartiene a F se e solo se a22 = 0, as1 = 0 e azz2 = 0. La matrice B appartiene a
F se ai1 = 0 e az2 = 0. Dunque A appartiene a E N F se e solo se a1 = 0, azs = 0,
az1 = 0 e azo = 0. Pertanto:

0 a2
ENF = a1 0 | a12 € R,az1 € R
0 0
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Calcoliamo ora la somma dei sottospazi E ed F'. Calcoliamone preliminarmente la
dimensione. Notiamo che E ha dimensione 3 e F' ha dimensione 4 mentre £ N F'
ha dimensione 2 (basta in ogni caso contare i parametri utilizzati per descrivere
ciascun sottospazio). Per la formula di Grassmann abbiamo allora dim(E + F) =
dimE+dimF —dim(ENF)=3+4—-2=5.

. . . .. ac . 0 ¢ .
Consideriamo delle generiche matrici A = ( 3 8) di E e B := <a’ 0 ) di Fe
v df
facciamone la somma:

a c 0 ¢ a c+c
A+B=[b 0]+ [d 0] =[b+d 0
0 O v od v’ d’

Notiamo che tutte le matrici di £ + F' appartengono al sottospazio

ail ai2
G = as1 0 ‘ a;j € R
asi as2

Le matrici di G dipendono da 5 parametri: pertanto dim G = 5. Poiché sapevamo gia
che E 4 F ha dimensione 5, ne consegue che G = F + F.

b. Un vettore (x,y) appartiene sia ad E che ad F se y = 3z e z = y. Queste condizioni
implicano che z = 0 e y = 0: pertanto E N F = {(0,0)}. Dalla formula di Grassmann
ricaviamo allora dim(E + F') = dim E + dim F. Sia E che F sono l'insieme delle
soluzioni di un sistema lineare omogeneo di un’equazione in 2 incognite. Pertanto F
e F hanno dimensione 2 — 1 = 1. Pertanto dim(E + F') =2 e E + F deve per forza
coincidere con R?.

E.18.7 Dobbiamo in ciascun caso determinare I'intersezione dei sottospazi coinvolti.

a. Un vettore (z,y,2) appartiene a ENF seesolosesihaz+y=0ey+2z=0.
Risolvendo il sistema dato da queste due equazioni si trova ENF = {(—t,t,—t) | t € R}.
Dunque E N F' contiene vettori non nulli: la somma E + F' non ¢ diretta.

b. Un vettore (z,y, z) appartiene a ENF se e solosesihaz+y=0e (z,y,2) &
multiplo di (1,3,1). Troviamo allora i multipli di (1,3,1) (cio¢ i vettori di F') che
appartengono a E. Un multiplo di (1, 3,1) puo scriversi come h(1,3,1) = (h,3h,h).
Questo vettore appartiene a E se e solo se h + 3h = 0, cioé se solo se h = 0. Ma allora
l'unico vettore di EN F ¢ il vettore 0(1,3, 1), ciot il vettore nullo. Dunque la somma
E + F é diretta.

c. Un vettore (z,y,z) appartiene a ENF se esolosesihaxz—2z=0c¢e (z,y,2) &
multiplo di (1,3,1). Troviamo allora i multipli di (1,3,1) (cioe¢ i vettori di F') che
appartengono a E. Un multiplo di (1, 3,1) puo scriversi come h(1,3,1) = (h,3h,h).
Questo vettore appartiene a F se e solo se h — h = 0, cioé qualunque sia h. Ma allora
i vettori di ENF sono tutti i multipli di (1,3, 1): in particolare £ N F contiene vettori
non nulli. Dunque la somma FE + F' non ¢ diretta.

d. Un vettore (z,y, z) appartiene a ENF se e solo se z+y = 0 e (z, y, z) & combinazione
lineare di (1,1, 0) e (2,1,1). Troviamo allora le combinazioni lineari di (1,1,0) e (2,1,1)
(cioe i vettori di F') che appartengono a E. Una combinazione lineare di (1,1,0) e
(2,1,1) pud scriversi come h(1,1,0) + k(2,1,1) = (h + 2k, h + k, k). Questo vettore
appartiene a E se e solo se h 4+ 2k + h + k = 0, cioe se solo se h = —%k. Ma allora
ENF = {(%k, —%k, k) | ke R}. Dunque E N F contiene vettori non nulli: la somma
E + F non ¢ diretta.

e. Un vettore (z,y, z) appartiene a ENF seesolosesihaz+y=0ey—2=0¢
(z,y,z) &€ multiplo di (1, 1,1). Troviamo allora i multipli di (1, 1,1) (cioe¢ i vettori di F')
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che appartengono a E. Un multiplo di (1,1, 1) puo scriversi come h(1,1,1) = (h, h, h).
Questo vettore appartiene a F se e solo se h4+h =0e h— h = 0, cioe se e solo se
h = 0. Ma allora I'unico vettore di £ N F' ¢ il vettore 0(1,1, 1), cio¢ il vettore nullo.
Dunque la somma F + F' ¢ diretta.

f. Un vettore (z,y, z) appartiene a ENF seesolosesihaz—y=0ey—2=0¢e
(z,y, z) & multiplo di (1, 1,1). Troviamo allora i multipli di (1,1, 1) (cio i vettori di F)
che appartengono a E. Un multiplo di (1, 1,1) puo scriversi come h(1,1,1) = (h, h, h).
Questo vettore appartiene a F se e solo se h —h =0 e h — h = 0: queste due relazioni
sono vere per ogni valore di h. Pertanto E N F contiene tutti i multipli di (1,1,1): la
somma F + F non & diretta.

g. Un vettore (z,vy, z) appartiene a E N F se e solo & combinazione lineare di (1,3, 1)
e (1,2,0) ed & multiplo di (2,1,1). Supponiamo allora che sia

(z,y,2) = h(1,3,1) + k(1,2,0),

(I’ y7 Z) = l(27 17 1)'
Ma allora si ha

h(1,3,1) + k(1,2,0) = 1(2,1,1),
cioe

(h+k,3h+ 2k, h) = (21,1,1).

Otteniamo allora un sistema nelle incognite h, k e [:

h+ k=2
3h+ 2k =1
h =1

che ha l'unica soluzione h = 0, £k = 0, Il = 0. dunque 'unico vettore di £ N F ¢ il
vettore 0(2, 1, 1), cio¢ il vettore nullo. Dunque la somma E + F ¢& diretta.

h. Un vettore (z,y, z) appartiene a E N F' se e solo & combinazione lineare di (1,3, 1)
e (—1,2,0) ed & multiplo di (2,1,1). Supponiamo allora che sia

(l’, Y, Z) = h’(l? 37 1) + k(_la 2a 0)7

(m7 y7 Z) = 1(27 1’ 1)'
Ma allora si ha

h(17 33 1) + k(_13 270) = l(zv 17 1)7
cioe

(h —k,3h + 2k, h) = (21,1,1).

Otteniamo allora un sistema nelle incognite h, k e I:

h— k=2l
3h+2k=1
h =1

le cui soluzioni sono h = t, k = —t, [ = t, al variare di t in R. Pertanto E N F &
formato dai vettori del tipo #(2,1,1): la somma E + F non ¢ diretta.

E.18.8 Ricordiamo che due sottospazi E e F' di R® sono supplementari in R? se e
solo se R® = E @ F. Dobbiamo quindi considerare solo i casi dell’esercizio precedente
in cui la somma E + F & diretta e verificare se tale somma coincide con tutto R®.

Geometria - versione 1 285



18. INTERSEZIONE E SOMMA DI SOTTOSPAZI

b. Poiché E e l'insieme delle soluzioni di un sistema omogeneo di una singola equazione
in 3 incognite abbiamo che dim F = 3 — 1 = 2. Il sottospazio F' & generato da un
singolo vettore non nullo: dunque dim F' = 1. Per la formula di Grassmann abbiamo
allora dim(E+ F) = dim E+dim F —dim(ENF) = 24+1-0 = 3. Dunque E+F = R5.
I sottospazi E e F sono supplementari in R3.

e. Il sottospazio E e l'insieme delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo in 3
incognite formato da 2 equazioni. La matrice di questo sistema &

1 1 0
0o 1 —-1)°

Questa matrice ha rango 2, dunque dim ¥ = 3 — 2 = 1. Il sottospazio F' & generato da
un singolo vettore non banale: dunque dim F' = 1. Sappiamo inoltre che I'intersezione
di E con F contiene il solo vettore nullo. Pertanto:

dim(E+ F)=dmFE+dimF —dim(ENF)=1+1-0=2.

Ma allora E + F # R3. Pertanto F e F non sono supplementari in R®.

g. Il sottospazio E & generato da due vettori linearmente indipendenti: dunque
abbiamo dim E' = 2. 1l sottospazio F' ¢ generato da un singolo vettore non banale:
dunque dim F' = 1. Sappiamo inoltre che 'intersezione di E con F contiene il solo
vettore nullo. Pertanto:

dim(E+ F)=dmFE+dimF —dim(FNF)=2+1-0=3.
Ma allora E 4+ F = R3. Pertanto F e F sono supplementari in R3.

E.18.9 Consideriamo la matrice A le cui colonne corrispondono alle componenti dei
vettori w1, w2 e us rispetto alla base canonica di R*:

1 4
0 2
2 6
0 2

=W =N

Come negli esercizi precedenti possiamo calcolare il rango di A, ad esempio riducendo
a scalini la matrice A. Dopo alcuni passaggi si ottiene la matrice:

2 1 4
0|—-3 0
0 0 0
0 0 0

Dunque dim U = 2. Poiché gli scalini sono in prima e seconda posizione vediamo che
una base di U ¢ data dai vettori ui e us.

In maniera analoga consideriamo la matrice B le cui colonne corrispondono alle
componenti dei vettori vi, vs, v3 e vy rispetto alla base canonica di R*:

1 1 2 1
o 1 1 -1
B = 2 1 3 0
1 -1 0 0

Calcoliamo il rango di B, riducendo a scalini la matrice B. Dopo alcuni passaggi si
ottiene la matrice:

11 2 1
oj1 1 -1
0 0 0] -3
0 0 0 O

286 G. Accascina e V. Monti



18.7. Soluzioni degli esercizi

Dunque dimV = 3. Poiché gli scalini sono in prima, seconda e quarta posizione
vediamo che una base di V' & data dai vettori v1, v2 e v4.

Determiniamo ora 'intersezione U N'V. Un vettore v appartiene a U NV se si puod
esprimere sia come combinazione lineare dei vettori u; e w2 sia come combinazione
lineare dei vettori v1, v2 e v4. Dunque dovra essere:

v = hiui + haus = k1v1 + kava + k3va,

per opportuni scalari hi, ha, ki, k2 e k3. In maniera piu esplicita possiamo allora
scrivere che:

hi(2,1,3,1) + h2(1,0,2,0) = k1(1,0,2,1) + k2(1,1,1,—1) 4+ k3(1,—1,0,0),
vale a dire
(2h1 + ha, h1,3h1 + 2ho, hy) = (k1 + ko + ks, k2 — k3, 2k1 + ko, k1 — k2).
Otteniamo quindi un sistema lineare:

2h1 + ho— ki — ko —k3s=0

hi1 — ko +k3s=0
3h1 + 2hs — 2k1 — ko =0
h1 — k1 + ko =0

le cui soluzioni sono hy =t, he = t, k1 = 2t, ka = t, ks = 0 al variare del parametro t.
Dunque un vettore v appartiene a U NV se e solo se si puo scrivere come:

#(2,1,3,1) + t(1,0,2,0) = £(3,1,5,1)

al variare di t in R. Vediamo allora che i vettori di U NV sono i multipli del vettore
(3,1,5,1) che costituisce pertanto una base di U N V: in particolare dim(U N V) = 1.
Utilizziamo ora la formula di Grassmann per trovare la dimensione di U +V. Abbiamo:

dim(U + V) = dimU +dimV — dim(UNV) =2+ 3 — 1 =4.

Ma allora U + V = R*. Una base per U + V & allora, ad esempio, la base canonica di
R*.

E.18.10 Se risolviamo il sistema che definisce U troviamo le soluzioni:

1 = — 3ha — h3
Tro = ho

xr3 = hy

T4 = ho

x5 = hs

1l sottospazio U ha allora dimensione 3 e una sua base & data dai vettori:
uy = (0,0,1,0,0), w2:=(-3,1,0,1,0), wus:=(-1,0,0,0,1).

Analogamente risolviamo il sistema le cui equazioni definiscono V':

1
X1 = —ihl

1 1

= —hi—=h

2 6 1 3 2
xr3 = — h2
Tg4 = h1
T5 = ha
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Il sottospazio V ha allora dimensione 2 e una sua base ¢ data dai vettori:

11 1
v = <f§,6,0,1,0) , V2= (0,75,71,0, 1) .

Per determinare l'intersezione di U e V risolviamo il sistema che si ottiene considerando
le equazioni che definiscono U insieme alle equazioni che definiscono V. Si ottiene:

1
xr1 = gh
2
To = —5}1
T3 = —h
2
T4 = _gh
X5 :h

Il sottospazio U NV ha allora dimensione 1 e una sua base ¢ data dal vettore:

1 2 2
=|-,—,-1,—=,1].
w (57 57 9 5’ )

Vogliamo ora determinare la dimensione e una base per U + V. Dalla formula di
Grassmann abbiamo:

dim(U + V) =dimU +dimV —dim({UNV)=3+2-1=4.

Dobbiamo allora cercare 4 vettori linearmente indipendenti in U + V. Possiamo
cominciare con considerare la base che abbiamo ottenuto di U e cercare di completarla
a una base di U + V. Ci serve allora un vettore z di U + V che non sia combinazione
lineare dei vettori w1, uz e us, cioe non appartenga ad U. Possiamo ad esempio
cercare z in V. In questo caso per affermare che z non appartiene a U dobbiamo
verificare che z non appartenga a U NV, cioé non sia multiplo di w. Vediamo subito
che possiamo prendere come vettore z il vettore v1. Una base per U + V ¢& allora
quella formata dai vettori w1, us, us e v1, vale a dire:

(0,0,1,0,0), (~3,1,0,1,0), (~1,0,0,0,1), (f% 0. 1,0> .

E.18.11 Il sottospazio F ha dimensione 2 perché & generato da 2 vettori linearmente
indipendenti. Pertanto un supplementare F' di F deve avere dimensione 4 — 2 = 2.
Se w e t formano una base di F' & sufficiente scegliere tali vettori in modo tale che
E + F =R*. Infatti, per I'osservazione 18.33, la condizione che F N F = {0} sara poi
automaticamente soddisfatta.

La somma E + F & generata dai vettori u, v, w e t. Affinché generino tutto
R* devono formare una base per R*. Cerchiamo allora come primo generatore di
F un vettore w := (h1, he, hs, ha) che non sia combinazione lineare di u e v. Cio &
equivalente a imporre che la matrice

hy
ha
hs
In

o O =
N O W o

abbia rango 3. Osserviamo che il minore formato dalle prime 3 righe ha determinante
3hs — 6h1. Scegliendo hi, h2, hs e hs in modo tale che 3hs — 6hs # 0 abbiamo
che la matrice A ha rango 3. Prendiamo allora come vettore w il vettore (1,0,0,0).
Dobbiamo ora scegliere un secondo generatore t := (k1, k2, k3, k4) per F' in modo tale
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che non sia combinazione lineare di u, v e w. Cid & equivalente a imporre che la
matrice

10 1 k
10 3 0 ke
B=12 0 0 &

0 2 0 ks

abbia rango 4. Il determinante di B & 4ks — 6k4. Scegliendo ki, k2, k3 € k4 in modo
tale che 4ko — 6k4 # 0 abbiamo che la matrice B ha rango 4. Prendiamo allora come
vettore t il vettore (0,1,0,0).

11 sottospazio F' generato dai vettori (1,0,0,0) e (0,1,100) ¢ allora un supplemen-
tare di F.

E.18.12 Determiniamo innanzitutto le dimensioni degli spazi vettoriali coinvolti. Il
sottospazio vettoriale F' ¢ I'insieme delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo
di 2 equazioni indipendenti in 5 incognite e, pertanto, ha dimensione 5 —2 = 3. 1l
sottospazio vettoriale £ N F & 'insieme delle soluzioni del sistema omogeneo:

T1+ T2 — T3 + x4 =0
T1 + X2 =0
3+ x4+ 25 =0

la cui matrice dei coefficienti &

1 1 -1 1 0

11 0 0 O

00 1 1 1
E facile vedere che questa matrice ha rango 3 (ad esempio riducendola a scalini).
Pertanto £ N F' ha dimensione 5 — 3 = 2.

I complementi di £ N F in F' hanno dunque dimensione 3 — 2 = 1. Basta allora
trovare un vettore v che appartiene a F' ma non a E N F": in tal caso infatti, detto G
il sottospazio generato da v, si ha che I'intersezione di G con E'N F ha dimensione 0
(non pud avere dimensione 1 perché altrimenti G e conterrebbe v che non appartiene a
ENF); per Vosservazione 18.33 la condizione (ENF)+G = F ¢ allora automaticamente
soddisfatta.

Dobbiamo quindi trovare un vettore v che appartiene a F' ma non a E N F, vale a
dire un vettore che appartiene a F' ma non a E. Risolvendo il sistema che definisce F',
usando, per esempio, T2, T4 € T5 come parametri, vediamo che il generico vettore di
F ¢ del tipo (—h, h, —k — 1, k,1) al variare di h, k e [ in R. Imponendo che I’equazione
che definisce E non sia soddisfatta troviamo la condizione —h +h — (—k — 1)+ k #0
cioe 2k + 1 # 0. Scegliendo, ad esempio h = 0, £k = 0 e [ = 1, troviamo il vettore
(0,0,—1,0,1). Possiamo allora scegliere il sottospazio vettoriale G generato da tale
vettore.
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CAPITOLO

Sottospazi affini

Abbiamo visto che, nello spazio vettoriale dei vettori del piano o dello spazio
applicati in un punto O, le rette passanti per O possono essere viste come
sottospazi vettoriali di dimensione 1. Abbiamo anche visto che nello spazio
vettoriale dei vettori dello spazio i piani passanti per O possono essere visti
come sottospazi vettoriali di dimensione 2.

In questo capitolo vediamo che le rette del piano o dello spazio e i piani dello
spazio (non necessariamente passanti per O) hanno una struttura algebrica
un po’ piu generale dei sottospazi vettoriali, che chiamiamo sottospazio affine.
Introduciamo quindi la nozione di sottospazio affine di uno spazio vettoriale
qualsiasi. Cio ci permettera di riconoscere in particolare che I'insieme delle
soluzioni di un sistema di equazioni lineari, quando non ¢ vuoto, ¢ un sottospazio
affine.

19.1 Le rette del piano e dello spazio

Fissato nel piano o nello spazio un punto O consideriamo lo spazio vettoriale
V2(0) dei vettori applicati nel punto O e lo spazio vettoriale V3(O) dei vettori
applicati in O. Quel che segue vale indifferentemente in entrambi i casi.

Consideriamo una retta r non passante per O e un suo punto P. Sia 7’ la
retta passante per O e parallela alla retta r.
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Osserviamo che, dato comunque un punto @ sulla retta r’, il vettore:
——
O? = OPO + @

ha come vertice un punto P appartenente alla retta r. Viceversa, dato un
punto qualsiasi P € r, possiamo sempre trovare un punto @@ € r’ tale che
? H
OP = OF, + 00.

Bene, abbiamo dimostrato che I'insieme dei punti P € r € dato da tutti e
soli 1 punti per i quali esiste un punto @) € r’ tale che:

OP = OF, + 00.

—
Posto v = O? e vy = OPF,, possiamo esprimere ’affermazione precedente
dicendo che l'insieme dei punti P € r ¢ dato da tutti e soli i punti P vertici dei

vettori v = OP per i quali esiste un vettore v’ = OQ) con Q € r’ tale che:
v=wvy+ .

Nella costruzione precedente abbiamo implicitamente supposto che la retta
r non passi per il punto O. Applichiamo la stessa costruzione a una retta r
passante per O. In questo caso la retta r’ passante per O e parallela a r ¢ la
retta 7 stessa. I parallelogrammi necessari per determinare i vettori somma di
vettori sono tutti degeneri, i punti O, Py, P e @ sono tutti allineati.

In ogni caso, sia che la retta r passi per O o che non ci passi, si ha sempre
che i punti P € r sono tutti e soli i punti vertici dei vettori OP del tipo

OP = 0P, + 00

con Q €r'.
Ricordiamo inoltre che, data una retta v’ passante per O, 'insieme

E={00|Qer}

¢ un sottospazio vettoriale di dimensione 1 di V2(0) o di V3(0). Possiamo
quindi sintetizzare tutto cio nel:

Teorema 19.1 Sia r una retta e sia Py un suo punto. Sia r’ la retta parallela
a r passante per O. Allora P € r se e solo se esiste Q € 1’ tale che:

OP = OF, + 00.

Equivalentemente, chiamato E il sottospazio vettoriale di V2(O) o di V3(O) di
dimensione 1 cosi definito:

E={0G|Qer},
st ha che P € r se e solo se il vettore v = O? appartiene all’insieme:
{vo+v" | v € F}.

Osservazione 19.2 Nel teorema precedente abbiamo scelto un punto Py sulla
retta r: se scegliamo un differente punto @, posto wy = OQ( abbiamo che
P € r se e solo se il vettore v := OP appartiene all’insieme {wy + v’ | v’ € E}.
Dunque gli insiemi {vg + v’ | v’ € E} e {wo + v’ | v/ € E} coincidono. A
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Osservazione 19.3 L’uguaglianza tra gli insiemi
{vo+v' |v eE} e {wy+v' |v €F}

non significa che vy +v’' = wg + v’ per qualche vettore v’ di E perché altrimenti
avremmo vy = wq. Significa invece che dato un qualunque vettore vy + v’ con
v’ € F esiste un vettore v’ € E tale che vg + v’ = wg +v”. A

Diamo infine la:

Definizione 19.4 Un vettore v’ := O@ e una retta r si dicono paralleli se il
punto @ appartiene alla retta r’ parallela alla retta r e passante per O. A

19.2 1 piani dello spazio

Fissato nello spazio un punto O consideriamo lo spazio vettoriale V3(O) dei
vettori applicati in O.

Consideriamo ora un piano 7 non passante per O e un suo punto . Sia 7’
il piano passante per O e parallelo al piano 7.

In modo analogo al caso della retta vediamo che 'insieme dei punti P € 7 ¢
dato da tutti e soli i punti P vertici dei vettori v := OP per i quali esiste un

vettore v’ := OQ) con Q € 7’ tale che:
v=vy+ .

i ™

Possiamo applicare la stessa costruzione a un piano 7 passante per O. In questo
caso il piano 7’ passante per O e parallelo a 7 ¢ il piano 7 stesso.
In ogni caso, sia che il piano 7w passi per O o che non ci passi, si ha sempre

che i punti P € 7 sono tutti e soli i punti vertici dei vettori OP del tipo

O?::O—PS—FOﬁ.
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con Q € 7.
Ricordiamo inoltre che, dato un piano 7’ passante per O, I'insieme

E:={0Q|Qecn}

¢ un sottospazio vettoriale di dimensione 2 di V3(O).
Possiamo quindi sintetizzare tutto cio nel:

Teorema 19.5 Sia m un piano e sia Py un suo punto. Sia 7' il piano parallelo
a m passante per O. Allora P € 7 se e solo se esiste Q € ©' tale che:

OP = OF, + 00.

Equivalentemente, chiamato E il sottospazio vettoriale di V3(O) di dimensione
2 cosi definito:

E={00|Qenr}.
st ha che P € m se e solo se il vettore v == 07% appartiene all’insieme:
{vo+v' | v € E}.

Nel teorema precedente abbiamo scelto un punto Py sul piano 7: se scegliamo
un differente punto @Qq, posto wg = Oy abbiamo che P € 7 se e solo se il
vettore v := OP appartiene all'insieme {wy + v’ | v’ € E}. Dunque gli insiemi
{vo+v' |v' € E} e {wg+v' | v' € E} coincidono.

Osservazione 19.6 L’uguaglianza tra gli insiemi
{vo+v' |v EE} e {wy+v' |v €E}

non significa che vy +v" = wy + v’ per qualche vettore v’ di F perché altrimenti
avremmo vy = wy. Significa invece che dato un qualunque vettore vy + v’ con
v’ € E esiste un vettore v”” € E tale che vg + v’ = wg + v". A

L’osservazione 19.6 ha esattamente lo stesso enunciato dell’osservazione 19.3:
cio che cambia ¢ solo la dimensione del sottospazio vettoriale E coinvolto.

19.3 Sottospazi affini

Definizione 19.7 In uno spazio vettoriale V siano dati un vettore vy e un
sottospazio vettoriale /. Consideriamo l'insieme vy + E ottenuto sommando a
ogni vettore di F il vettore vg, cioe:

vo+ E:={vg+v' |V € E}.

Questo insieme viene chiamato sottospazio affine passante per vy e paralle-
lo a F. La dimensione del sottospazio affine vy + E &, per definizione, uguale
alla dimensione di F. A

Esercizio di base 19.8 Mostrare che il sottospazio affine vy + E contiene il
vettore vy.
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Esempio 19.9 Per il teorema 19.1 un sottospazio affine di dimensione 1 dello
spazio vettoriale V2(O) o dello spazio vettoriale V3(0) ¢ costituito da tutti e
soli i vettori il cui punto finale appartiene a una retta r fissata. A

Esempio 19.10 Per il teorema 19.5 un sottospazio affine di dimensione 2 dello
spazio vettoriale V3(O) & costituito da tutti e soli i vettori il cui punto finale
appartiene a un piano m fissato. A

Esercizio di base 19.11 Dimostrare che i sottospazi affini di dimensione 0 di
uno spazio vettoriale V' sono formati da singoli vettori di V.

Esercizio di base 19.12 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n. Dimo-
strare che in V esiste un solo sottospazio affine di dimensione n. Esso ¢ dato da
tutto lo spazio vettoriale V.

Esercizio di base 19.13 Si consideri lo spazio vettoriale M (2,2, R). Sia:

1 2
(1) A

Determinare tutti e soli i vettori appartenenti al sottospazio affine A+ S(2,R) e
verificare che tale sottospazio affine non € un sottospazio vettoriale. Ricordiamo
che S(2,R) ¢ il sottospazio vettoriale delle matrici simmetriche.

Osservazione 19.14 L’esercizio di base 19.13 mostra che, in generale, un
sottospazio affine di uno spazio vettoriale V' non € un sottospazio vettoriale di
V. A

Nota 19.15 L’osservazione precedente mostra che i concetti di sottospazio
vettoriale e sottospazio affine non coincidono. Pertanto & opportuno specificare
sempre se si sta parlando di sottospazi affini o vettoriali.

Ad ogni modo, ogniqualvolta si parla genericamente di un “sottospazio”,
senza specificare “affine” o “vettoriale”, si intende sempre dire che si tratta un
sottospazio vettoriale. A

Esercizio di base 19.16 Si consideri la matrice

10
p=(19) A
Dimostrare che B appartiene al sottospazio affine A + S(2,R) dell’esercizio di
base 19.13. Si mostri poi che A + S(2,R) = B + S(2,R).

Nell’esercizio di base 19.16 abbiamo visto che lo stesso sottospazio affine si
puo rappresentare in due modi diversi. Analogamente avevamo notato che per
descrivere una retta o un piano come sottospazio affine si poteva scegliere un
qualsiasi punto appartenente alla retta o al piano. Tutto cio ha validita generale:

Proposizione 19.17 Sia v + E un sottospazio affine di uno spazio vettoriale
V. Sia w un vettore di V. Possono sussistere due casi:
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e scwev+FE adllorav+FE=w+ E;

o sew ¢ v+ E allora Uintersezione div+ FE e w+ E ¢ vuota.

DIMOSTRAZIONE Supponiamo che w € v + E. Allora w = v + v’ per qualche
v’ € E. Mostriamo ora che v + F D w + E: per far cid dobbiamo mostrare che
ogni vettore di w + E appartiene a v + E. Un vettore di w + E si puo scrivere
come w + u con u € . Ma allora

wtu=v+v +tu=v+ @ +u)cv+E,

perché v’ + u appartiene a E. Abbiamo cosi mostrato che v + F D w + E. Per
mostrare I'inclusione opposta si procede in maniera analoga.

Supponiamo ora che w ¢ v + E. Se esistesse un vettore u appartenente
all’intersezione di v + F e w + F per quanto abbiamo appena visto avremmo
chev+ E=u+Few+ F =u+FE. Maalloraw+ F = v+ E. Poiché
w € w+ F avremmo che w € v + FE. n

Esercizio di base 19.18 Si consideri lo spazio vettoriale M(2,2,R). Sia:

1 2
) )

Verificare che il sottospazio affine C' + S(2,R) coincide con S(2,R).

Esercizio di base 19.19 Dimostrare che, dato un sottospazio affine vy + F
di uno spazio vettoriale V, si ha che:

e se vy € E allora vy + E coincide con E e quindi € un sottospazio vettoriale;

e se vg ¢ E allora vp + E non ¢ un sottospazio vettoriale. A

19.4 L’insieme delle soluzioni di un sistema

Nel capitolo 14 abbiamo visto che, dato un sistema lineare omogeneo S in ¢
incognite, I'insieme delle soluzioni di S & un sottospazio vettoriale di M(q, 1, R).

Se, invece, S non ¢ omogeneo I'insieme delle sue soluzioni non ¢ un sottospazio
vettoriale (per vedere cio basta notare che la matrice nulla non & soluzione di
S).

Cosa possiamo dire in generale dell’insieme delle soluzioni di un sistema
lineare S non necessariamente omogeneo?

Notiamo che in alcuni casi Sol(S) = @, cioe il sistema S non ha soluzioni.
Consideriamo quindi sistemi risolubili. Cominciamo con un:

Esempio 19.20 Riprendiamo il sistema dell’esempio 8.14:

1+ To— x3+ x4=1
21 + x9 — 3x3 + 224 =0
3r1 + 2x9 — 4w + 34 =1
5x1 + 3x9 — Tx3 + dxry =1
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19.4. L’insieme delle soluzioni di un sistema

Le soluzioni di questo sistema sono:

CCl:—l-l-Qh—k

T = 2— h
T3 = h
Ty = k

al variare di h e k in R. Riscriviamo queste soluzioni come insieme di matrici:

—1+4+2h—k
2—h
Sol(S) = h |heRkeR
k
Ora notiamo che
—14+2h—k —1 2 -1
2—h 2 -1 0
Sol(S) = L =0 +h 1 +k 0 |heR,keR
k 0 0 1
L’insieme E formato dalle matrici
2 -1
-1 0
h 1 + k 0
0 1

—_
= o O

Dunque, E ¢ un sottospazio vettoriale di M(4,1,R) di dimensione 2. Pertanto
abbiamo che

-1
2
0
0

Sol(S) = +E.

Dunque Sol(S) & un sottospazio affine. Notiamo che

(el el V]

¢ una soluzione particolare del sistema: infatti la otteniamo assegnando ad
entrambi i parametri i e k il valore nullo. A
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Il procedimento che abbiamo cosi delineato puo essere adattato a un qualsiasi
sistema lineare non necessariamente omogeneo S: AX = B di p equazioni nelle

q incognite x1, x2a, ...,

Z4. Si determinano le soluzioni del sistema con il metodo
che si preferisce. Se il rango della matrice & r, sappiamo che g —r incognite scelte
opportunamente fungeranno da parametri, mentre le altre saranno espresse come
polinomi di primo grado in questi parametri. Piti precisamente, supponendo
per semplicita che le incognite cui assegniamo valori parametrici siano le ultime
q — r e che dunque abbiamo posto z,11 = h1, Ty42 = ho, ...

soluzioni di S si esprimeranno nella forma seguente:

dy + ci1h1 + ci2ha + c1,g—rhg—r
do + ca1hy + cagha + o g—rhg—r

dr + Crlhl + Cr2h2 + Cr,q—rhq—r

hy
ho

hg»

al variare dei parametri reali hq, ho, ...

soluzioni cosi:

di
do

Notiamo allora che I'insieme delle soluzioni di S si puo scrivere come:

+ hy

C11
C21

+ hg

C12
C22

o
g
}—‘OM

dy
da

d,
0
0

0

, hg—r. Notiamo che i coefficienti d; e
¢i; non sono parametri ma sono dei numeri ben precisi. Si riscrivono allora le

+...+hq_r

+FE

Cl,q—r
C2.q—r

Crg—r
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19.4. L’insieme delle soluzioni di un sistema

dove FE ¢ l'insieme delle combinazioni lineari dei vettori:

C11 C12 Cl,q—r
C21 C22 C2,q—r
Cr1 Cr2 Cr.q—r
1 y 0 s ce 0

0 1 0

0 0 1

Ma allora E ¢ un sottospazio vettoriale e Sol(S) ¢ un sottospazio affine. Notiamo
che

d
do

dr
0
0

0
¢ una soluzione particolare del sistema S (si ottiene ponendo uguale a 0 tutti i

parametri), mentre al momento non & chiaro come possa essere interpretato il
sottospazio vettoriale E. Per chiarire meglio questo punto cominciamo con la:

Definizione 19.21 Dato un sistema lineare S: AX = B, chiamiamo sistema
omogeneo associato a S il sistema SO: AX = 0. In altri termini il sistema
SO si ottiene da S semplicemente ponendo uguali a 0 tutti i termini noti delle
equazioni che formano S. A

Siamo ora pronti ad enunciare il:

Teorema 19.22 Sia S: AX = B un sistema lineare risolubile e sia Xo una
soluzione particolare di S. Se SO: AX = 0 ¢ il sistema omogeneo associato a
S, si ha:

Sol(S) = X + Sol(SO).

Dunque linsieme delle soluzioni di S é un sottospazio affine parallelo al
sottospazio vettoriale Sol(SO).

DIMOSTRAZIONE Per provare che Sol(S) = Xy + Sol(SO) dobbiamo mostrare
che Sol(S) D X + Sol(SO) e che Sol(S) C Xy + Sol(SO).

Mostriamo innanzitutto che ogni elemento di Xy + Sol(SO) appartiene a
Sol(S). Un elemento di X, + Sol(SO) si scrive come Xo + X' per qualche X’
soluzione di SO. Dobbiamo allora provare che Xq + X’ ¢ soluzione di S, vale a
dire che A(Xy + X’) = B. Ora:

AXo+ X') = AXo + AX'.
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Poiché Xj ¢ una soluzione di S abbiamo che AXy = B, poiché X’ & soluzione
di SO abbiamo che AX’ = 0. Dunque:

A(XO+X/):B+O:B.

Abbiamo cosi mostrato che Xy + X’ appartiene a Sol(S).

Mostriamo ora che ogni elemento di Sol(S) appartiene a Xg + Sol(SO).
Sia allora X; un elemento di Sol(S). Dobbiamo mostrare che X; = Xy + X’
per qualche elemento X’ di Sol(SO). Come possiamo trovare I’elemento X'
giusto? Notiamo che affinché risulti X; = Xy + X’ deve necessariamente essere
X' = X; — Xj. Per completare la dimostrazione dobbiamo allora provare che
X1 — Xo ¢ soluzione di Sol(SO), vale a dire che A(X; — Xy) = 0. Ora:

A(X, — Xp) = AX; — AX,.
Poiché X; e X sono soluzioni di S abbiamo che AX; = B e AXy = B. Dunque:
A(X; — Xo)=B—-B=0,

come volevamo. u

Vogliamo ora determinare la dimensione del sottospazio affine Sol(S). Per
definizione essa ¢ uguale alla dimensione del sottospazio vettoriale Sol(SO)
delle soluzioni del sistema associato SO. Sappiamo calcolare questa dimensione
grazie al teorema 17.29. Abbiamo cosi la:

Proposizione 19.23 Sia S un sistema lineare risolubile di p equazioni in q
incognite. Se la matrice del sistema ha rango r allora il sottospazio affine Sol(S)
ha dimensione q — r.

Esercizio di base 19.24 Sia dato il sistema lineare:

20+ y+z—w =2
S': Y +w+t=3
20 + 2y + 2 +t=5 A

Stabilire se 'insieme delle soluzioni di S & un sottospazio affine di R® e in caso
affermativo calcolarne la dimensione.

Esercizio di base 19.25 Sia dato il sottoinsieme F di R® cosi definito:

F={(z,y,z,w,t) |2z +y+z—w=2,y+w+t=3,2x+2y+ 2+t =4}

A
Stabilire se F & un sottospazio affine di R® e in caso positivo determinarne la
dimensione.
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19.5 Soluzioni degli esercizi di base

EB.19.8 Per mostrare che vy appartiene al sottospazio affine vo + E dobbiamo
mostrare che v si pud esprimere come somma di v e di un vettore di E. Ovviamente
vo =vo+ 0 e 0 ¢ un vettore di E.

EB.19.11 Un sottospazio affine vo + F di uno spazio vettoriale V' ha dimensione 0
se e solo se E¥ ha dimensione 0. Cio significa che il sottospazio vettoriale E & formato
dal solo vettore nullo. Quindi vo + E = {vo}.

EB.19.12 Sia n la dimensione dello spazio vettoriale V. Consideriamo un sottospazio
affine vo + E di dimensione n. Sappiamo che I'unico sottospazio vettoriale di V' che
ha dimensione uguale a n ¢ lo spazio vettoriale V' stesso. Quindi vo + F = vo + V.
Abbiamo ovviamente vo +V C V. Dimostriamo che si ha V' C vo + V. Dobbiamo
dimostrare che ogni vettore v € V & uguale a vo + v’ per qualche v’ € V. Se poniamo

v’ = —wg +v € V, abbiamo quel che volevamo.

EB.19.13 Sappiamo che si ha:

S(2,R) = {(2 ii) It € R}

(14t 24,
A+S(2,R) = {(3+t2 4+t3) | ti GR}.
Notiamo che O ¢ A 4+ S(2,R). 1l sottospazio affine considerato non & quindi un
sottospazio vettoriale.

e quindi

EB.19.16 Per mostrare che la matrice B appartiene a A + S(2,R) dobbiamo provare
che esiste una matrice simmetrica S tale che B = A + S: visto che 'unica matrice
S tale che B=A+ S ¢ B — A, dobbiamo allora mostrare che B — A ¢ una matrice
simmetrica. Basta allora calcolare B — A:

1 0 1 2 0 -2
poa=(i9)-6 - (% )
Abbiamo effettivamente trovato una matrice simmetrica S.

Dobbiamo ora mostrare che A + S(2,R) = B + S(2,R).

Come prima cosa mostriamo che B 4+ S(2,R) C A + S(2,R): questo significa
mostrare che ogni elemento di B + S(2,R) appartiene a A + S(2,R). Una matrice
generica M di B + S(2,R) si scrive come B + C con C matrice simmetrica. Per
mostrare che M appartiene a A + S(2,R) dobbiamo trovare una matrice simmetrica
D tale che M = A+ D. Sappiamo che B = A + S con S simmetrica: ma allora

M=B+C=(A+8)+C=A+(S+0Q).

Ora S + C' & una matrice simmetrica perché & somma delle due matrici simmetriche S
e C. Dunque abbiamo espresso M come somma di A e di una matrice simmetrica.
Per mostrare che A 4+ S(2,R) C B + S(2,R) procediamo in maniera del tutto
analoga: 1'unica cosa che ci serve notare preliminarmente & che la matrice A appartiene
a B + S(2,R), cioé che A & la somma di B e di una matrice simmetrica: dato che
B = A+ S abbiamo che A = B + (—5) e, ovviamente —S & una matrice simmetrica.

EB.19.18 Abbiamo

(14t 248,
crsem={(1th 2 ex)
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Ponendo t} =1+ t1, t'2 := 2 + to, 5 := 4 + t3, otteniamo:

th

C+S(2,R) = {(t; Z) 4] GR} = S(2,R).

EB.19.19 Notiamo innanzitutto che £ = 0 + E. Possiamo adesso applicare la
proposizione 19.17.

Se vg € F allora vo+ FE = 0+ F e quindi il sottospazio affine 04 E € un sottospazio
vettoriale.

Se invece vo ¢ F allora vo+FE e 0+ FE = E hanno intersezione vuota. In particolare
0 ¢ vo + E e, pertanto, vo + E non & un sottospazio vettoriale.

EB.19.24 Per stabilire se Sol(S) ¢ un sottospazio affine dobbiamo verificare che sia
non vuoto, cioé che il sistema S sia risolubile. La matrice dei coefficienti di S &

21 1 -1 0
A=[0 1 0 1 1
2 2 1 0 1

Si verifica che la matrice A ha rango 2. Calcolando il rango della matrice completa del
sistema troviamo ancora 2 e, pertanto, il sistema S ¢ risolubile. Dunque Sol(S) ¢ un
sottospazio affine di R®. La dimensione di Sol(S) & uguale al numero delle incognite,
cioé 5, meno il rango della matrice del sistema cio¢ 2. Pertanto dim Sol(S) =5—2 = 3.

EB.19.25 Notiamo che F' non ¢ altro che 'insieme delle soluzioni del sistema:
20+ y+z—w =2
Y +w+t=3
20 + 2y + z +t=4
Notiamo che la matrice dei coefficienti di questo sistema e la stessa del sistema
dell’esercizio di base precedente e ha quindi rango 2. Calcolando il rango della matrice

completa del sistema si trova 3, e, quindi il sistema S non & risolubile. L’insieme F' &
allora vuoto e non &, dunque, un sottospazio affine.

19.6 Sunto

Definizione In uno spazio vettoriale V siano dati un vettore vy e un sottospazio
vettoriale E. Consideriamo l'insieme vy + F ottenuto sommando a ogni vettore
di F il vettore wvg, cioe:

vo+ E:={vg+v' |V € E}.

Questo insieme viene chiamato sottospazio affine passante per vy e paralle-
lo a F. La dimensione del sottospazio affine vy + E €, per definizione, uguale
alla dimensione di F. A

Osservazione 1l sottospazio affine vy + E contiene il vettore vy. A

Nota Ogniqualvolta si parla genericamente di un “sottospazio”, senza specifi-
b

care “affine” o “vettoriale”, si intende sempre dire che si tratta un sottospazio

vettoriale. A

Teorema Un sottospazio affine di dimensione 1 dello spazio vettoriale V2(O)
o dello spazio vettoriale V3(O) ¢ costituito da tutti e soli i vettori il cui punto
finale appartiene a una retta r fissata.
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Teorema Un sottospazio affine di dimensione 2 dello spazio vettoriale V3(O)
e costituito da tutti e soli i vettori il cui punto finale appartiene a un piano w
fissato.

Proposizione Sia v + E un sottospazio affine di uno spazio vettoriale V. Sia
w un vettore di V. Possono sussistere due casi:

e sscwev+ FE allorav+ F=w+ E;

e se w ¢ v+ E allora lintersezione di v+ FE e w + E ¢é vuota.

L’insieme delle soluzioni di un sistema

Definizione Dato un sistema lineare S: AX = B, chiamiamo sistema omo-
geneo associato a S il sistema SO: AX = 0. In altri termini il sistema SO
si ottiene da S semplicemente ponendo uguali a 0 tutti i termini noti delle
equazioni che formano S. A

Teorema Sia S: AX = B un sistema lineare risolubile e sia Xy una soluzione
particolare di S. Se SO: AX =0 ¢ il sistema omogeneo associato a S, si ha:

Sol(S) = Xo + Sol(S0).

Dunque linsieme delle soluzioni di S e un sottospazio affine parallelo al
sottospazio vettoriale Sol(SO).

Proposizione Sia S un sistema lineare risolubile di p equazioni in q incognite.
Se la matrice del sistema ha rango r allora il sottospazio affine Sol(S) ha
dimenstone q — 1.

19.7 Esercizi

E.19.1 Si consideri, al variare di b € R ’equazione
Sp:x+2y=0h.

Dimostrare che i sottospazi affini Sol(Sy), al variare di b, sono tutti paralleli a
uno stesso sottospazio vettoriale.

E.19.2 Dato lo spazio vettoriale V2(0), si determinino due sottospazi affini di
dimensione 1 non aventi alcun vettore in comune.

E.19.3 Dato lo spazio vettoriale R3[z], verificare che I'insieme:
S:={l+azx+bz’|acR,beR}
¢ un sottospazio affine e calcolarne la dimensione.

E.19.4 Scrivere le soluzioni del sistema lineare:
3x+4y+ 2+ w=3
5z + 6y + 3z +2w=>5

come sottospazio affine vg + E di R*, determinando esplicitamente un vettore
v € una base per E.
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19.8 Soluzioni degli esercizi

E.19.1 Per ogni b € R il sistema S}, & ovviamente risolubile. L’insieme delle soluzioni
¢ parallelo all’insieme delle soluzioni del sistema omogeneo associato. Ma, ovviamente,
il sistema omogeneo associato non dipende da b. Pertanto i sottospazi affini delle
soluzioni di S, sono tutti paralleli a uno stesso sottospazio vettoriale E.

Notiamo, per inciso, che E ha come base v’ = (2, —1). I sottospazi affini hanno
pertanto tutte dimensione uguale a 1.

E.19.2 Sappiamo che un sottospazio affine di dimensione 1 di V(O) ¢ dato da tutti
e soli i vettori aventi il punto finale su una retta r. Basta quindi considerare due rette
r e r’ parallele non coincidenti.

E.19.3 L’insieme S &, ovviamente, il sottospazio affine passante per 1 e parallelo al
sottospazio vettoriale E generato da x e z2. Dunque la dimensione di S & uguale alla
dimensione di F, cioe 2.

E.19.4 Risolvendo il sistema troviamo:

r=1-3t— u

1
Y= 2t+§u
z= t
w = U

al variare di ¢t e u in R. La generica soluzione del sistema puo allora essere scritta cosi:
1
(1707070)+t(73727170)+u 71755071

al variare di t e u in R. Possiamo allora scrivere ’insieme delle soluzioni di questo
sistema nel modo seguente:

(1,0,0,0) + <(—3,2, 1,0), <—1, %,o,1>> .
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CAPITOLO

Equazioni vettoriali di rette
e piani

L’insieme dei vettori aventi il punto finale su una retta fissata o su un piano
fissato puo essere caratterizzato da un tipo particolare di equazione, detta
equazione vettoriale. E possibile poi identificare tramite queste equazioni i
vettori aventi il punto finale su semirette, segmenti e semispazi fissati.

20.1 Equazioni vettoriali di rette

Quel che diremo in questo paragrafo si applica sia al caso della geometria del
piano sia al caso della geometria dello spazio.

Sia fissato un punto O nel piano o nello spazio. Consideriamo lo spazio
vettoriale V2(0) dei vettori del piano applicati nel punto O o lo spazio vettoriale
V3(0) dei vettori dello spazio applicati in O.

Abbiamo visto che, data una retta r, 'insieme dei vettori aventi il punto
finale sulla retta r & un sottospazio affine di dimensione 1.

In particolare, dato un punto Py della retta r e considerata la retta r’
passante per O e parallela a r, si ha che i punti della retta r sono tutti e soli i

punti P per i quali
—
OP = O, + 00

per qualche punto @ della retta r’.

Sappiamo d’altronde che, fissato un punto @ sulla retta r’ distinto dal
punto O, i punti @ della r’ sono tutti e soli i punti per i quali OQ) = tOQ; per
qualche t € R. Abbiamo pertanto che i punti della retta r sono tutti e soli i
punti P per i quali

ODP = OP, +t00;

per qualche numero reale t.
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Abbiamo dimostrato il:

Teorema 20.1 Sia data una retta r e un suo punto Py. Sia v’ la retta passante
per O e parallela alla retta r e sia Q1 un suo punto distinto da O.

I punti P della retta r sono tutti e soli i punti per i quali esiste t € R tale

che:
OP = OB, +t0Q,.

Questa equazione viene chiamata equazione vettoriale della retta r e il vettore
0Q), viene detto vettore direttore della retta r.

Definizione 20.2 Tutti i vettori O@ con Q € r’ si dicono vettori paralleli
alla retta r. A

Osservazione 20.3 Dalla definizione precedente vediamo che i vettori paralleli
a una data retta formano un sottospazio vettoriale di dimensione 1: in particolare
il vettore nullo e parallelo a ogni retta. Ovviamente il vettore nullo non e
perd vettore direttore di nessuna retta (proprio perché non individua nessuna
direzione). A

Osservazione 20.4 Notiamo che per determinare un’equazione vettoriale di
una retta r, si devono scegliere due punti: il punto Py sulla retta r e il punto
Q@1 # O sulla retta r’. Pertanto la retta r ha infiniti vettori direttori e infinite
equazioni vettoriali. A

Siano ora dati due punti Py e P; distinti. Vogliamo determinare un’equazione
vettoriale della retta r passante per essi.

Consideriamo la retta r’ passante per O e parallela alla retta r. Consideriamo
su r’ il punto Qi tale che il quadrilatero OQ1P; Py sia un parallelogramma
(eventualmente degenere, nel caso in cui la retta r e la retta r’ coincidano, cioe
nel caso in cui la retta r passi per O). Notiamo che, poiché i punti P; e Py sono
distinti, i punti @)1 e O sono anch’essi distinti.
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20.2. Semirette e segmenti

Dalla definizione di addizione tra vettori (regola del parallelogramma) si ha:

OF; = OF, + 0Q1
da cui segue che il vettore
OF| — 0Py = 0Q;
¢ parallelo alla retta . Abbiamo pertanto il teorema:

Teorema 20.5 La retta passante per due punti distinti Py e P1 ha equazione

vettoriale
OP — OF, + (0P, — OF).

Osservazione 20.6 Notiamo che per ¢ = 0 abbiamo il punto Py e per t = 1
abbiamo il punto P;. A

20.2 Semirette e segmenti

Quel che diremo in questo paragrafo si applica sia al caso della geometria del
piano sia al caso della geometria dello spazio.

Sia fissato un punto O nel piano o nello spazio. Consideriamo lo spazio
vettoriale V2(0) dei vettori del piano applicati nel punto O o lo spazio vettoriale
V3(0) dei vettori dello spazio applicati in O.

Se (1 ¢ un punto distinto da O, per deﬁnizi% di moltiplicazione di un
vettore per uno scalare i punti @ tali che OQ = tOQ)1:

e se t > 0 appartengono alla semiretta di 7" avente origine in O e contenente il
punto Q1;

e set < 0 appartengono alla semiretta di 7’ avente origine in O e non contenente
il punto Q1;

e se 0 <t < 1 appartengono al segmento aperto di estremi i punti O e Q.
Da tutto cio si puo ricavare il:

Teorema 20.7 Dati due punti distinti Py e Py, 1 punti P tali che

OB = OF, + t(OP, — OF})
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e set >0 appartengono alla semiretta di r avente origine in Py e contenente
il punto Py;

o set < 0 appartengono alla semiretta di r avente origine in Py e non contenente
il punto Py;

e se 0 <t <1 appartengono al segmento aperto di estremi i punti Py e P.

EIMOSTMONE Sia @, il punto tale che O—Ql> = O—P1> — O—PS: quindi O? =
OPFy +tOQ;. Sia poi @ il punto tale che O@ = t0Q;. Osserviamo (con l'aiuto
di una figura) che P appartiene alla semiretta origine in Py e contenente il
punto P; se e solo se @ appartiene alla semiretta origine in O e contenente il
punto @1. In modo analogo si dimostrano gli altri casi del teorema. n

Nota 20.8 Nel teorema precedente abbiamo usato il termine semiretta per
indicare la semiretta aperta, cioe non contenente l'origine Py. I punti che si
ottengono per ¢ > 0 sono invece quelli della semiretta chiusa (cioé contenente
Porigine) di r avente origine in Py e contenente il punto P;. Analogamente i
punti che si ottengono per ¢ < 0 sono invece quelli della semiretta chiusa di r
avente origine in Py e non contenente il punto P;.

Allo stesso modo abbiamo usato il termine segmento per indicare il segmento
aperto, cioe non contenente gli estremi. I punti che si ottengono per 0 <t¢ <1
sono invece quelli della segmento chiuso (cioé contenente entrambi gli estremi)
di estremi i punti Py e P;. A

Esercizio di base 20.9 Sia dato il triangolo di vertici A, B e C. Determina-
re un’equazione vettoriale della mediana del triangolo ABC passante per A.
(Ricordiamo che la mediana cercata & la retta passante per A e per il punto
medio dei punti B e C).

20.3 Equazioni vettoriali di piani

Sia fissato un punto O dello spazio e sia V3(0) lo spazio vettoriale dei vettori
applicati in O.

Abbiamo visto che, dato un piano m, 'insieme dei vettori aventi il punto
finale nel piano 7 & un sottospazio affine di dimensione 2.

In particolare, dato un punto Py del piano 7 e considerato il piano 7’
passante per O e parallelo a 7, si ha che i punti P del piano 7 sono tutti e soli

i punti per i quali .
OP = OP, + 00

per qualche punto @ del piano 7’. Sappiamo d’altronde che, fissati due punti
Q1 e Q2 del piano 7’ non allineati a O, i punti del piano 7’ sono tutti e soli i
punti per i quali

00 = t0Q, +u00Q,

per qualche ¢ e u numeri reali.
Abbiamo pertanto che i punti P del piano 7 sono tutti e soli i punti per i
quali

OP = OP, +t00; + u0Qy

per qualche t e u numeri reali.
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20.3. Equazioni vettoriali di piani

Py

Abbiamo dimostrato il:

Teorema 20.10 Sia dato un piano w, un punto Py di m e due punti Q1 e Q2
appartenenti al piano 7' passante per O e parallelo a w e tali che O, Q1 e Qo
non sono allineati.

L’insieme dei punti P del piano w ¢ dato da tutti e soli i punti P per i quali
esistonot € R e u € R tali che:

OP = OB, + t00; + w00y,

L’eguazione precedente si chiama equazione vettoriale del piano e i vettori
0Q; e OQy si dicono vettori direttori del piano.

Definizione 20.11 I vettori Oﬁ aventi il punto finale @ sul piano 7’ si dicono
paralleli al piano 7. A

Osservazione 20.12 Dalla definizione precedente vediamo che i vettori pa-
ralleli a una data retta formano un sottospazio vettoriale di dimensione 2: in
particolare il vettore nullo & parallelo a ogni piano. A

Osservazione 20.13 Notiamo che, per determinare un’equazione vettoriale
del piano 7, abbiamo dovuto scegliere tre punti: il punto Py sul piano 7 e due
punti Q1 e Q2 appartenenti al piano «’. Pertanto il piano 7 ha infinite coppie
di vettori direttori e infinite equazioni vettoriali. A

Sappiamo che, dati tre punti non allineati Py, P; e Ps, esiste uno e un solo piano
passante per essi. Vogliamo determinare una sua equazione vettoriale. Per far
cio usiamo un metodo analogo a quello usato nel teorema 20.5 per determinare
un’equazione vettoriale della retta passante per due punti.
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20. EQUAZIONI VETTORIALI DI RETTE E PIANI

Consideriamo il vettore O—Ql> = O—P1> - O—Po> . 11 teorema 20.5 ci dice che il
punto @) appartiene alla retta 7’ passante per O e parallela alla retta r passante
per Py e P;.

Analogamente il vettore O—QQ> = 5]7; — 5]75 ha il punto finale Q> sulla retta
s’ passante per O e parallela alla retta s passante per Py e Ps.

D’altronde i tre punti Py, P; e P> non sono allineati e quindi i vettori O—Ql> e
O—Qg> sono linearmente indipendenti. Pertanto le rette r’ e s’, passanti entrambe
per O, non coincidono. Esse determinano, pertanto, un piano 7’. Quest’ultimo
piano ¢ parallelo al piano 7 dal momento che le rette ' e s’ sono parallele alle
rette r e s appartenenti al piano 7.

Dal teorema 20.10 il piano 7 ha dunque equazione vettoriale:

— s —
OP = OP, + t(OP, — OPy) + u(OP, — OF}).
Abbiamo dimostrato la prima parte del seguente teorema.

Teorema 20.14 Il piano m passante per tre punti Py, Py e P> non allineati ha
equazione vettoriale:

— e e
OP = OF, + t(OP, — OPy) +u(OP — OF}).
Se inoltre nell’equazione precedente si pone:

o > 0, otteniamo tutti e soli i punti appartenenti al semipiano di m delimitato
dalla retta passante per i punti Py e Py e contenente il punto Py,

e ¢ < 0, otteniamo tutti e soli appartenenti al semipiano di w delimitato dalla
retta passante per i punti Py e Py e non contenente il punto Py;

e u > 0, otteniamo tutti e soli i punti appartenenti al semipiano di w delimitato
dalla retta passante per i punti Py e Py e contenente il punto Py,

o u < 0, otteniamo tutti e soli appartenenti al semipiano di m delimitato dalla
retta passante per i punti Py e Py e non contenente il punto Ps.

DIMOSTRAZIONE Abbiamo gia determinato I’equazione vettoriale del piano.
Le caratterizzazioni dei semipiani possono essere condotte in modo analogo al
teorema 20.7. [

Nota 20.15 Nel teorema precedente abbiamo usato il termine semipiano per
indicare un semipiano aperto, cioé non contenente la retta che lo delimita.
Invece i punti che si ottengono per ¢ > 0 sono quelli appartenenti al semipiano
chiuso (cio¢ contenente la retta che lo delimita) di 7 delimitato dalla retta
passante per i punti Py e P> e contenente il punto P;. Analogamente per gli
altri semipiani chiusi. A

20.4 Allineamento e complanarita

Nel teorema, 12.10 abbiamo visto che i punti O, P; e P, sono allineati se e solo
se 1 vettori OP; e OP; sono linearmente dipendenti. Vogliamo vedere se c’e
un teorema analogo nel caso in cui il punto O sia sostituito da un punto Py
qualsiasi. Piu in generale ci chiediamo quando un numero qualunque di punti
siano allineati. Abbiamo il:
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20.5. Soluzioni degli esercizi di base

Teorema 20.16 [ punti Py, Py, ..., P, sono allineati se e solo se i vettori
OP, — OPF,, OP, — OPF,, ..., OP, — OPy generano uno sottospazio vettoriale

di dimensione minore o uguale a 1.

DIMOSTRAZIONE Supponiamo innanzitutto che i punti siano allineati, cioe che
esista una retta r che li contiene tutti. Supponendo che un vettore direttore
della retta r sia v, I’equazione vettoriale della retta r puo allora essere scritta
come

0?251[—’0}—1%1).

Sia ora i un qualsiasi intero da 1 a n: poiché il punto P; appartiene a r esiste
un valore del parametro t; per cui si ha OP;, = OF, + t;v o, equivalentemente

|

>

OPF;, — OPy = t;v cioe OP; — OPF, ¢ multiplo di v, vale a dire appartiene al
sottospazio generato da v. Dunque i vettori OP, — OFy, OP; — OF,, ...,
OP, — OF, appartengono tutti al sottospazio generato da v e pertanto il
sottospazio che essi generano ha dimensione minore o uguale a 1.

Viceversa supponiamo che i vettori OP; —OF,, OP, —OF,, ..., OP, —OF,
generino uno sottospazio di dimensione minore di 1. Dunque sono tutti multipli
di un vettore non nullo v. Consideriamo allora la retta r di equazione vettoriale

|

0?251[—’0}—1%1).

Questa ovviamente contiene il punto Fy. Mostriamo che la retta r contiene
anche ciascuno dei P; per 1 < i < n. Sappiamo che il vettore Oﬁ\i —OPFy ¢
multiplo di v cioé esiste un numero reale ¢; tale che OF; — OFP, = t;v. Pertanto

si ottiene
ﬁ = OPQ + t,"v.

Dunque il punto P; appartiene a r. ]

In maniera analoga al teorema 20.16 possiamo dimostrare il:

Teorema 20.17 [ punti Py, Py, ..., P, sono complanari se e solo se i vettori
= o , A
OP, — OPF,, OP, — OPF,, ..., OP, — OPy generano uno sottospazio vettoriale

di dimensione minore o uguale a 2.

Esercizio di base 20.18 Dimostrare il teorema precedente.

20.5 Soluzioni degli esercizi di base

EB.20.9 Il punto medio dei punti B e C' ¢ il punto M tale che
— 1

pertanto un’equazione vettoriale della mediana cercata é:

O?:O—z>4+t(%(0?+0?)f&1).
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20. EQUAZIONI VETTORIALI DI RETTE E PIANI

EB.20.18 Supponiamo innanzitutto che i punti siano complanari, cio¢ che esista un
piano 7 che li contiene tutti. Supponendo che vettori direttori del piano 7 siano v e
w, 'equazione vettoriale del piano m puo allora essere scritta come

O?:@P%—i—tv—i—uw.

Sia ora ¢ un qualsiasi intero da 1 a n: poiché il punto P; appartiene a 7 esistono
valori dei parametri t; e u; per cui si ha OP; = OF, + tiv + u;w o, equivalentemente
OPF; — OFy = t;v 4+ u;w cioe OF; — OP,y & combinazione lineare di v e w, vale a dire
appartiene als_o)ttospazio generato da v e w. Dunque i vettori O—P1> - O—Pé, O—Pg> — O—P(:7
..., OP, — OP, appartengono tutti al sottospazio generato da v e w e pertanto il
sottospazio che essi generano ha dimensio& min(ﬂ) o ug_u;ale :ai) BN

Viceversa supponiamo che i vettori OP; — OPy, OP; — OPy, ..., OP, — OF,
generino uno sottospazio di dimensione minore di 2. Dunque sono tutti combinazione
lineare di due vettori linearmente indipendenti v e w. Consideriamo allora il piano m
di equazione vettoriale

O? = O—Pg + tv + vw.

Questo ovviamente contiene il punto Py. Mostriamo che contiene anche ciascuno dei
P; per 1 <1i < n. Sappiamo che il vettoreQ_)Pi — O—Po> & combinazione lineare di v e w
cioe esistono numeri reali ¢; e u; tali che OP; — OPy = t;v + u;w. Pertanto si ottiene

5:31- = 0Py + t;v +u;w.

Dunque il punto P; appartiene a 7.

20.6 Sunto

Equazioni vettoriali di rette

Teorema Sia data una retta v, un punto Py di v e un punto Q1 # O sulla
retta v’ parallela a r e passante per O.
L’insieme dei punti P della retta r é dato da tutti e soli i punti P per i quali

esiste t € R tale che:
—  —
OP = OF, +t0Q,.

L’equazione precedente si chiama equazione vettoriale della retta e il vettore
0Q viene detto vettore direttore della retta r.

Definizione Data una retta r, sia 7’ la retta passante per O parallela a r.
Tutti i vettori @ con @ € 7' si dicono vettori paralleli alla retta . A

Teorema Dati due punti distinti Py e Py, la retta r passante per essi ha
equazione vettoriale:
OP = OF, + t(OP, — OR).

Inoltre i punti P che verificano ’equazione vettoriale,

e set >0, appartengono alla semiretta di r avente origine in Py e contenente
il punto Py;

e set < 0, appartengono alla semiretta di r avente origine in Py e non
contenente il punto Py;

o se 0 <t <1, appartengono al segmento aperto di estremi ¢ punti Py e P;.
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20.6. Sunto

Equazioni vettoriali di piani

Teorema Sia dato un piano w, un punto Py di m e due punti Q1 e Q2 appar-
tenents al piano ©' passante per O e parallelo a 7 e tali che O, Q1 e Q2 non
sono allineati.

L’insieme dei punti P del piano w ¢ dato da tutti e soli i punti P per i quali
esistono t1 € R ety € R tali che:

OD = 0P, + t0Q; + u0Qs.

L’eguazione precedente si chiama equazione vettoriale del piano e i vettori
0Q1 e OQ4 si dicono vettort direttori del piano.

Definizione I vettori O@ aventi il punto finale @) sul piano 7’ si dicono
paralleli al piano 7. A

Teorema Il piano w passante per tre punti Py, P e Py non allineati ha
equazione vettoriale:

OP = OP, + t(OP, — OF}) + u(OP, — OF})

Se inoltre nell’equazione precedente si pone:

e t > 0, otteniamo tutti e soli © punti appartenenti al semipiano di w delimitato
dalla retta passante per i punti Py e Py e contenente il punto Py;

o t < 0, otteniamo tutti e soli appartenenti al semipiano di w delimitato dalla
retta passante per i punti Py e Py e non contenente il punto Py;

o u > 0, otteniamo tutti e soli i punti appartenenti al semipiano di w delimitato
dalla retta passante per i punti Py e Py e contenente il punto Py,

e u < 0, otteniamo tutti e soli appartenenti al semipiano di w delimitato dalla
retta passante per i punti Py e Py e non contenente il punto Ps.

Allineamento e complanarita

Teorema [ punti POé Py, ..., P, sono allineati se e solo se i vettori OP, —OPF,,

—
OP, —OP,, ..., OP, — OP,y generano uno sottospazio vettoriale di dimensione
minore o uguale a 1.

Teorema I punti Py, Py, ..., P, sono complanari se e solo se i vettori OP; —

s
OFy, OP, — OPFy, ..., OP, — OF,y generano uno sottospazio vettoriale di
dimensione minore o uguale a 2.

Geometria - versione 1 313






CAPITOLO

Riferimenti affini

Iniziamo a studiare la geometria analitica del piano e dello spazio. Per ora ci
limitiamo ad analizzare solo alcune proprieta del piano, le cosiddette proprieta
affini. Introdurremo i sistemi di riferimento affine che permettono di associare
a ciascun punto del piano una coppia di numeri reali e a ciascun punto dello
spazio una terna di numeri reali.

21.1 Sistemi di riferimento affine nel piano

Abbiamo visto nel capitolo 17 che lo spazio vettoriale V2(O) dei vettori di un
piano applicati in un punto O ha dimensione uguale a 2. Una sua base ¢ data
dai vettori: N .

e ‘= OUl, €9 = OU2

dove i punti O, U; e Uy non sono allineati. Pertanto, per il teorema 17.3, ogni
vettore v := OP di V2(0) si scrive in un unico modo come combinazione lineare
di e e es.

P P

Uy

€1 Uy Pll

Abbiamo cioé
v = re; + yes.

Cid ci permette di associare a ogni punto P del piano la coppia (z,y) € R? delle

componenti del vettore OP. Viceversa, a ogni coppia (z,y) € R? associamo il
vettore v = xe; + yes.
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21. RIFERIMENTI AFFINI

Definizione 21.1 Un sistema di riferimento affine del piano ¢ dato da un
punto O del piano, detto origine del sistema di riferimento e da una base
e = O—U1> e ey = O—Ug> di V2(0O) (dunque O, U; e Uy non sono allineati). T
punti U; e Us vengono chiamati punti unita. La retta passante per O e U;
viene detta asse delle x. La retta passante per O e U, viene detta asse delle
y. L’asse delle x e I'asse delle y vengono chiamati assi coordinati.

Dato un punto P, associamo ad esso la coppia (z,y) € R? delle componenti
del vettore v = O? relative alla base formata dai vettori e; ed es. Viceversa, a
ogni coppia (z,y) € R? associamo il vettore OP = ze1 + yes. Indichiamo cio
con il simbolo P = (x,y). I numeri reali x e y vengono chiamati coordinate
del punto P relative al sistema di riferimento. Il numero x viene chiamato
ascissa del punto P. Il numero y viene chiamato ordinata del punto P. A

Esempio 21.2 Abbiamo O@ = Oe; + Oey. Pertanto l'origine del sistema di
riferimento ha coordinate (0,0). Abbiamo OU; = le; + Oey. Pertanto le
coordinate di Uy sono (1,0). In modo analogo si vede che si ha Uy = (0,1). Sia
71 la retta passante per U; e parallela all’asse delle y. Sia ro la retta passante
per Us e parallela all’asse delle z. Sia U il punto di intersezione delle rette r1 e
ro. Poiché (ﬁ =e; +eysihalU = (1,1).

Us =(0,1) U=(,1)
€2
(&1
0 = (0,0) Uy = (1,0)

Esempio 21.3 Proviamo ora a rappresentare alcuni punti rispetto a un certo
sistema di riferimento.
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21.2. Sistemi di riferimento affine nello spazio

Notiamo che se da un punto, ad esempio A, tracciamo la retta parallela all’asse
delle y, questa interseca 1’asse delle z in un punto H. Il valore assoluto
dell’ascissa di A & uguale al rapporto tra la distanza di H dall’origine e la
distanza di U; dall’origine. Se il punto H sta sulla semiretta di origine O e
contenente U; l’ascissa € positiva, se sta sulla semiretta non contenente Uy
(come avviene nel disegno dell’esempio), ascissa € negativa. In maniera analoga
se tracciamo la retta parallela all’asse delle x passante per A1, questa interseca
I’asse delle y in un punto K da cui possiamo ricavare 'ordinata y di A. A

Lo stesso punto ha in genere coordinate diverse rispetto a sistemi di riferimenti
diversi, come possiamo vedere dal prossimo esempio

Esempio 21.4 Il punto A riprodotto in figura ha coordinate (72, g) rispetto
al sistema di riferimento la cui origine ¢ il punto O e i cui punti unita sono U
e Us e ha coordinate (2, 1) rispetto al sistema di riferimento la cui origine & il
punto O’ e i cui punti unitd sono U{ e Uj.

Esercizio di base 21.5 Dimostrare che i punti dell’asse delle x sono tutti e
soli i punti aventi coordinate del tipo (z,0).

Esercizio di base 21.6 Dimostrare che i punti dell’asse delle y sono tutti e
soli i punti aventi coordinate del tipo (0,y).

21.2 Sistemi di riferimento affine nello spazio

In maniera del tutto analoga a quanto fatto per il piano possiamo introdurre
anche nello spazio dei sistemi di riferimento affine. Ricordiamo che nel capitolo 17
abbiamo mostrato che lo spazio vettoriale V3(O) dei vettori dello spazio applicati
in un punto O ha dimensione uguale a 3. Una sua base ¢ data da tre vettori:

—
Ulv

6120 62:O—U2>, 6320—[]‘;.
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21. RIFERIMENTI AFFINI

dove i punti O, Uy, Uy e Us non sono complanari. Pertanto, per il teorema 17.3,
ogni vettore v = OP di V3(0) si scrive in un unico modo come combinazione
lineare di e, es e e3. Abbiamo cioe

vV = xe; + yes + zes.

Cid ci permette di associare a ogni punto P la terna (z,y,z) € R?® delle

componenti del vettore OP. Viceversa, a ogni terna (x,y,2) € R3 associamo il
vettore v = xe; + yes + zez. Possiamo quindi dare la:

Definizione 21.7 Un sistema di riferimento affine dello spazio ¢ dato da
un punto O dello spazio, detto o_rigine del sistema di riferimento e da una base
—— s .

e == OUy, ey :== OU; e e3 := OUs di V3(O) (dunque O, Uy, Uy e Us non sono
complanari). I punti Uy, Uy e Us vengono chiamati punti unita. La retta
passante per O e U; viene detta asse delle z. La retta passante per O e U,
viene detta asse delle y. La retta passante per O e Uz viene detta asse delle
z. Gli assi delle x, delle y e delle z vengono chiamati assi coordinati. Il piano
passante per O, Uy e Us si chiama piano zy. Il piano passante per O, U; e Us
si chiama piano zz. Il piano passante per O, Us e Us si chiama piano yz. |
tre piani zy, xz e yz vengono chiamati piani coordinati.

Dato un punto P, associamo ad esso la terna (x, v, z) € R? delle componenti
del vettore v = O? relative alla base formata dai vettori e, es ed e3. Viceversa,
aogni terna (z,y, z) € R? associamo il vettore O? = ze;+yes+zes. Indichiamo
cio con il simbolo P = (z,y,z). I numeri reali z, y e z vengono chiamati
coordinate del punto P relative al sistema di riferimento. A

Ovviamente, come gia avviene per il piano lo stesso punto ha coordinate diverse
rispetto a sistemi di riferimento differenti.

21.3 Punto medio

D’ora in poi supporremo di aver fissato, una volta per tutte, un sistema di
riferimento affine. Nel piano avremo quindi fissato un’origine O e una base di
V2(0), nello spazio avremo fissato un’origine O e una base di V3(0O).
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21.3. Punto medio

Il teorema 11.21 ci da una formula vettoriale per il calcolo del punto medio
di due punti A e B nel piano o nello spazio. Rispetto a un sistema di riferimento
affine questa formula puo essere facilmente tradotta in termini di coordinate di
punti. Abbiamo quindi nel piano:

Teorema 21.8 Dati due punti A = (x1,y1) e B = (z2,y2) del piano, il loro
punto medio M ¢ dato da

M= <1’1+932 y1+y2>.

2 72

Esercizio di base 21.9 Dimostrare in dettaglio il teorema precedente.

Osservazione 21.10 Per dimostrare il teorema precedente abbiamo essenzial-
mente “tradotto” un’equazione vettoriale in equazioni in termini di coordinate.
Molti altri risultati che daremo saranno dimostrati utilizzando questo approccio,
senza pero dare esplicitamente ogni volta tutti i dettagli. A

Esempio 21.11 Il punto medio dei punti A := (1,2) e C = (3, 8) del piano &
il punto M = (2,5). A

Analogamente nello spazio abbiamo

Teorema 21.12 Dati due punti A :== (x1,y1,21) e B = (22, Y2, 22) dello spazio,
il loro punto medio M ¢é dato da

T1+2T2 Y1 +Y2 21+ 29
M = .
( 2 2 2 )

Ricordiamo che, dato un punto Py, chiamiamo punto simmetrico del punto
A rispetto al punto Py, il punto B tale che il punto Py sia il punto medio dei
punti A e B. Dunque utilizzando le formule che danno il punto medio e facile
determinare il simmetrico di un punto rispetto a un altro.

Esercizio di base 21.13

a. Determinare le coordinate del punto B simmetrico di A = (1,2) rispetto
all’origine O.

b. Determinare poi le coordinate del punto C' simmetrico di A = (1, 2) rispetto
al punto Py == (3, —5). A
Esercizio di base 21.14

a. Determinare le coordinate del punto B simmetrico di A := (1,3, —1) rispetto
all’origine O.

b. Determinare poi le coordinate del punto C' simmetrico di 4 = (1,3, —1)
rispetto al punto Py == (2,—-2,5). A
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21.4 Allineamento e complanarita

Dal teorema 20.16 segue immediatamente il:

Teorema 21.15 I punti Py = (xo,y0), P1 = (x1,y1), ---, Pn = (Tn,yn) del
piano sono allineati se e solo se i vettori

(1 — 20, y1 — ¥0), (T2 — T0, Y2 — Y0), - - -, (Tn — T0, Yn — Yo)
generano uno sottospazio vettoriale di dimensione minore o uguale a 1, cioé se
e solo se
k r1 —Tg X2—Xop ... Tp—X Sl
Yy —%Y% Y2—Y% --- Yn —Yo
Nel caso particolare in cui abbiamo a che fare con tre punti abbiamo il:

Corollario 21.16 I punti Py = (z0,y0), P1 = (z1,11), e Py := (z2,y2) del
piano sono allineati se e solo

1 —Tp T2 —Xo
Y1 —% Y2 — Yo

Esempio 21.17 Ci chiediamo se i tre punti

11 2 6 1
Py=1|=,= P=(=-,= P=(—-=,4
0 (273>7 1 (577)7 2 ( 53 )

sono allineati.

La matrice
2_ 1 _1_ 1 1 _ 7
(2t 7o) -(r o)
773 3 21 3
ha determinante nullo e quindi i tre punti sono allineati. A

Nel caso in cui si considerino punti nello spazio abbiamo, sempre dal teore-
ma 20.16,

Teorema 21.18 I punti dello spazio Py = (x0,Y0,20), P1 = (z1,v1,21), -- -,
P, == (zn, Yn, 2n) sono allineali se e solo se i vettori

(£U1 —20,Y1 — Yo, 21 —Zo), ($2—$07yz—y0»22—20)7 S (xn_anyn_yOvzn_ZO)

generano uno sottospazio vettoriale di dimensione minore o uguale a 1, cioé se
e solo se

X1 —Tg X2—Xogp ... Tpn— 29
tk{o1—% Y2—-% -~ yn—w | <L
Z1 — 20 zZ9 — 20 Zn — 20

Il teorema 20.17 ci da invece il:

Teorema 21.19 I punti dello spazio Py = (x9,Y0,20), P1 = (x1,¥1,21), -- -,
P, == (zn, Yn, zn) sono complanari se e solo se i vettori

(2131 — 20, Y1 — Yo, ~1 *Zo)» ($2*T/07y2*y0,22*20), sy (ffnfif/o,yn*ymznfzo)

generano uno sottospazio vettoriale di dimensione minore o uguale a 2, cioé se
e solo se

r1 —Tg X2 —Xop ... Tp—X0
tk{o1—v Y2-% -+ Yn—Y | <2
Z1 — 20 zZ9 — 20 Zn — 20
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Nel caso particolare in cui abbiamo a che fare con quattro punti abbiamo il:

Corollario 21.20 I punti Py == (z0, Y0, 20), P1 = (x1,y1,21), Po = (z2, Y2, 22)
e P3 = (x3,y3,23) dello spazio sono complanari se e solo

1 —Tp T2 —XTo T3 — T

Yy1—% Y2—Y Y3—yo|=0.
Z1 — R0 k2 TR0 k3 X0

21.5 Soluzioni degli esercizi di base

EB.21.5 Il punto P appartiene all’asse delle x se e solo se O? = z0U; = 20U +00U>
e quindi P = (z,0).

— s
EB.21.6 Il punto P appartiene all’asse delle y se e solo se O? = yOU; = 00U, +yOU,
e quindi P = (0,y).
EB.21.9 Dire che A = (z1,y1) € B = (z2,y2) & equivalente a dire che OA =
rie1r +yiez e @ = z2e;1 + y2e2. Dal teorema 11.21 abbiamo

— 1 — 1 t hs
OM = §(OA+(73>) = (e +yies +arer + yrez) = - 2 Hei+ & 2 Hes

Dunque

M= ($1+$2 y1+y2).

2 72
EB.21.13

a. Le coordinate (z,y) del punto B simmetrico di A = (1,2) rispetto a O devono
soddisfare il sistema:

1+
=0

2

24y

5 =0

Abbiamo quindi B = (-1, —2).

b. Le coordinate (z,y) del punto C' simmetrico di A = (1,2) rispetto a Py = (3, —5)

devono verificare il sistema:
1+x

2
2+y
— =

=3

-5
Abbiamo quindi C' = (5, —12).

EB.21.14

a. Le coordinate (z,y, z) del punto B simmetrico di A = (1,3, —1) rispetto a O devono
soddisfare il sistema:

1+
5 =0
3+y
3 =0
—1+y
=0
2

Abbiamo quindi B = (—1,-3,1).
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b. Le coordinate (x,y, z) del punto C' simmetrico di A = (1,3, —1) rispetto al punto
Py = (2,—-2,5) devono verificare il sistema:

1+
=2

2

3+vy
— =2

2

—1+y
5 =5

Abbiamo quindi C' = (3,-7,11).

21.6 Sunto

Sistemi di riferimento affine nel piano

Definizione Un sistema di riferimento affine del piano ¢ dato da un punto
O del piano, detto origine del sistema di riferimento e da una base e; = OU;
e ey = O—Ug> di V2(O) (dunque O, U; e Us non sono allineati). I punti U; e Us
vengono chiamati punti unita. La retta passante per O e U; viene detta asse
delle x. La retta passante per O e Us viene detta asse delle y. L’asse delle x
e ’asse delle y vengono chiamati assi coordinati.

Dato un punto P, associamo ad esso la coppia (z,y) € R? delle componenti
del vettore v = O? relative alla base formata dai vettori e; ed es. Viceversa, a
ogni coppia (z,y) € R? associamo il vettore ﬁ = ze; + yes. Indichiamo cio
con il simbolo P = (x,y). I numeri reali x e y vengono chiamati coordinate
del punto P relative al sistema di riferimento. Il numero z viene chiamato
ascissa del punto P. Il numero y viene chiamato ordinata del punto P. A

Py P =(z,y)

Us

€1 U1 Pl/

Sistemi di riferimento affine nello spazio

Definizione Un sistema di riferimento affine dello spazio ¢ dato da un
punto i(}iello spazio, detto OIE)IIQ del sistema di riferimento e da una base
e; = OUy, e3 := OUj e e3 == OU3 di V3(0) (dunque O, Uy, Us e Uz non sono
complanari). I punti Uy, Us e Us vengono chiamati punti unita. La retta
passante per O e U; viene detta asse delle x. La retta passante per O e Us
viene detta asse delle y. La retta passante per O e Uz viene detta asse delle
z. Gli assi delle z, delle y e delle z vengono chiamati assi coordinati. Il piano
passante per O, U; e Us si chiama piano zy. Il piano passante per O, U; e Us
si chiama piano zz. Il piano passante per O, Us e Us si chiama piano yz. I
tre piani zy, xz e yz vengono chiamati piani coordinati.
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21.6. Sunto

Dato un punto P, associamo ad esso la terna (x, v, z) € R? delle componenti
del vettore v = O? relative alla base formata dai vettori e, e5 ed e3. Viceversa,
aogni terna (z,y, ) € R? associamo il vettore O? = ze;+yes+zes. Indichiamo
cio con il simbolo P = (x,y,z). I numeri reali z, y e z vengono chiamati
coordinate del punto P relative al sistema di riferimento. A

Punto medio

Teorema Dati due punti A = (z1,y1) e B = (x2,y2) del piano, il loro punto

medio M ¢ dato da
M= 331+$27y1+y2 .
2 2

Teorema Dati due punti A == (x1,y1,21) e B = (22,ya2,22) dello spazio, il
loro punto medio M ¢é dato da

M= 131+-T2’yl +y2’2’1+22 '
2 2 2
Allineamento e complanarita

Teorema [ punti Py = (x0,%0), P = (1,v1), .., Pn = (T, yn) del piano
sono allineati se e solo se i vettors

(931 — Zo,Y1 — yO)v ($2 — X0,Y2 — yo), sy (T/n — 205 Yn — yo)

generano uno sottospazio vettoriale di dimensione minore o uguale a 1, cioé se

e solo se
rk(l‘l—l‘o T2 — X0 .Tn—xo)<1.
Yi—Y% Y2—Y --- Yn —Yo

Corollario I punti Py = (zo,y0), P1 = (z1,11), € P2 == (x2,y2) del piano
sono allineati se e solo

T1—Top T2 —To
Y1 —Y% Y2 — Yo

Teorema Ipuntz PO = (I‘o,yo,Z()), Pl = (xlaylazl)f R Pn = (xnaynvzn)
dello spazio sono allineati se e solo se i vettori

(961 —20,Y1 — Yo, 21 —20)7 ($2—$o7y2—y0722—20)7 B (l’n—ﬂCo,yn—yo,Zn—Zo)

generano uno sottospazio vettoriale di dimensione minore o uguale a 1, cioé se
e solo se

1 —yg X2 —Tg ... Ty — 2o
tk{y1—y Y2—% .- yn—wo | <L
Z1 — 20 Z92 — 20 Zn — 20

Teorema [ punti Py = (zo,Y0,20), P1 = (1,y1,21), -5 Pn = (Tn, Yn, 2n)
dello spazio sono complanari se e solo se i vettori

($1 —20,Y1 — Yo, 21 —Zo)y ($2—$0ay2—y0722—20), B (ﬂfn—xo,yn—ymzn—zo)
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generano uno sottospazio vettoriale di dimensione minore o uguale a 2, cioé se
e solo se

X1 —Tg X2 —2Xogp ... Tpn— 2T
tk {1 =% Y2—% - Yn—v | <2
Z1 — 20 zZ9 — 20 Zn — 20

Corollario I punti Py = (x9,y0,20), P1 = (x1,y1,21), P2 = (z2,y2,22) €
Ps == (x3,ys, z3) dello spazio sono complanari se e solo

1 — 2o L2 —Tp T3 — Lo

Y1—Y Y2—Y% Ys—yo|=0.
Z1 TR0 k2 TR0 R3 R0
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CAPITOLO

Equazioni parametriche

In questo capitolo vediamo come rette nel piano e nello spazio e piani nello
spazio possano essere rappresentati per mezzo di equazioni parametriche. In
questo capitolo sia fissato, una volta per tutte, un sistema di riferimento affine.
Nel piano avremo quindi fissato un’origine O e una base di V2(0), nello spazio
avremo fissato un’origine O e una base di V3(O).

Sia fissato nel piano un sistema di riferimento affine dato da un’origine O e
dai vettori e; ed ez di una base di V2(0).

22.1 [Equazioni parametriche di rette nel piano

Una retta r nel piano puo essere individuata per mezzo di un suo punto
Py == (x0,y0) e da un punto @y := (I,m) distinto dall’origine O (cio implica che
[ e m non possono essere entrambi nulli) e appartenente alla retta ' parallela a r
e passante per O. Dal teorema 20.1 sappiamo che un punto generico P := (z,y)
del piano appartiene a r se e solo se esiste un numero reale ¢ tale che

OP — OB, + t0Q,.

Se utilizziamo le coordinate dei punti coinvolti possiamo riscrivere questa
equazione cosi

rer +yes = roe1 + yoes + t(ley + mes)
ovVVero

xey +yes = (xg + lt)er + (yo + mt)es.
Poiché i vettori e; ed es formano una base cido puo avvenire se e solo x = xg + [t
e y = yo + mt. Dunque riassumendo abbiamo il:

Teorema 22.1 Siar una retta nel piano e sia v’ la retta parallela a v e passante
per O. Scegliamo un punto Py == (x9,y0) sur e un punto Q1 = (I,m), distinto
dal punto O, sulla retta v'. L’insieme dei punti della retta r ¢ dato da tutti e
soli i punti P = (x,y) per i quali esiste t € R tale che:

r=ux9+ It
Y=y +mi
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22. EQUAZIONI PARAMETRICHE

Le equazioni precedenti si chiamano equazioni parametriche della retta. I
numeri reali (I,m) si chiamano parametri direttori della retta. Inolire il
vettore v == (I,m) é parallelo alla retta r.

P— It, ¢
Py = (w0, 90) (20 + 18,90 +mt)

Esempio 22.2 Consideriamo la retta r passante per il punto Py = (1,2) e
parallela alla retta r’ passante per O e per Q1 := (4, —7). Vogliamo determinare
I’equazione vettoriale e le equazioni parametriche della retta r.

Notiamo che i vettori aventi i punti finali sulla retta r’ sono tutti e soli i
vettori che sono multipli del vettore vy := OQ:. Pertanto, posto vy = OF,,
un’equazione vettoriale della retta r e

r:v = v+ tv;.

Dunque la retta r ha equazioni parametriche

r=1+4t
r: .
y=2-"7t

Assegnando valori numerici al parametro ¢ e sostituendoli nelle equazioni para-
metriche di r otteniamo le coordinate di punti sulla retta. Ad esempio per t = 0
otteniamo il punto di coordinate (1,2) (cio¢ il punto Py), per t = 1 otteniamo il
punto (5, —5), per t = —2 otteniamo il punto (—32,2) e cosi via. A
Osservazione 22.3 1 parametri direttori di una retta non possono essere
entrambi nulli. Inoltre i parametri direttori di una retta fissata non sono
univocamente determinati. Essi infatti sono le componenti di un qualsiasi
vettore parallelo alla retta e sono quindi tutte proporzionali tra loro, cioe
differiscono una dall’altra per un fattore di proporzionalita. A

Esempio 22.4 Riprendiamo la retta r dell’esempio 22.2. Nelle equazioni
parametriche che ne abbiamo date abbiamo scelto come parametri direttori
(4, —7). Avremmo potuto scegliere come parametri direttori una qualsiasi coppia
di numeri proporzionali a questa, ad esempio (—4,7) o (8, —14) o ancora (1, —%).
Le equazioni

v=1-4t [z=1+ 8 [*=1F 1
y=2+7t |y=2— 14t y:zf%
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22.1. Equazioni parametriche di rette nel piano

sono tutte equazioni parametriche della stessa retta r.

Possiamo ottenere altre equazioni parametriche della retta r anche in altro
modo: finora abbiamo variato solo la scelta dei parametri direttori: possiamo
anche variare la scelta del punto Py sulla retta r. Nell’esempio 22.2 abbiamo

visto che i punti (5, —5) e (—%, 23—0) appartengono a r. Ecco quindi altre equazioni
parametriche della retta r:
5
{:1: 5+ 8t |r=—z 4
= _5_ 20 '
y=-5-1t |, _ e

Abbiamo quindi infinite possibili scelte per le equazioni parametriche di una
retta 7. Confrontiamo adesso tra loro due di queste scelte, ad esempio queste

xr=1+44t r= 5+ 8t

y=2-17Tt y=—5— 14t
Queste sono due parametrizzazioni diverse della stessa retta: ovviamente sosti-
tuendo lo stesso valore al valore di ¢ otteniamo, in generale, punti diversi. Ad
esempio per ¢ = 2 otteniamo nel primo caso il punto (9, —12) e nel secondo il
punto (21, —33). Tuttavia al variare di ¢ dobbiamo ottenere complessivamente
sia nel primo che nel secondo caso tutti i punti di r. Ad esempio il punto (9, —12)
che abbiamo trovato nella prima parametrizzazione per t = 2, lo troviamo anche

nella seconda parametrizzazione in corrispondenza del valore ¢ = —%. A

Esercizio di base 22.5 Determinare ’equazione vettoriale e le equazioni pa-
rametriche dell’asse delle x.

Esercizio di base 22.6 Determinare ’equazione vettoriale e le equazioni pa-
rametriche dell’asse delle y.

Esercizio di base 22.7 Determinare ’equazione vettoriale e le equazioni pa-
rametriche della retta r che passa per l'origine O ed & parallela al vettore

OU, + OUs.

Dall’equazione vettoriale della retta passante per due punti distinti (teore-
ma 20.5) otteniamo immediatamente il:

Teorema 22.8 Dati due punti distinti Py = (xo,y0) e P1 = (x1,41), la retta
r passante per essi ha equazioni parametriche:

x=ux9 + (1 — x0)t
y=1yo+ (y1— o)t

I parametri direttori della retta passante per due punti sono dati dalle differenze
delle coordinate di due suoi punti distinti.
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Esempio 22.9 La retta r passante per i punti A := (1,2) e B := (5,7) ha
equazioni parametriche:

r=1+(5-1)t
y=24+(7-2)t

r=1+4t
T

Esempio 22.10 La retta r passante per i punti A := (1,2) e B := (5,2) ha
equazioni parametriche:

cioe

r=1+(5-1)t
y=24+(2-2)t

cioe

x=1+4t
7
y=2 A

Esempio 22.11 La retta r passante per i punti A := (1,2) e B := (1,7) ha
equazioni parametriche:
r=1
r:

22.2 Posizione reciproca di rette nel piano

Nel paragrafo precedente abbiamo visto come la stessa retta possa essere
rappresentata per mezzo di equazioni parametriche diverse. Non ¢ pero chiaro
come si puo stabilire se due sistemi di equazioni parametriche rappresentano la
stessa retta, o, pill in generale se rappresentano rette parallele e distinte o rette
incidenti.

Iniziamo con l’osservare che i parametri direttori di una retta danno la
direzione della retta ad essa parallela e passante per 'origine. Si ottiene quindi
immediatamente il:

Teorema 22.12 Due rette sono parallele se e solo se esse hanno parametri
direttori proporzionali. In altre parole, le rette r e s di equazioni parametriche:

r=x9+ it r=ux(+ ot
r: s:
y = yo +mit Yy = yo + mat

sono parallele se e solo se

rk ( b b ) =1.
mip Mo

Esercizio di base 22.13 Dimostrare il precedente teorema.
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Esempio 22.14 Consideriamo le due rette

r=3+2t r= T7T-—4t

r: S: .

y=1-3t y=—5+6t
Poiché r ha parametri direttori (2, —3) e s ha parametri direttori (—4,6), per
il teorema 22.12 sono parallele. Ci chiediamo se sono parallele e distinte o
parallele e coincidenti. Possiamo prendere un punto qualunque sulla retta r, ad
esempio A = (3, 1), e verificare se appartiene alla retta s: nel caso la risposta

sia affermativa le due rette coincidono, altrimenti sono distinte. Per verificare
se A appartiene a s consideriamo il sistema

3= T7-4t
1=-5+6t

4t =4
—6t=—6"

Questo sistema & risolubile (con soluzione ¢t = 1) e, dunque, A appartiene a s.
Pertanto la retta r e la retta s coincidono. A

ovvero

Esempio 22.15 Consideriamo le due rette
r=34+2t r=7-—4t
r: S: .
y=1-3t y=>5+6t

Come nell’esempio precedente le due rette sono parallele. Vediamo se il punto
A = (3,1) di r appartiene anche a s. Consideriamo il sistema

3=7—-4
1=5+6t

4t =4
—6t=—4"

Questo sistema non e risolubile e, dunque, A non appartiene a s. Pertanto la
retta r e la retta s sono rette parallele non coincidenti. A

ovvero

Esempio 22.16 Consideriamo le due rette

r=12+ ¢ T =2 — 4t
r: s: .
y= 4-3t y=1+ t
Poiché r ha parametri direttori (1, —3) e s ha parametri direttori (—4,1) per
il teorema 22.12 non sono parallele. Pertanto sono incidenti. Vogliamo deter-

minare la loro intersezione. Cerchiamo cio¢ un punto P := (Z,7) che stia sulla
retta r cioe tale che
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per qualche valore di ¢, e che stia sulla retta s cioe tale che

Potremmo allora considerare il sistema

124 t=2—-4¢
4-3t=1+4+ ¢

ovvero
5t = —10
—4t=-3

Questo € un sistema non risolubile, quindi apparentemente, non siamo in grado
di trovare un punto di intersezione. In realta nello scrivere il sistema la cui
soluzione ci dovrebbe dare il punto di intersezione abbiamo commesso un grave
errore. Uguagliando in questo modo le equazioni parametriche di r e di s
abbiamo implicitamente supposto che il punto di intersezione tra r e s si ottiene
assegnando lo stesso valore al parametro nelle equazioni di r e nelle equazioni
di s: non c¢’¢ motivo perché cio avvenga (anche se in qualche caso particolare
puo capitare).
Riscriviamo allora le equazioni di s usando un parametro differente

r=2—4u
St .
y=14+ u

124+ t=2—4u
4—-3t=1+4+ u

Consideriamo ora il sistema

vale a dire
t+ 4u = —-10
~3t— u= -3’
Risolvendo questo sistema troviamo t = 2 e u = —3. Se sostituiamo ora il valore

t = 2 nelle equazioni di r troviamo il punto P = (14, —2). Avremmo trovato
ovviamente lo stesso punto sostituendo il valore —3 nelle equazioni parametriche
di s. A

Esempio 22.17 Vogliamo dimostrare il teorema che afferma che le tre mediane
di un triangolo si intersecano in un punto. Questo punto viene detto baricentro
del triangolo.

Indichiamo con A, B e C' i vertici del triangolo. Consideriamo lo spazio
vettoriale V2(A) dei vettori applicati in A. Un sistema di riferimento con origine
in A ¢ dato dai vettori e; := AB e ey := @ Rispetto a questo sistema di
riferimento i tre vertici hanno quindi coordinate:

A=(0,0, B=(1,0), C=(0,1).
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A=(0,0)

I punti medi dei lati hanno coordinate:

(L1 r— (o} = (L
v=(z3) 7=(02) o= (z0)

e quindi le tre mediane hanno equazioni:

1t
= -
. 2
TAA - 1
= —t
Y73

Tr = t

BB’ - _1 lt

Y7579

1 lt

= — -

rcc - 2 2

y= t

Si verifica facilmente che le mediane 744/ € 7gps si intersecano nel punto

11
H=|-,=
(#3)

e che tale punto appartiene alla mediana roo-.
Abbiamo dimostrato il teorema. A

Esercizio di base 22.18 Determinare le equazioni parametriche della retta
r passante per i punti A := (1,1) e B := (2,2) e della retta s passante per
C:=(1,—-1) e D := (—3,2). Determinare poi, se esistono, i punti di intersezione
delle due rette.

22.3 Equazioni parametriche di rette nello spazio

Vogliamo ora introdurre il concetto di equazioni parametriche di una retta nello
spazio. La trattazione non & essenzialmente diversa da quell fatta nel piano:
semplicemente abbiamo una coordinata in piu di cui tenere conto. Per questo
motivo ometteremo la dimostrazione dei risultati.

Teorema 22.19 Sia r una retta nello spazio e sia r' la retta parallela a r
e passante per O. Scegliamo un punto Py = (x0,y0,20) su r e un punto
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Q1 = (I, m,n), distinto dal punto O, sulla retta v’. L’insieme dei punti della
retta r & dato da tutti e soli i punti P := (z,y,z) per i quali esiste t € R tale

che:
r=x9+ It

y=1yo+mt
z2=2zy+ nt

Le equazioni precedenti si chiamano equaziont parametriche della retta. I
numeri reali (I,m,n) si chiamano parametri direttori della retta. Inoltre il
vettore v == (I, m,n) ¢ parallelo alla retta r.

Esempio 22.20

1. L’asse delle z ha equazione vettoriale

—
v = tOUl
ed equazioni parametriche
=1
y=0.
z=0

2. L’asse delle y ha equazione vettoriale

—
v = tOUQ
ed equazioni parametriche
z=0
=t.
z=0

3. L’asse delle z ha equazione vettoriale

s
V= tOUg
ed equazioni parametriche
z=0
z2=1 A

Osservazione 22.21 I parametri direttori di una retta non possono essere tutti
nulli. Inoltre i parametri direttori di una retta fissata non sono univocamente
determinati. Essi infatti sono le componenti di un qualsiasi vettore parallelo alla
retta e sono quindi tutte proporzionali tra loro, cioe differiscono una dall’altra
per un fattore di proporzionalita. A

Teorema 22.22 Dati due punti distinti Py := (o, Y0, 20) € P1 = (z1,v1,21),
la retta r passante per essi ha equazioni parametriche:

x=uz0+ (1 —x0)t

y=1yo+ (y1 —yo)t

z=z0+ (21— 20)t
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22.4. Equazioni parametriche di piani

I parametri direttori della retta passante per due punti sono dati dalle differenze
delle coordinate di due suoi punti distinti.

Teorema 22.23 Due rette sono parallele se e solo se esse hanno parametri
direttori proporzionali. In altre parole, le rette r e s di equazioni parametriche:

r=x0+ it r=xy+ ot
riQy=yo+mit s 9 y=y+mat
z =29+ nit z= 2y + mat

sono parallele se e solo se

R
rtk|mi mo | =1.
ni N2

Esercizio di base 22.24 Sia r la retta passante per il punto Py = (1,2,3) e
per il punto P; := (—1,1,2). Determinare le equazioni parametriche della retta
s passante per A := (2,4,5) e parallela alla retta r. Verificare poi se la retta s
coincide con la retta r.

22.4 Equazioni parametriche di piani

Anche i piani nello spazio possono essere rappresentati per mezzo di equazio-
ni parametriche. Una volta ancora, traducendo in termini di coordinate il
teorema 20.10, otteniamo il:

Teorema 22.25 Sia m un piano nello spazio e sia 7' il piano parallelo a 7
e passante per O. Scegliamo un punto Py = (xo,Y0,20) su 7 e due punti
Q1 = (l1,m1,n1) e Q2 = (I3, ma,no) sul piano 7’ e tali che O, Q1 e Q2 non
siano allineati. L’insieme dei punti del piano w é dato da tutti e soli i punti
P = (z,y,2) per i quali esistono t € R e u € R tali che:

’JJ:IL’()+ llt+ lgu
Yo + mit + mau .

z=zop+ nit + naou
Le equazioni precedenti si chiamano equazioni parametriche del piano.
Esempio 22.26 1l piano xy ha equazioni parametriche:

r=t

z=0
Il piano xz ha equazioni parametriche:

rx=t

Z=1U
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Il piano yz ha equazioni parametriche:

z=0
=1
zZ=1U A

Esempio 22.27 1l piano passante per A := (1,2, 3) parallelo al piano xy ha
equazioni parametriche:

r=1+1
y=2+u.
z=3 A

Esercizio di base 22.28 Dato il piano 7 di equazioni parametriche

r= b+t
y=-2+t+u.
z= 1—t—wu A

determinare il piano o parallelo a 7 e passante per A := (1,4, 5).

Dal teorema 20.14 deriva il:

Teorema 22.29 Dati tre punti non allineati Py :== (x0, Yo, 20), P1 = (x1,y1,21)
e Py = (x2,ys2,22) dello spazio, il piano 7 passante per essi ha equazioni
parametriche:

x=x0+ (£1 — zo)t + (z2 — x0)u

y=1yo+ (Y1 —yo)t + (2 — yo)u.
z=2z0+ (21— 20)t + (22 — 20)u
22.5 Semirette, semipiani e segmenti
Dal teorema 20.7 segue immediatamente il:

Teorema 22.30 Siano Py == (x0,y0) e P1 = (x1,y1) due punti distinti del
piano e sia v la retta passante per essi. I punti P = (z,y) tali che

x=x0+ (1 — z)t
y=yo+ (y1 — o)t

e set >0 appartengono alla semiretta di r avente origine in Py e contenente
il punto Py,

o set < 0 appartengono alla semiretta dir avente origine in Py e non contenente
il punto Py;

e se 0 <t <1 appartengono al segmento aperto di estremi i punti Py e P;.

Analogamente nello spazio abbiamo
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Teorema 22.31 Siano Py = (x0,y0,20) € P1 = (z1,y1,21) due punti distinti
dello spazio e sia r la retta passante per essi. I punti P = (x,y,z) tali che

x=uz0+ (1 — x0)t

y=1yo+ (y1 —wo)t

z=z9+ (21— 20)t
e set > 0 appartengono alla semiretta di r avente origine in Py e contenente
il punto Py,
e set < 0 appartengono alla semiretta di r avente origine in Py e non contenente
il punto Pp;
e se 0 <t <1 appartengono al segmento aperto di estremi i punti Py e P;.
Esempio 22.32 Consideriamo i punti Py = (1,2), P, .= (3,5) e A := (5,8).

Verifichiamo se il punto A appartiene al segmento di estremi Py e P;. La retta
r passante per Py e P; ha equazioni parametriche

r=1+2t
r:
y=2+3t

5=1+2t
8=2+3t
¢ risolubile e la sua unica soluzione e t = 2. Pertanto il punto A, pur apparte-

nendo alla semiretta di r avente origine in P, e passante per P;, non appartiene
al segmento di estremi Py e P;. A

Il sistema:

Infine nello spazio abbiamo il:

Teorema 22.33 Siano Py := (20,90, 20), P1 = (z1,y1,21) € Po = (z2,y2, 22)
tre punti non allineati dello spazio e sia w il piano passante per essi. I punti
P = (z,y,2) tali che
x=x0 + (1 — 20)t + (2 — zo)u
=y + (y1 —vo)t + (y2 — vo)u .
z2=20+ (21— 20)t + (22 — 20)u
e pert > 0 appartengono al semipiano di w delimitato dalla retta passante per

i punti Py e Py e contenente il punto P;;

e pert < 0 appartengono al semipiano di w delimitato dalla retta passante per
i punti Py e Py e non contenente il punto Py;

e per u > 0 appartengono al semipiano di w delimitato dalla retta passante per
i punti Py e Py e contenente il punto Ps;

e per u < 0 appartengono al semipiano di w delimitato dalla retta passante per
i punti Py e Py e non contenente il punto Ps.

Nota 22.34 Nei teoremi precedenti abbiamo usato il termine semiretta, se-
mipiano e segmento per indicare insiemi aperti, cioe senza il bordo. Per
ottenere i corrispondenti insiemi chiusi dobbiamo, ad esempio, sostituire al-
la disuguaglianza t > 0 la disuguaglianza ¢ > 0 e similmente per le altre
disuguaglianze. A
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22.6 Soluzioni degli esercizi di base

EB.22.5 Ricordiamo che per determinare un’equazione vettoriale (e quindi poi equa-
zioni parametriche) di una retta (in questo caso lasse delle z) dobbiamo scegliere un
punto sulla retta che funga da punto “iniziale” (possiamo scegliere in questo caso il
punto O). Dobbiamo poi scegliere un punto diverso dall’origine che stia sulla retta
passante per 'origine e parallela alla retta data: il vettore congiungente 1’origine con
questo punto da il vettore direttore della retta. Dal momento che ’asse della x passa
per lorigine la retta parallela ad esso e passante per l'origine & l'asse delle z stesso.
Come punto su questa retta distinto dall’origine, possiamo scegliere il punto U;.

I vettori O? aventi i loro vertici P sull’asse delle x sono allora tutti e soli i vettori

del tipo:
OP = 00 + tOU;,

OP = tOT,.

Abbiamo determinato un’equazione vettoriale dell’asse delle x. Pertanto I’asse delle x
ha equazioni parametriche:

r=1

y=0

Avremmo potuto scegliere come punto iniziale un qualsiasi punto Py sull’asse delle x
e un qualsiasi punto @1 # O sull’asse delle = per ottenere il vettore direttore. In tal
caso avremmo ottenuto ’equazione vettoriale:

OD = OB, +t0Q,.

ey ey ey e
D’altronde si ha OPy = aOUj, per qualche numero reale a, e OQ1 = bOU; per qualche
numero reale non nullo b. Fissati quindi comunque a € R e b € R — {0}, le equazioni

T =a-+ bt
y=0

sono equazioni parametriche dell’asse delle .

vale a dire

EB.22.6 Nel caso dell’asse delle y ci si comporta in modo analogo. Un’equazione
vettoriale dell’asse delle y e
0P = tOU;

da cui derivano le equazioni parametriche
=0
y=1

ODP = OP, + t0Q,

con Py punto dell’asse delle y e Q1 punto dell’asse delle y distinto da O. Pertanto,
fissati comunque a € R e b € R — {0}, le equazioni

z=0
y=a+ bt

sono equazioni parametriche dell’asse delle y.

Altre equazioni vettoriali sono:
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EB.22.7 Un’equazione vettoriale della retta r e:
(ﬁ = t(OUl + OUQ)

da cui derivano le equazioni parametriche:

=t
y=t

Altre equazioni parametriche di r sono, per esempio:
r=1+1
y=14+1

=2+t

y=2+4+1t '
EB.22.13 La retta r ¢ parallela al vettore u avente componenti (I1,m1) relative alla
base formata dai vettori e; ed es. Analogamente la retta s & parallela al vettore v
avente componenti (l2,m2). Pertanto le rette r e s sono parallele se e solo se i due

vettori (che sono entrambi non nulli) u e v sono linearmente dipendenti. Cio succede
se e solo se il rango della matrice

M = (ll b2 )
mi1 mao

avente come colonne le componenti dei due vettori relativamente alla base formata
dai vettori e; ed ex ¢ uguale a 1.

oppure

EB.22.18 Le due rette hanno equazioni parametriche:

r=1+1 r= 1-—4t
r: St .
y=1+1 y=-1+3t
Dal momento che i parametri direttori delle due rette non sono proporzionali, le due
rette non sono parallele. Si intersecano quindi in un punto. Cerchiamolo.

Un punto P := (a,b) appartiene ad ambedue le rette se esistono due numeri reali
t e u (non necessariamente uguali) tali che:

a=1+1t a= 1-—4u
b=1+1 b=—-1+3u
Cerchiamo pertanto le soluzioni del seguente sistema nelle incognite ¢ e wu:

1+t= 1-—4u
1+t=-1+ 3u

O( teniamo
— = u -
t = = .

Sostituendo il valore ottenuto per t nelle equazioni parametriche della retta r otteniamo

il punto di intersezione
1 1
P=|—2,—2).
(-+-3)

Notiamo che, sostituendo il valore ottenuto di u nelle equazioni parametriche della
retta s, otteniamo ovviamente lo stesso risultato.
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EB.22.24 Facendo la differenza delle coordinate dei punti P e Py otteniamo i
parametri direttori: (=1 —1,1—2,2 —3) = (—2,—1,—1). Possiamo scegliere per la
retta s gli stessi parametri direttori. Imponendo il passaggio per il punto A otteniamo
le equazioni parametriche della retta s:

r=2-—2t
y=4—-1
z=5—t

La retta r e la retta s coincidono se e solo se il punto Py (o un qualunque altro punto
di r) appartiene a s. Cid avviene se e solo se esiste un numero reale ¢ tale che

1=2-2¢t
2=4—- 1
3=5—-1

Si vede subito che questo sistema non é risolubile e dunque le rette r e s non coincidono.

EB.22.28 E sufficiente cambiare i termini noti nelle equazioni parametriche di 7:

r=1+1
y=44+t+u.
z=b—t—u

22.7 Sunto

Equazioni parametriche di rette nel piano

Teorema Sia r una retta nel piano e sia v’ la retta parallela a r e passante
per O. Scegliamo un punto Py = (z9,y0) sur e un punto Q1 = (I,m), distinto
dal punto O, sulla retta r'. L’insieme dei punti della retta v é dato da tutti e
soli i punti P = (x,y) per i quali esiste t € R tale che:

r=ux9+ It
y=1yo+mt
Le equazioni precedenti si chiamano equazioni parametriche della retta. I

numeri reali (I,m) si chiamano parametri direttori della retta. Inolire il
vettore v == (I, m) & parallelo alla retta .

Osservazione I parametri direttori di una retta non possono essere entrambi
nulli. Inoltre i parametri direttori di una retta fissata non sono univocamente
determinati. Essi infatti sono le componenti di un qualsiasi vettore parallelo alla
retta e sono quindi tutte proporzionali tra loro, cioe differiscono una dall’altra
per un fattore di proporzionalita. A

Teorema Dati due punti distinti Py = (vo,y0) e P, = (z1,y1), la retta r
passante per essi ha equazioni parametriche:

x=x0+ (1 — z)t
y=1yo+ (y1 —Yo)t

I parametri direttori della retta passante per due punti sono dati dalle differenze
delle coordinate di due suoi punti distinti. Inoltre
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e pert > 0 si ottengono punti della semiretta di r avente origine in Py e
contenente il punto Py;

e pert < 0 si ottengono punti della semiretta di r avente origine in Py e non
contenente il punto Py,

e per 0 <t <1 siottengono punti del segmento aperto di estremi i punti Py e
P.

Teorema Due rette sono parallele se e solo se esse hanno parametri direttori
proporzionali. In altre parole, le rette r e s di equazioni parametriche:

r=u1x9+ it r=ux(+ ot
T s:
Yy = yo + mat Yy = yo +mat

rk(l1 12>:1.
mi1 Mo

Equazioni parametriche di rette nello spazio

sono parallele se e solo se

Teorema Sia r una retta nello spazio e sia v’ la retta parallela a r e passante
per O. Scegliamo un punto Py = (x9,Yo,20) sur e un punto Q1 = (I,m,n),
distinto dal punto O, sulla retta v'. L’insieme dei punti della retta v ¢ dato da
tutti e soli i punti P == (x,y,2) per i quali esiste t € R tale che:

T=x9+ It
=yo +mt
z=2z9+ nt
Le equazioni precedenti si chiamano equazioni parametriche della retta. I

numeri reali (I,m,n) si chiamano parametri direttori della retta. Inoltre il
vettore v == (I, m,n) ¢é parallelo alla retta r.

Osservazione I parametri direttori di una retta non possono essere tutti
nulli. Inoltre i parametri direttori di una retta fissata non sono univocamente
determinati. Essi infatti sono le componenti di un qualsiasi vettore parallelo alla
retta e sono quindi tutte proporzionali tra loro, cioe differiscono una dall’altra
per un fattore di proporzionalita. A

Teorema Dati due punti distinti Py = (x0,Y0,20) € P1 == (1,91, 21), la retta
r passante per essi ha equazioni parametriche:

x=uz0 + (1 — x0)t

Yy =10+ (y1 —yo)t

z=2z0+ (21— 20)t

I parametri direttori della retta passante per due punti sono dati dalle differenze
delle coordinate di due suoi punti distinti. Inoltre

e pert > 0 si ottengono punti della semiretta di r avente origine in Py e
contenente il punto Py;
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e pert < 0 si ottengono punti della semiretta di r avente origine in Py e non
contenente il punto P;;

e per 0 <t <1 siottengono punti del segmento aperto di estremi i punti Py e
Py

Teorema Due rette sono parallele se e solo se esse hanno parametri direttori
proporzionali. In altre parole, le rette r e s di equazioni parametriche:

r=x9+ it x=x5+ ot
T Yy=1yo +myt s: y:y6+m2t

z= 2o+ nit z =z, + naot

sono parallele se e solo se

Lol
rk mi; Mo =1.
ny N2

Equazioni parametriche di piani

Teorema Sia 7 un piano nello spazio e sia ' il piano parallelo a w e passante
per O. Scegliamo un punto Py := (20, Yo, 20) su m e due punti Qq = (l1, m1,n1)
e Qa2 = (la,ma,ny) sul piano @' e tali che O, Q1 e Q2 non siano allineati.
L’insieme dei punti del piano m é dato da tutti e soli i punti P = (x,y, z) per i
quali esistonot € R e u € R tali che:

xr=x9 + l1t+ l2U
Yy = Yo + mit + mou .

z=2z9+ nit + nou

Le equazioni precedenti si chiamano equazioni parametriche del piano.

Teorema Dati tre punti non allineati Py = (xo,y0,20), P1 = (z1,%1,21)
e Py = (x2,y2,22) dello spazio, il piano m passante per essi ha equazioni
parametriche:

x=x0 + (1 — o)t + (x2 — z)u

y=1yo+ (y1 —yo)t + (y2 —yo)u .

2= 20+ (21 —20)t + (22 — 20)u
Inoltre

e pert > 0 si ottengono punti del semipiano di w delimitato dalla retta passante
per i punti Py e Py e contenente il punto Py;

e pert < 0 si ottengono punti del semipiano di w delimitato dalla retta passante
per i punti Py e Py e non contenente il punto Py;

e peru > 0 si ottengono punti del semipiano di m delimitato dalla retta passante
per i punti Py e Py e contenente il punto Py;

e peru < 0 si ottengono punti del semipiano di m delimitato dalla retta passante
per i punti Py e Py e non contenente il punto Ps.
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22.8 Esercizi

Sia fissato nel piano o nello spazio un sistema di riferimento affine.

E.22.1 Determinare le equazioni parametriche della retta del piano passante
per i punti A= (1,1) e B :=(2,3).

E.22.2 Sia dato nel piano il punto A = (1,2).

a. Determinare le equazioni parametriche della retta passante per A e parallela
alla retta r avente equazioni parametriche

r=3+1
y=2-1
b. Determinare le equazioni parametriche della retta passante per A e parallela

all’asse delle x.

c. Determinare le equazioni parametriche della retta passante per A e parallela
all’asse delle y.

E.22.3 Verificare se le rette del piano
r=1+2t r=2—1
r: st
y=2-—-3t y=3+t
sono parallele e determinare gli eventuali punti di intersezione.
E.22.4 Verificare se le rette del piano
r=1+2t r=2—4t
r: s:
y=2-—23t y=3+ 6t
sono parallele e determinare gli eventuali punti di intersezione.
E.22.5 Verificare se le rette del piano
r=1+2t r= 2—4t
r: st 1
y=2-3t y=g5+6t
sono parallele e determinare gli eventuali punti di intersezione.

E.22.6 Siano dati nello spazio il punto A = (3,1, 4) e la retta r avente equazioni
parametriche

r= 2+ t
y= 14+4t.
z=-1->5t

Determinare le equazioni parametriche della retta passante per A e parallela
alla retta r.

E.22.7 Sia « il piano passante per i punti A = (9,5,7), B = (1,2,3) e
C := (2,5,10). Determinare le equazioni parametriche del piano § passante per
il punto D = (2,4,6) e parallelo al piano «. Verificare se i piani « e 8 sono
coincidenti.
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22.9 Soluzioni degli esercizi

E.22.1 La retta ha equazioni parametriche:
r=1+ t
y=142¢t
E.22.2 La generica retta passante per A := (1,2) ha equazioni parametriche:
r=1+ 1t
y=2+mt
dove (I,m) sono i parametri direttori. Possiamo prendere come parametri direttori

della retta cercata i parametri direttori della retta cui essa deve essere parallela.
Distinguiamo ora i tre casi.

a. La retta r ha parametri direttori (1, —1). La retta cercata ha quindi equazioni

parametriche:
r=1+1
y=2—1

b. L’asse delle z ha parametri direttori (1,0). La retta cercata ha quindi equazioni
parametriche:

z=1+1
-
c. L’asse delle y ha parametri direttori (0,1). La retta cercata ha quindi equazioni
parametriche:
r=1
{ y=24+1

E.22.3 Le due rette hanno parametri direttori (2, —3) e (—1,1). Poiché i parametri
direttori non sono proporzionali le due rette non sono parallele.
Determiniamo il loro punto di intersezione. Abbiamo il sistema nelle incognite t e

1+2t=2—u
2-3t=34+u

che ha come soluzione:
t=-2 u=>5.

11 punto di intersezione ha quindi coordinate (—3, 8).

E.22.4 Le due rette hanno parametri direttori (2, —3) e (—4,6). Poiché i parametri
direttori sono proporzionali le due rette sono parallele.

Controlliamo se le due rette coincidono. Per far cio verifichiamo se il punto
Py == (1,2), che ovviamente appartiene alla retta r, appartiene anche alla retta s.
Sostituendo le coordinate di Py nelle equazioni parametriche della retta s otteniamo il

sistema:
1=2-—4t
2=3+6t

il quale non ha soluzioni. Pertanto le due rette sono parallele non coincidenti e quindi
non hanno punti di intersezione.
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E.22.5 Le due rette hanno parametri direttori (2, —3) e (—4, 6) e quindi sono parallele.
Controlliamo se le due rette coincidono. Per far cio verifichiamo se Py := (1, 2)
appartiene alla retta s. Otteniamo il sistema:

1=2—4¢
1
2=—+6t
2 +
che ha come soluzione ¢t = i Pertanto le due rette sono parallele coincidenti.

E.22.6 La generica retta passante per A := (3,1, 4) ha equazioni parametriche:

=3+ It
y=14+mt
z=4+ nt

dove (I,m,n) sono i parametri direttori. Possiamo prendere come parametri direttori
della retta cercata i parametri direttori della retta r cui essa deve essere parallela.
La retta r ha parametri direttori (1,4, —5). La retta cercata ha quindi equazioni
parametriche:

r=3+ t
y=1+4+4t.
z=4— b5t

E.22.7 Il piano « ha equazioni parametriche

r=9—-8t—Tu
a: ¢ y=5—3t
z="T7—4t+ 3u
Il piano B ha equazioni parametriche
r=2—-8 —"Tu
B: e y=4—3t
z=6—4t + 3u
Per verificare se i piani e 8 coincidono, verifichiamo se i punti A, B, C e D

sono complanari. Utilizziamo il corollario_2}.20. La matrice avente come colonne le
componenti dei vettori O? — (ﬁ, O? — 0A, 5ﬁ - (ﬁ e:

-8 =7 =7
-3 0 -1
-4 3 -1

Poiché il suo rango € 3, il punto D non appartiene al piano «. I piani a e 8 sono
quindi paralleli distinti.
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CAPITOLO

Equazioni cartesiane nel
piano

Sia fissato in un piano un sistema di riferimento affine con origine in un punto
O. Abbiamo visto nel capitolo 22 che i punti di una retta sono caratterizzati da
equazioni parametriche. Ora vediamo che le rette sono caratterizzate anche da
altre equazioni, dette equazioni cartesiane. Questo tipo di equazioni ci permette
di caratterizzare i punti di semipiani per mezzo di semplici disequazioni.

23.1 [Equazioni cartesiane di rette

Abbiamo visto nel capitolo 22 che i punti dell’asse delle x sono tutti e soli i
punti del tipo (z,0) al variare di = nei reali. In altre parole i punti dell’asse
delle x sono tutti e soli i punti P := (x,y) che soddisfano ’equazione y = 0.

Analogamente i punti dell’asse delle y sono tutti e soli i punti P = (x,y)
che soddisfano I'equazione x = 0. Pertanto i punti P := (z,y) di ognuno dei
due assi del sistema di riferimento affine sono caratterizzati da un’equazione
lineare in = e y.

Consideriamo allora piu in generale un’equazione del tipo:

axr+by+c=0 con (a,b)# (0,0).

Questa equazione forma un sistema lineare di un’equazione nelle due incognite
x e y, la cui matrice dei coefficienti (a b) ha rango 1, dal momento che
(a,b) # (0,0). Anche la matrice completa del sistema ha ovviamente rango 1 e,
pertanto, il sistema é risolubile e I'insieme delle soluzioni & un sottospazio affine
di dimensione 2 — 1 = 1, cioé una retta.

Finora abbiamo mostrato che 'insieme delle soluzioni di un’equazione di
primo grado nelle incognite x e y € 'insieme dei punti di una retta. Non abbiamo
pero finora mostrato che ogni retta r ¢ U'insieme delle soluzioni di qualche
equazione di primo grado nelle incognite = e y, non abbiamo cio¢ mostrato che
ogni retta r ha equazione cartesiana.
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Possiamo allora ragionare in questo modo. Prendiamo una retta r e scegliamo
su di essa due punti distinti Py = (29, %0) e P1 := (z1,y1) . Vogliamo trovare
un’equazione cartesiana del tipo ax + by + ¢ = 0 con a e b non entrambi nulli
che rappresenti la retta r. Le coordinate dei punti Py e P; devono soddisfare
I’equazione. Deve cioe essere:

axg +byo +c=0
axy +byr +¢c=0

Poiché noi stiamo cercando di determinare a, b e ¢, possiamo pensare queste
condizioni come un sistema lineare omogeneo nelle incognite a, b e ¢ (si osservi
che zg, Yo, 1 € y1 sono in questo caso coordinate di punti che supponiamo
noti). Dal momento che abbiamo 3 incognite e 2 equazioni esiste almeno una
soluzione non banale a questo sistema. In una tale soluzione a e b non possono
essere ambedue nulli (altrimenti si avrebbe anche ¢ = 0). Esiste allora almeno
un’equazione del tipo az+by+c = 0 con a e b non entrambi nulli che ¢ soddisfatta
dalle coordinate dei punti Py e P;. Questa equazione cartesiana rappresenta una
retta che, dovendo passare per i punti Py e P; di r, necessariamente coincide
con r. Abbiamo cosi dimostrato il:

Teorema 23.1 L’insieme delle soluzioni di un’equazione del tipo
ax+by+c=0 con (a,b)#(0,0),

e l'insieme dei punti di una retta r.

Viceversa, data una retta r, esiste un’equazione del tipo di cui sopra le cui
soluzioni sono i punti della retta r.

L’equazione viene detta equazione cartesiana della retta.

Osservazione 23.2 Ogni equazione equivalente all’equazione ax + by + ¢ =0
ha le stesse soluzioni ed ¢ quindi un’equazione cartesiana della stessa retta. Dalla
teoria dei sistemi lineari sappiamo che le equazioni equivalenti all’equazione
ax + by + ¢ = 0 sono tutte e sole le sue multiple per una costante non nulla,
cioe le equazioni del tipo kazx + kby + k¢ = 0 con k # 0. Dunque 'equazione
cartesiana di una retta nel piano puo essere scelta in infiniti modi. A

Esempio 23.3 Abbiamo visto che 'asse delle x ha equazione cartesiana
y = 0.
Anche 'equazione 3y = 0 ha come soluzioni i punti dell’asse delle z. Piu in

generale, ogni equazione ay = 0 con a # 0 & equazione cartesiana dell’asse delle
xT. A

Esempio 23.4 Abbiamo visto anche che 1’equazione
z=0

¢ un’equazione cartesiana dell’asse delle y. Ogni equazione ax =0 con a # 0 &
equazione cartesiana dell’asse delle y. A
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Esempio 23.5 L’insieme delle soluzioni dell’equazione
r—y=20

¢ dato dai punti P := (¢,t) con t € R, cioe dai punti finali dei vettori O? = tO?
con U := (1,1). Abbiamo pertanto i punti della retta r passante per Porigine O
e il punto U. Lasciamo al lettore il compito di disegnare questa retta. A

Esempio 23.6 L’insieme delle soluzioni dell’equazione:

r—y+1=0

r=—-1+1
Y= t

Abbiamo quindi una retta s parallela alla retta r dell’esempio 23.5. Lasciamo
al lettore il compito di disegnare questa retta. A

¢ dato da:

Esempio 23.7 Consideriamo 1’equazione
2z —3y+1=0.

Si tratta dell’equazione cartesiana di una retta r. Determiniamo due suoi punti.
Ponendo = := 0 otteniamo il punto A := (0, %) Ponendo y = 0 otteniamo il
punto B = (—%7 O). Lasciamo al lettore il compito di disegnare questa retta.A

Esercizio di base 23.8 Fissato un sistema di riferimento affine, disegnare la
retta di equazione cartesiana

3z+4y+5=0. A

Esercizio di base 23.9 Fissato un sistema di riferimento affine, disegnare la
retta di equazione cartesiana

3r+5=0. A

Esercizio di base 23.10 Fissato un sistema di riferimento affine, disegnare
la retta di equazione cartesiana

dy+5=0. A

23.2 Equazione cartesiana ed equazioni parametriche

Abbiamo mostrato che ogni retta pud essere rappresentata sia tramite equazioni
parametriche, che tramite un’equazione cartesiana. Come si pud passare da
una rappresentazione all’altra?

Data ’equazione cartesiana di una retta r:

ar+by+c=0

possiamo trovare le equazioni parametriche della retta, semplicemente “risolven-
do” I'equazione cartesiana, ovvero esprimendo un’incognita in funzione dell’altra
e poi ponendo quest’ultima uguale a un parametro t. Vediamolo in dettaglio
con un esempio.
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Esempio 23.11 Sia data la retta di equazione cartesiana
2x4+3y—4=0.

Ora, poiché il coefficiente della x ¢ diverso da 0, si ha:

3
=2—-—y.
x 5V

Posto y = t, possiamo allora scrivere le equazioni parametriche

3
—9_ 24
x 2

y= 3 A

Esercizio di base 23.12 Determinare le equazioni parametriche della retta r
avente equazione cartesiana

z+2y+1=0. A

Esercizio di base 23.13 Determinare le equazioni parametriche della retta r
avente equazione cartesiana
2y +1=0. A

Esercizio di base 23.14 Determinare le equazioni parametriche della retta r
avente equazione cartesiana
rz+1=0. A

Consideriamo di nuovo 'esempio 23.11: dalle equazioni parametriche della retta
r vediamo che essa ha parametri direttori (—%, 1). Poiché possiamo scegliere
come coppia di parametri direttori una qualsiasi coppia a questa proporzionale,
anche (—3,2) sono parametri direttori della retta. Dal momento che eravamo
partiti dall’equazione cartesiana 2z + 3y — 4 = 0 notiamo che i parametri
direttori sembrano essere in relazione con i coefficienti della = e della y in questa
equazione. Cio puo essere meglio precisato:

Proposizione 23.15 La retta r di equazione cartesiana ax + by +c =0 ha
parametri direttori (—b, a).

D1MOSTRAZIONE Consideriamo prima il caso in cui @ # 0. Come nell’esem-
pio 23.11 possiamo allora esprimere x in funzione di y cosl: © = —2 — Sy e

ottenere le equazioni parametriche di r:

c
rT=——— -
a a

y= t

da cui vediamo che r ha parametri direttori (73, 1). Una coppia proporzionale
a questa ¢ (—b,a), come desiderato.
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Consideriamo ora il caso in cui @ = 0 (e, dunque deve essere b # 0). La
retta ha allora equazione by + ¢ = 0 da cui ricaviamo le equazioni parametriche

rx= 1
o C
=7

e quindi vediamo che r ha parametri direttori (1,0). Questa coppia & proporzio-
nale alla coppia (—b,a) = (=b,0). n

Abbiamo inoltre visto che si puo passare dall’equazione cartesiana alle equazioni
parametriche semplicemente risolvendo ’equazione cartesiana. Ma come possia-
mo passare dalle equazioni parametriche a un’equazione cartesiana? Vediamolo

con qualche esempio.

Esempio 23.16 Sia data la retta di equazioni parametriche:

r=14+ t
{y:2+&'
Dalla prima equazione otteniamo:
t=xz—1.
Sostituendo t nella seconda otteniamo:
3r—y—1=0,
che & un’equazione cartesiana della retta. A

Esercizio di base 23.17 Determinare un’equazione cartesiana della retta di

equazioni parametriche:
r=1+2¢t

Esercizio di base 23.18 Determinare un’equazione cartesiana della retta di
equazioni parametriche:

r=1+2t

y=2 . A

Esercizio di base 23.19 Determinare un’equazione cartesiana della retta di
equazioni parametriche:

r=1

y=2+3t A

Geometria - versione 1 349




23. EQUAZIONI CARTESIANE NEL PIANO

23.3 Retta passante per due punti

Siano dati due punti distinti Py e P;. Sappiamo che per essi passa una e
una sola retta r. Vogliamo determinare un’equazione cartesiana della retta r.
Abbiamo vari metodi. Possiamo, ad esempio, scriverne le equazioni parametriche
usando la formula descritta nel teorema 22.8 e da esse passiamo a un’equazione
cartesiana eliminando il parametro.

Esempio 23.20 Dati i punti Py := (1,3) e Py := (4,2), le equazioni parametri-
che della retta passante per essi sono

r=1+(4-1)t
y=3+(2-3)t

ovVVero
r=1+3t
y=3— t
Dalla seconda equazione ricaviamo ora t = 3 — y che sostituito nella prima da
x=1+3(3—1y) ovvero x + 3y — 10 = 0, che & 'equazione cartesiana della
retta. Puo essere utile verificare che non abbiamo sbagliato qualche calcolo,
sostituendo in questa equazione le coordinate dei punti Py e P;. Abbiamo:

143-3—10=0e4+3-2—10= 0. Dunque ’equazione trovata rappresenta
effettivamente una retta passante per i punti Py e Py. A

Un altro metodo che possiamo utilizzare € quello di scrivere una generica
equazione cartesiana di una retta ax + by + ¢ = 0 e determinare a, b e ¢
imponendo il passaggio per i punti Py e P;. Abbiamo usato (in astratto) questo
metodo per dimostrare il teorema 23.1.

Esempio 23.21 Vogliamo determinare un’equazione cartesiana della retta r
passante per i punti O e A = (2,1). Consideriamo ’equazione cartesiana
generica

ax+by+c=0.

Dobbiamo determinare a b e ¢. Imponiamo il passaggio per O e per A.
Otteniamo il sistema:

Oa+0b+c=0
204+ b+c¢c=0

che ha come soluzioni @ = k, b = —2k, ¢ = 0. Abbiamo infinite terne. Ne
scegliamo una (non banale) ponendo k := 1. Determiniamo in questo modo
I’equazione:

z—2y=0.
Notiamo che avremmo potuto assegnare qualsiasi numero reale non nullo al
parametro k. Scegliendo, per esempio, k = —%, avremmo ottenuto I’equazione:
2 4
——z+ -y =0.
3737
che e ovviamente equivalente all’equazione ottenuta in precedenza. A
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Esercizio di base 23.22 Determinare un’equazione cartesiana della retta r
passante per A := (1,1) e B :=(3,2).

Esercizio di base 23.23 Determinare un’equazione cartesiana della retta r
passante per A := (1,1) e B == (1,2).

Esercizio di base 23.24 Determinare un’equazione cartesiana della retta r
passante per A = (1,1) e B :=(2,1).

Vogliamo dare un altro metodo ancora per determinare la retta passante per
due punti distinti. Il corollario 21.16 ci dice che un punto P := (z,y) ¢ allineato
ai punti Py == (z9,y0) e P1 = (z1,y1) se e solo se:

r—Tyg X1 — Xo
Y=Y Y1 —Yo

Poiché una matrice quadrata e la sua trasposta hanno lo stesso determinante
possiamo analogamente scrivere:

r—To Y—Y
1 —Zo Y1 —Yo

Sviluppando il determinante della matrice secondo la prima riga otteniamo un
polinomio di primo grado nelle variabili z e y. Osserviamo infatti che, poiché i
punti Py e Py sono distinti, i coefficienti delle variabili non sono entrambi nulli.
Abbiamo dimostrato il:

Teorema 23.25 Dati due punti distinti Py == (x9,y0) e P2 = (x1,91), la retta
r passante per essi ha equazione cartesiana:

r=ZTo Y=Yo|_
1 —Zo Y1 — Yo

Osservazione 23.26 Osserviamo che il vettore v := (x1 — o, y1 — Yo), le cui
componenti coincidono con la seconda riga della matrice, ¢ parallelo alla retta
T. A

Esempio 23.27 Vogliamo determinare un’equazione cartesiana della retta r
passante per i punti A := (1,6) e B := (3,2). Applichiamo il teorema precedente.
Abbiamo:

z—1 y—=6
3—1 2-6

-0

Quindi:
—4(x—1)—2(y—6) =0.

Otteniamo pertanto I’equazione cartesiana della retta r:

r: —dx —2y+16 =0. A
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Teorema 23.28 Sia v := (I,m) un vettore non nullo e Py := (xg,yo) un punto.
La retta r passante per Py e parallela al vettore v ha equazione cartesiana:

T—To Y—Yo

! m =0.

DIMOSTRAZIONE La retta r cercata passa per il punto Py e per il punto @ con
(ﬁ = OPFy +v. Applicando il teorema 23.25 otteniamo cid che vogliamo. g

Esempio 23.29 La retta r passante per il punto Py = (1,2) e parallela al
vettore v := (3,2) ha equazione cartesiana:

z—1 y—2
3 2

-0

Quindi:
r:2z—3y+4=0. A

23.4 Intersezione di rette
Siano date le due rette di equazione cartesiane:
rrax+biy+cr =0 e s:asx+byy+co=0.

Vogliamo determinare gli eventuali punti di intersezione delle due rette. Essi
sono dati dai punti le cui coordinate verificano entrambe le equazioni. Dobbiamo
quindi determinare le soluzioni del sistema:

ax+by+c=0
a2 + boy +co =0

Vediamo qualche esempio.
Esempio 23.30 Cerchiamo i punti di intersezione delle rette:
rr+y+1=0 e s:2x4+y+1=0.

Abbiamo il sistema:
T+y+1=0
22 4+y+1=0

che ha come soluzione (0, —1). Pertanto le due rette si intersecano nel punto
A= (0,-1). A

Esempio 23.31 Cerchiamo i punti di intersezione delle rette:
rrr+y+1=0 e s:224+2y+3=0

Il sistema:

rz+ y+1=0
20 +2y+3=0

non ha ovviamente alcuna soluzione. Le due rette sono pertanto parallele
distinte. A
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Esempio 23.32 Cerchiamo i punti di intersezione delle rette:
rre+y+1=0 e s:2x4+2y+2=0.

Il sistema:

r+ y+1=0
2r+2y+2=0

ha ovviamente infinite soluzioni. Le due rette sono pertanto parallele coinciden-
ti. A

Riguardiamo i tre esempi precedenti. Nell’esempio 23.32 le due rette sono
parallele coincidenti; inoltre le terne date dai coefficienti delle variabili e dai
termini noti sono proporzionali. Nell’esempio 23.31 le due rette sono parallele
distinte; le due terne di cui sopra non sono proporzionali; sono pero proporzionali
le coppie dei coefficienti delle variabili. Nell’esempio 23.30 le due rette si
intersecano in un punto; le coppie dei coeflicienti delle variabili non sono
proporzionali. Tutto cid puo essere generalizzato nel seguente teorema.

Teorema 23.33 Siano date le rette di equazioni cartesiane:

rrax+biy+cr =0 e s:ax+byy+co=0.

4 (@ by e A (@ by
’ as by ’ az by co

Posto:

si ha:
e [e rette sono incidenti se e solo se Tk A = 2;
e le rette sono parallele distinte se e solo setkA=1erk A’ = 2;

e le rette sono parallele coincidenti se e solo se tk A =1k A’ = 1.

DIMOSTRAZIONE La dimostrazione deriva subito dal teorema di Rouché Capelli
dopo aver osservato che la matrice completa del sistema dato dalle equazioni

cartesiane delle due rette e:
A = ap b —a
T \ae by —c

echerk A’ =1k A”. =

Osservazione 23.34 Il rango della matrice A & sempre maggiore o uguale a 1
poiché (a, b) # (0,0). A

Osservazione 23.35 Dall’ultima parte del teorema precedente ricaviamo un’in-
formazione che avevamo gia visto in precedenza: ogni retta ha infinite equazioni
cartesiane tutte tra loro proporzionali. A

Geometria - versione 1 353



23. EQUAZIONI CARTESIANE NEL PIANO

23.5 Fasci di rette

Esempio 23.36 Consideriamo la retta r di equazione cartesiana:
rrx+2y+3=0.

Consideriamo, per ogni k € R, la retta r di equazione cartesiana:
re:x+2y+k=0.

Ovviamente se k = 3 otteniamo la retta r. Abbiamo cioe r3 = r. Se poniamo,
per esempio, k = 1 otteniamo la retta r; di equazione:

ritr+2y+1=0,

che, per il teorema 23.33, & parallela alla retta r. Notiamo che, per ogni k € R,
la retta rp e parallela alla retta r. A

Tutto cio viene generalizzato nel seguente teorema.
Teorema 23.37 Data una retta r di equazione cartesiana:
rrar+by+c=0
per ogni k € R, la retta v avente equazione cartesiana
rp:ar+by+k=0.

e parallela alla retta r.
Viceversa, ogni retta parallela alla retta r ha equazione cartesiana del tipo

axr+by+k=0.
L’insieme di tutte le rette parallele a v viene chiamato fascto di rette parallele.

DiMOSTRAZIONE Il fatto che ogni retta ry sia parallela alla retta r deriva dal
teorema 23.33.
Viceversa, sia s una retta parallela a r. Sia

adr+by+cd =0

una sua equazione cartesiana. Poiché r e s sono parallele, dal teorema 23.33

segue
a b
rk (a/ b/) =1

il che implica che esiste un numero reale h tale che a’ = ha e b’ = hb. Notiamo
che si ha h # 0, perché (a’,b") # (0,0). Nell’equazione cartesiana della retta s
dividiamo per h; otteniamo ’equazione cartesiana di s:

/

c
ar+by+ — =0
h
ponendo k = % otteniamo 1’equazione cercata. ™
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Esempio 23.38 Data la retta r di equazione cartesiana
20 +3y+1=0

vogliamo determinare un’equazione cartesiana della retta s passante per il punto
A = (3,4) e parallela alla retta r.
Consideriamo il fascio di rette parallele a r:

22+ 3y+k=0.

Tra tutte queste rette cerchiamo quella passante per il punto A. Imponiamo
quindi il passaggio per A:

2:3+3-4+k=0.
Otteniamo k = —18. La retta s ha quindi equazione cartesiana

2x 4+ 3y — 18 = 0. A

Esercizio di base 23.39 Determinare un’equazione cartesiana della retta s
passante per il punto B := (1, —1) e parallela alla retta r di equazione

20 +3y+1=0. A

Esempio 23.40 Nell’esempio 23.30 abbiamo visto che le due rette
rre+y+1=0 e s:2x4+y+1=0

si intersecano nel punto A = (0,—1). Notiamo che, se consideriamo una
qualsiasi combinazione lineare delle equazioni delle due rette:

hz+y+1)+k2x+y+1)=0

in cui (h,k) # (0,0) otteniamo sempre un’equazione di primo grado nelle
variabili e y. Abbiamo quindi una retta che indichiamo con il simbolo 7, .
Tutte queste rette, al variare di h e k, passano per il punto A. Viceversa, si puo
verificare (noi non lo facciamo) che, se n & una retta passante per il punto A,
allora esistono numeri reali h e k non entrambi nulli tali che I’equazione

hz+y+1)+k2rx+y+1)=0

¢ un’equazione cartesiana della retta n.

Per esempio, la retta

7 7
Az 4 sy + s =
s x+2y+2 0

passa per il punto A e la sua equazione puo essere scritta nella forma:
1
3(a:+y+1)+§(2x+y+1)=0. A

Tutto cio si generalizza nel seguente teoremas:
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Teorema 23.41 Siano date due rette r e s incidenti in un punto A:
rraix+biy+cr =0 e s:ax+byy+co=0.
Allora, per ogni coppia di numeri reali (h,k) # (0,0), l’equazione cartesiana
h(a1z + b1y + 1) + k(azx + bay + c2) =0

rappresenta una retta v che passa per il punto A. Viceversa, ogni retta
passante per il punto A ha equazione cartesiana del tipo

h(ayz + b1y + c1) + k(azx + bay + c2) = 0.

L’insieme di tutte le rette passanti per il punto A viene chiamato fascio di
rette passanti per A.

DiMOSTRAZIONE Notiamo innanzitutto che I'equazione
h(arz + b1y +c1) + k(azx + bay + ¢c2) =0
puo essere scritta nella forma
(hay + kaz)x + (hby + kba)y + (hey + kea) = 0.

Dobbiamo innanzitutto provare che, scegliendo h e k non entrambi nulli, essa
rappresenta ’equazione cartesiana di una retta. Dobbiamo quindi dimostrare
che almeno uno dei coefficienti delle variabili x e y & diverso da 0. Notiamo
allora che, essendo le due rette non parallele, si ha

aq bl
k =
r (ag b2>
e quindi le coppie (a1,b1) e (az,b2) sono linearmente indipendenti. Pertanto,
qualsiasi loro combinazione lineare con coefficienti h e k non entrambi nulli:

h(al, bl) + k(ag, bg) = (ha1 + kas, hby + k‘bg)

€ non nulla.
Dobbiamo ora dimostrare che ogni retta 7, passa per il punto A. Sia
A = (x9,yo)- Dal momento che A appartiene sia ad r che a s, abbiamo:

a1xo+bizg+c1 =0 e asxo+ boyg+ca =0,
ma allora, per ogni h e k abbiamo
h(ayzg 4+ bizg + ¢1) + k(asxo + bayo +¢c2) =h-0+k-0=0.

Pertanto ogni retta ry, , passa per il punto A.
Non dimostriamo che ogni retta passante per A ha equazione cartesiana del
tipo h(a1x 4+ biy + ¢1) + k(asx + bay + ¢2) = 0. n

Esempio 23.42 Dato il punto A = (z0,yo) vogliamo scrivere le equazioni
cartesiane di tutte le rette appartenenti al fascio di rette passanti per A. Per
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far cio abbiamo bisogno di due rette distinte entrambe passanti per il punto A.
Notiamo che la retta r di equazione cartesiana

T—29=0
passa per il punto A. Analogamente la retta s di equazione cartesiana
y—yo=0

passa per il punto A. Pertanto le rette del fascio cercato hanno equazioni
cartesiane:

h(x — o) + k(y = y0) = 0

con h e k non entrambi nulli. A
Esempio 23.43 Sia data la retta r di equazione cartesiana
243y +1=0

e il punto A := (3,4). Nell’esempio 23.38 abbiamo determinato un’equazione
cartesiana della retta s passante per il punto A e parallela alla retta r, conside-
rando dapprima il fascio delle rette parallele a r e imponendo poi il passaggio
per il punto A.

Vogliamo ora determinare un’equazione cartesiana di s considerando dappri-
ma il fascio di rette passanti per A e imponendo poi il parallelismo con la retta
r. 11 fascio delle rette passanti per A e dato da:

Tkt h(z—3) +k(y—4)=0.

Affinché questa retta sia parallela alla retta r i coefficienti delle incognite z e
y devono essere proporzionali rispettivamente a 2 e a 3. Deve essere pertanto
h=t-2ek=t-3. Al variare di t # 0 abbiamo quindi le equazioni

2t(x —3) + 3t(y — 4) = 0.

Tutte queste equazioni sono proporzionali fra loro e rappresentano, quindi, la
stessa retta. Scegliamo quindi un qualsiasi valore non nullo di ¢, per esempio
t = 1. Abbiamo l'equazione

2(x—3)+3(y—4)=0.
Dunque la retta s ha equazione cartesiana

2z 4+ 3y — 18 = 0. A

Esercizio di base 23.44 Siano date le rette
rrr—2y+1=0 e s:2x+y=0. A

Determinare le rette r’ e s’ passanti per il punto A := (1,1) e parallele
rispettivamente a r e a s.
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23.6 Semipiani
Sappiamo che una retta divide il piano in due semipiani.

Esempio 23.45 Consideriamo, per esempio, la retta = 0. Si tratta dell’asse
delle y. Esso divide il piano in due semipiani. Notiamo che i punti appartenenti
a un semipiano sono tutti e soli i punti P := (x,y) tali che z > 0. I punti
dell’altro semipiano verificano la condizione x < 0 (si consiglia di fare una
figura). In modo analogo si vede che ’asse delle z, cioe la retta di equazione
y = 0 divide il piano in due semipiani. I punti di un semipiano verificano
la disequazione y > 0; i punti dell’altro semipiano verificano la disequazione
y <O0. A

Esempio 23.46 Consideriamo ora la retta di equazione x — 1 = 0. Si verifica
facilmente che i punti di uno dei semipiani delimitati da questa retta verificano
la disequazione x — 1 > 0; i punti dell’altro semipiano verificano la disequazione
r—1<0. A

In tutti i casi appena visti abbiamo che, data una retta tramite equazione
cartesiana, i punti di un semipiano delimitato dalla retta sono i punti le cui
coordinate verificano la disequazione ottenuta dall’equazione cartesiana della
retta sostituendo il simbolo di uguaglianza = con il simbolo >. Analogamente i
punti dell’altro semipiano si ottengono usando il simbolo <.

Se invece di semipiani aperti (cio¢ non contenenti la retta che li delimita)
avessimo considerato semipiani chiusi (cio¢ contenenti la retta che li delimita)
avremmo dovuto considerare disuguaglianze con il simbolo > o <.

N

Questo fatto & generalizzato dal seguente teorema di cui non diamo la
dimostrazione.

Teorema 23.47 Sia data la retta
r:ax+by+c=0.
I punti di uno dei due semipiani delimitati dalla retta r sono tutti e soli i punti

P = (z,y) tali che:
ax + by +c > 0.

I punti dell’altro semipiano verificano invece la disequazione
ax + by +c < 0.
Esempio 23.48 Consideriamo la retta r di equazione
rrez+y—1=0.
Uno dei due semipiani delimitato da r & dato dai punti verificanti la disequazione
z+y—1>0.
L’altro semipiano ¢ dato dai punti verificanti la disequazione

rz+y—1<0.
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23.6. Semipiani

Se vogliamo stabilire se un certo punto P che non sta sulla retta r appartiene
all’'uno o all’altro dei due semipiani sostituiamo le coordinate di P nel polinomio
x +y — 1 e controlliamo il segno del risultato. Ad esempio, considerato il punto
P = (3,—1) abbiamo 3 + (=1) — 1 > 0. Dunque il punto P appartiene al
semipiano di disequazione z +y — 1 > 0.

Questo tipo di argomento ci permette anche di disegnare i due semipiani.
Infatti una volta disegnato il grafico della retta = su un piano, basta prendere un
punto P in uno dei due semipiani e verificare qual € la disequazione soddisfatta
dalle coordinate di P. A

Esercizio di base 23.49 Determinare la disequazione verificata da tutti i
punti appartenenti al semipiano contenente il punto A = (1,2) e delimitato
dalla retta passante per i punti B := (1,1) e C == (3,5).

Esempio 23.50 Vogliamo determinare un sistema di disequazioni che descriva
I'insieme dei punti interni al triangolo T' di vertici A == (1,3), B := (=1,5) e
C:=(2,3).

La retta r 4 g passante per i vertici A e B del triangolo ha equazione cartesiana
x4+ y —4 = 0. Notiamo che i punti interni al triangolo 7" stanno tutti su uno
dei due semipiani delimitati dalla retta r4p. Come possiamo scegliere tra
il semipiano di disequazione x + y — 4 > 0 e il semipiano di disequazione
x +y—4 < 07 Il semipiano che ci interessa contiene, oltre ai punti interni a T,
anche il vertice C. Ora 2 4+ 3 —4 > 0: dunque il semipiano che vogliamo ha
disequazione x +y — 4 > 0.

Laretta r 4o passante per i vertici A e C del triangolo ha equazione cartesiana
y — 3 = 0. I punti interni al triangolo T" stanno tutti su uno dei due semipiani
delimitati dalla retta r4¢, precisamente quello contenente il vertice B. Ora
5 — 3 > 0: dunque il semipiano che vogliamo ha disequazione y — 3 > 0.

La retta rpc passante per i vertici B e C' del triangolo ha equazione car-
tesiana 2x + 3y — 13 = 0. I punti interni al triangolo T' stanno tutti su uno
dei due semipiani delimitati dalla retta rpc, precisamente quello contenente
il vertice A. Ora 2-1+ 3 -3 — 13 < 0: dunque il semipiano che vogliamo ha
disequazione 2x + 3y — 13 < 0.

In conclusione I'insieme dei punti interni al triangolo T ¢ definito dal sistema
di disequazioni:

4+ y— 4>0
y— 3>0

2r+3y—13<0
Sottolineiamo che questo sistema definisce i punti interni al triangolo 7" e non
comprende i punti che stanno sui lati di T. Se volessimo dare un sistema di

disequazioni che definisce i punti interni al triangolo 7" e i punti che stanno sui
lati di T avremmo dovuto dare il sistema:

T4+ y— 4>0
y— 3>0
22 + 3y — 13 <0 A
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Esercizio di base 23.51 Determinare un sistema di disequazioni che descriva
I'insieme dei punti interni al triangolo 7' i cui lati stanno sulle rette r: 2x—y+3 =
0,s:x—3y+5=0et:3x—4y=0.

23.7 Soluzioni degli esercizi di base

EB.23.8 Per disegnare la retta puo essere utile determinare due suoi punti. Ponendo
z = 0 otteniamo il punto A = (07 —%), ponendo y = 0 otteniamo il punto B := (—g, O).
Possiamo quindi disegnare la retta passante per i due punti. Lasciamo cio al lettore.

EB.23.9 Tutti i punti della retta hanno ascissa uguale a —g. Due punti della retta
sono quindi A := (7%7 0) e B:= (fg, 1). La retta € quindi parallela all’asse delle y.

EB.23.10 Tutti i punti della retta hanno ordinata uguale a —Z. Due punti della
retta sono quindi A = (0, —%) e B = (1, —%). La retta ¢ quindi parallela all’asse
delle x.

EB.23.12 Esprimiamo la variabile x in funzione della variabile y:
r=—-1-—2y.

Ponendo y = t otteniamo le equazioni parametriche della retta r:

r=-—1-—2t
Y= t

Notiamo che avremmo potuto esplicitare I’equazione cartesiana della retta r rispetto
alla variabile y e porre z = ¢. In tal caso avremmo ottenuto le seguenti equazioni
parametriche di r:
T = t
1

_ L
Y¥=73 73

EB.23.13 La retta r ha equazioni parametriche:

Notiamo che anche le seguenti sono equazioni parametriche della retta r:

r= 1-Tt
_ 1
Y=73

EB.23.14 La retta r ha equazioni parametriche:

r=—1
y=t

EB.23.17 La retta ha equazione cartesiana:

r—y+1=0.
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EB.23.18 In questo caso non c’¢ bisogno di fare alcun calcolo. La retta ha come
equazione cartesiana:
y—2=0.

EB.23.19 La retta ha equazione cartesiana
rz—1=0.

EB.23.22 Data l’equazione cartesiana generica di una retta ax+by+c = 0 imponiamo
il passaggio per i due punti. Otteniamo il sistema

a4+ b+c=0
3a+2b+c=0

che ha come soluzioni a = t, b = —2t, ¢ = t. Ponendo ¢ = 1 otteniamo un’equazione
cartesiana della retta:
z—2y+1=0.

EB.23.23 Un’equazione cartesiana della retta r € ovviamente:
rz—1=0.

EB.23.24 Un’equazione cartesiana della retta r & ovviamente:
y—1=0.

EB.23.39 Notiamo che il punto B appartiene alla retta r. La retta r’ coincide
pertanto con la retta r.

EB.23.44 Consideriamo il fascio di rette passanti per A:
hx—1)+k(y—1)=0.

Si ottiene la retta r’ ponendo h = 1 e k = —2; quindi:

r'iax—2y+1=0.
Si ottiene la retta s’ ponendo h = 2 e k = 1; quindi:

s:2x+y—3=0.
Notiamo che r’ = r. Cid non ci sorprende, infatti A € r. Invece s’ # s; infatti A ¢ s.
EB.23.49 La retta passante per B e C ha equazione cartesiana:

r—1 y—1
3—1 5-1

=0

cioe
dr — 2y —2=0.
Sostituendo le coordinate del punto A nell’equazione otteniamo
4.1-2-2-2=-2<0.

I punti del semipiano cercato verificano quindi la disequazione

dr — 2y —2 < 0.
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EB.23.51 Determiniamo il vertice A intersezione di r e s. Risolvendo il sistema

20 — y+3=0
r—3y+5=0

troviamo A = (—%, %) I punti interni al triangolo stanno sul semipiano delimitato
da t e contenente il vertice A. Poiché 3 (—%) —4 (%) < 0, i punti interni al triangolo
stanno sul semipiano 3z — 4y < 0.

Determiniamo il vertice B intersezione di r e t. Risolvendo il sistema

20 — y+3=0
3x — 4y =0

troviamo B = (f%, f%). I punti interni al triangolo stanno sul semipiano delimitato
da s e contenente il vertice B. Poiché —% -3 (—%) +5 > 0, i punti interni al triangolo
stanno sul semipiano x — 3y + 5 > 0.

Determiniamo il vertice C' intersezione di s e t. Risolvendo il sistema

z—3y+5=0
3z — 4y =0

troviamo C' = (4,3). I punti interni al triangolo stanno sul semipiano delimitato da r
e contenente il vertice C'. Poiché 2-4 — 34 3 > 0, i punti interni al triangolo stanno
sul semipiano 2z —y + 3 > 0.
In conclusione I'insieme dei punti interni al triangolo T' & definito dal sistema di
disequazioni:
3x — 4y <0
z—3y+5>0
20 — y+3>0

23.8 Sunto

Equazioni cartesiane di rette

Teorema L’insieme dei punti P := (x,y) del piano le cui coordinate verificano
un’equazione del tipo:

ar+by+c=0 con (a,b)#(0,0),

e l'insieme dei punti di una retta r.

Viceversa, data una retta r, esiste un’equazione del tipo di cui sopra le cui
soluzioni sono i punti della retta r.

L’equazione viene detta equazione cartesiana della retta.

Osservazione Ogni equazione del tipo kax + kby + k¢ = 0 con k # 0 ¢
equivalente all’equazione ax + by + ¢ = 0 ed € quindi un’equazione cartesiana
della stessa retta. A

Proposizione La retta r di equazione cartesiana ax + by + ¢ = 0 ha parametri
direttori (—b, a).

Teorema Dati due punti distinti Py = (vo,y0) € P> = (z1,y1), la retta r
passante per essi ha equazione cartesiana:

r—To Y—Yo

1 —Zo Y1 —Yo
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23.8. Sunto

Teorema Sia v = (I,m) un vettore non nullo e Py := (x0,y0) un punto. La
retta r passante per Py e parallela al vettore v ha equazione cartesiana:

rT—To Y—Yo

I m =0.

Intersezione di rette

Teorema Siano date le rette di equazioni cartesiane:

rrax+biy+c1 =0 e s:ayx+by+co=0.
4 (@ by e A (@ by ¢
as by az ba co

e e rette sono incidenti se e solo se tk A = 2;

Posto:

s1 ha:

e le rette sono parallele distinte se e solo setkA=1erk A’ = 2;

e le rette sono parallele coincidenti se e solo se tk A =1k A’ = 1.

Fasci di rette

Teorema Data una retta r di equazione cartesiana:
riar+by+c=0

per ogni k € R, la retta r, avente equazione cartesiana
rp:axr + by +k=0.

e parallela alla retta r.
Viceversa, ogni retta parallela alla retta r ha equazione cartesiana del tipo

ar + by + k =0.
L%insieme di tutte le rette parallele a v viene chiamato fascio di rette parallele.
Teorema Siano date due rette r e s incidenti in un punto A:
rrax+biy+cy =0 e s:asx+byy+co=0.
Allora, per ogni coppia di numeri reali (h,k) # (0,0), l’equazione cartesiana
h(arx + b1y + ¢1) + k(asx + bay + c2) =0

rappresenta una retta ry che passa per il punto A. Viceversa, ogni retta
passante per il punto A ha equazione cartesiana del tipo

h(a1z + b1y + 1) + k(agz + bay + c2) = 0.

L’insieme di tutte le rette passanti per il punto A viene chiamato fascio di
rette passanti per A.
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Semipiani
Teorema Sia data la retta
rrax+by+c=0.

I punti di uno dei due semipiani delimitati dalla retta v sono tutti e soli i punti
P = (z,y) tali che:
ax + by +c> 0.

I punti dell’altro semipiano verificano invece la disequazione

ax + by + ¢ < 0.

23.9 Esercizi

Sia fissato nel piano un sistema di riferimento affine.

E.23.1 Determinare 'equazione cartesiana della retta s passante per Py := (1, 2)
e parallela alla retta r passante per i punti A = (1,1) e B :== (2,4).

E.23.2

a. Trovare l’equazione cartesiana della retta r passante per i punti 4 := (1,1) e
B :=(2,4).

b. Trovare ’equazione cartesiana della retta s passante per i punti C = (1, 2)
e D :=(-2,5).

c. Trovare le coordinate degli eventuali punti di intersezione delle rette r e s.

E.23.3 Siano dati i punti A := (1,2), B :=(1,3) e D := (3,4). Determinare il
punto C' in modo tale che ABCD sia un parallelogramma.

E.23.4 Dato il triangolo di vertici A := (1,1), B = (1,2) e C = (3, —2), deter-
minare un’equazione cartesiana della sua mediana passante per A. Disegnare
infine triangolo e mediana.

E.23.5 Determinare quali disequazioni verificano tutti e soli i punti interni al
triangolo di vertici O = (0,0), Uy == (1,0) e Uy :== (0, 1).

E.23.6 Determinare la retta r passante per il punto d’intersezione delle rette
s:2x+3y—1=0et: x+2y—1=0 e parallela alla retta u: 3z —y+2 = 0.

E.23.7 In ciascuno dei casi seguenti determinare ’equazione cartesiana e le
equazioni parametriche della retta determinata dalle condizioni:

a. passante per i punti P := (3,1) e @ := (2,5);
b. passante per il punto P := (2,2) e di parametri direttori (2, 5);

c. passante per il punto P := (4, —2) e parallela alla retta avente equazione
cartesiana 2x —y + 5 = 0;
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d. passante per il punto P := (—1,2) e parallela alla retta di equazioni

parametriche
r=14+2t
y=2-1

E.23.8 Stabilire per quali valori di k le rette r: 2z —ky+1=0es: (k+ 1)z +
ky — 1 = 0 sono:

a. parallele;

b. coincidenti.

E.23.9 Determinare la retta r passante per l'intersezione delle rette s: 2x +
3y—1=0et: z+ 2y —1=0 e parallela alla retta 3x —y + 2 = 0.

E.23.10 Per ciascuna delle tre terne di punti seguenti determinare se i punti
sono allineati. In caso affermativo determinare la retta cui appartengono.

a. A= (2,4), B:==(-1,-2), C = (4,8);
b. A:=(1,2), B = (3,4), C = (1,-2);
c. A:=(1,0), B:=(0,3), C:=(2,1);

d. A:=(1,0), B:=(4,2), C = (7,4).

E.23.11 Disegnare, per ciascuno dei seguenti sistemi di disequazioni ’insieme
delle soluzioni:

20 —y+3>0 20 —y+3>0 2r —y+3<0
a. T —2<0 b x -2>0 wc x —-2>0
r—y—1<0 r—y—1>0 r—y—1>0

E.23.12 Disegnare I'insieme delle soluzioni del sistema di disequazioni:

r—2y—5>0

z+2y—8<0
z+ y—1>0
y—3<0

E.23.13 Sia dato il triangolo di vertici A == (1,1), B := (3,1), C := (-2, 3).
Disegnare il triangolo e determinare il sistema di disequazioni che definisce
I’interno del triangolo.
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23.10 Soluzioni degli esercizi

E.23.1 La retta s deve essere parallela a v := (1, 3), vettore parallelo alla retta r (le
sue componenti sono infatti date dalle differenze delle coordinate dei punti A e B ad
essa appartenenti). Applicando il teorema 23.28 otteniamo:

r—1 y—2
1 3

-

e quindi:
s:3x—y—1=0.

E.23.2
a. Applicando il teorema 23.25 otteniamo: r: 3z —y — 2 = 0.
b. Applicando il teorema 23.25 otteniamo: s: x +y — 3 = 0.

c. I coefficienti delle variabili delle equazioni delle due rette non sono proporzionali,
pertanto le due rette non sono parallele. Cerchiamo il loro punto di intersezione

risolvendo il sistema:
3xr—y—2=0
r4+y—3=0

Svolgendo i calcoli otteniamo il punto di intersezione

5 7
b= (27)

E.23.3 Il punto C ¢ il punto tale che il punto medio tra A e C' coincida con il punto
medio tra B e D. Il punto medio tra B e D ¢ il punto M = (%, %) = (2, %) Se
C = (&, 9y, imponendo che M sia il punto medio tra A e C otteniamo la condizione
(2,229) = (2, 1), da cui ricaviamo =3 e § = 5, cioe C' = (3,5).
Alternativamente possiamo considerare la retta r la retta passante per A e B.
Quindi:
r:x—1=0.

Sia poi s la retta passante per A e D. Quindi:
ste—y+1=0.

11 punto C' ¢ il punto di intersezione della retta r’ parallela alla retta r e passante per
D con la retta s’ parallela a s e passante per B. Abbiamo quindi:

rix—3=0 e s:z—y+2=0.
11 punto di intersezione & pertanto C' = (3,5).

E.23.4 La mediana cercata ¢ la retta r passante per il punto A e per il punto medio
M dei punti B e C. Il punto medio M ha coordinate (2,0). Un’equazione cartesiana
della mediana 7 e:

rre+y—2=0.

Lasciamo al lettore il compito di disegnare triangolo e mediana.

E.23.5 Consideriamo le rette contenenti i tre lati del triangolo. L’asse delle z contiene
i vertici O e U;. Esso ha equazione y = 0. L’asse delle y contiene i vertici O e U;. Esso
ha equazione x = 0. La retta r contenente i punti U; e Uz ha equazione z +y —1 = 0.

I punti del triangolo sono tutti e soli i punti di intersezione dei seguenti tre
semipiani:
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1. semipiano delimitato dall’asse delle = e contenente il punto Us>. I suoi punti sono
caratterizzati dalla disequazione y > 0.

2. semipiano delimitato dall’asse delle y e contenente il punto U;. I suoi punti sono
caratterizzati dalla disequazione x > 0.

3. semipiano delimitato dalla retta r passante per i punti U; e Uz e contenente il
punto O. I suoi punti sono caratterizzati dalla disequazione x +y — 1 < 0.

Pertanto i punti interni al triangolo sono tutti e soli i punti P := (z,y) che verificano
le tre disequazioni:

Y >0
x >0
r+y—1<0

E.23.6 Non & necessario determinare esplicitamente I'intersezione di r e s. Infatti le
rette del fascio:

h2r +3y—1)+k(z+2y—1)=0
sono tutte e sole le rette passanti per l'intersezione di s e t. Riscriviamo ora ’equazione
del fascio:

(2h + k)z + (Bh +2k)y —h —k =0.

Per imporre il parallelismo con la retta u dobbiamo richiedere che i coefficienti 2k + k
e 3h + 2k siano proporzionali a 3 e —1, cioé ai coefficienti di = e y nell’equazione di wu.
Dunque dobbiamo trovare h e k non entrambi nulli tali che

2h + k = —3(3h + 2k),

ovvero

11h = —7k.
Le soluzioni di questa equazione sono tutte proporzionali tra loro e individuano, quindi,
la stessa retta. Scegliendo, ad esempio, h := 7 e k := —11 e sostituendo questi valori

nell’equazione del fascio otteniamo ’equazione cartesiana della retta r cercata:
r:3r—y+4=0.

E.23.7 In ciascuno dei punti di questo esercizio determineremo, se possibile, le
equazioni parametriche e ’equazione cartesiana della retta cercata in maniera indi-
pendente. Ovviamente determinata una forma per ’equazione della retta sarebbe
possibile determinare da essa 'altra direttamente. Ad esempio se si hanno le equazioni

parametriche
r=3—- 1
y=1+4+4t

¢ possibile ricavare t = 3 — x dalla prima equazione e sostituire questa espressione
nella seconda per ottenere y = 1+ 4(3 — x) ovvero 4z +y — 13 = 0.

Viceversa data un’equazione cartesiana, ad esempio bx — 2y + 6 = 0, € possibile
esprimere una delle due incognite in funzione dell’altra, ad esempio x = 2’“‘5 5 e
ottenere cosi le equazioni parametriche:

oo 8.2,
5 5
y= t

a. I parametri direttori della retta che passa per i punti P := (3,1) e @ := (2,5) sono
(2—-3,5—1) = (—1,4). Dunque le sue equazioni parametriche sono

r=3—1
y=1+4t
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Per determinare 1’equazione cartesiana possiamo considerare il fascio di rette passanti
per P:
a(z—3)+by—1)=0.

Imponendo il passaggio per @ otteniamo:
a(2-3)+b(5-1)=0,

che risolto da a = 4b. Posto b := 1 e a := 4 troviamo allora I’equazione della retta
cercata:
dr+y—13=0.

b. Conosciamo un punto e i parametri direttori della retta. Possiamo quindi facilmente
scrivere le equazioni parametriche:

r=2+2

y=2+45t

Per trovare I’equazione cartesiana possiamo usare il teorema 23.28:

r—2 y—2
2 5

-

ovvero 5x — 2y — 6 = 0.

c. L’equazione cartesiana della generica retta parallela alla retta di equazione carte-
siana 2z —y + 5 =0 & 2z — y + ¢ = 0: imponendo il passaggio per (4, —2) troviamo
la condizione 2 -4 — (=2) + ¢ = 0, cioe ¢ = —10. L’equazione cercata ¢, dunque,
20 —y —10=0.

La retta cercata ha gli stessi parametri direttori della retta assegnata: poiché
quest’ultima ha equazione 2x — y 4+ 5 = 0, dalla proposizione 23.15 sappiamo che ha
parametri direttori (1,2). Dunque la retta cercata ha equazioni parametriche:

r= 4+ t
y=—-2+2

d. La retta cercata ha gli stessi parametri direttori della retta assegnata. Dunque le
equazioni parametriche della retta cercata sono:

r=-—1+2t
y= 2-— 1
La retta cercata ha parametri direttori (2, —1) e, dunque, dalla proposizione 23.15
ha equazione cartesiana del tipo x 4 2y + ¢ = 0. Imponendo il passaggio per il punto P
otteniamo la condizione —1 4+ 2 -2 4+ ¢ = 0 da cui otteniamo ¢ = —3. La retta cercata
ha dunque equazione x + 2y — 3 = 0.

E.23.8

a. Le due rette sono parallele se e solo se

2 —k
k+1 k

-

ovvero se e solo se 3k+k? = 0. Risolvendo questa equazione di secondo grado troviamo
che le due rette sono parallele se e solose k=00 k= —3.
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23.10. Soluzioni degli esercizi

b. Due rette coincidono se e solo se le loro equazioni sono una multipla dell’altra. In
particolare due rette coincidenti sono fra loro parallele, quindi possiamo considerare solo
i casiin cui k sia 0 o —3, determinati al punto precedente. Se k =0sihar: 2c+1 =0,

s:x—1 =20, e quindi r e s sono distinte. Se k = -3 si har:2x+3y+1 = 0,
s: —2x — 3y —1=0, e, dunque, le due rette coincidono. Pertanto r = s se e solo se
k= —-3.

E.23.9 Le rette passanti per 'intersezione di s e ¢ sono tutte e sole quelle del fascio
di rette individuato da s e t:

h(2r+3y— 1)+ k(z+2y—1) =0,

al variare di h e k non entrambi nulli in R. Dobbiamo trovare tra tali rette quella
parallela alla retta di equazione 3x —y + 2 = 0. Riscriviamo 1’equazione della generica
retta del fascio:

(2h+ k)x + (3h + 2k)y + (—h — k) = 0.

Imponendo il parallelismo con la retta di equazione 3z — y + 2 = 0 troviamo la
condizione:

2h+k 3h+2k| 0
3 —1 o
cioe
—11h — 7k = 0.
Le soluzioni di questa equazione sono tutte proporzionali tra loro e individuano,

quindi, la stessa retta. Scegliendo, ad esempio, i valori h = 7, k = —11 e sostituendoli
nell’equazione della generica retta del fascio troviamo ’equazione della retta cercata:

3r—y+4=0.

E.23.10 Dati tre punti (zo, ¥0), (z1,y1) e (z2,¥y2), essi sono allineati se e solo se:

X1 — Xo 2172—2170_
Yr — Yo Y2 — Yo

a. Si ha

-1-2 4-2
—-2—-4 8-4

-0

Dunque i tre punti sono allineati. La retta cui essi appartengono ¢ quella individuata
ad esempio da A e B, e, quindi, ha equazione cartesiana:

x—2 y—4| 0
-1-2 —-2—-4| 7
ovvero —6z + 3y = 0.
b. Si ha
3—1 1-1
‘4—2 —2—2‘_*8'
Dunque i tre punti non sono allineati.
c. Si ha
0—-1 2-1
‘3 -0 1- 0‘ =4

Dunque i tre punti non sono allineati.
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d. Si ha

4-1 7-1
2—-0 4-0

-0

Dunque i tre punti sono allineati. La retta cui essi appartengono & quella individuata
ad esempio da A e B, e, quindi, ha equazione cartesiana:

z—1 y—-0
4—-1 2-0

=0
ovvero 2z — 3y — 2 = 0.

E.23.11 I sistemi di disequazioni sono tutti ottenuti a partire dai polinomi 2x —y + 3,
r—2ex—y—1. Consideriamo allora le tre rette r: 20 —y+3 =0, s: 2 —2 =0,
t: x —y — 1 = 0. Intersechiamo a due a due queste rette. Se intersechiamo r con
s troviamo il punto A := (2,7), se intersechiamo la retta r con la retta ¢t troviamo
il punto B := (—4, —5), se intersechiamo la retta s con la retta ¢ troviamo il punto
C:=(2,1).

Fissiamo nel piano un sistema di riferimento affine e riportiamo tutte le informazioni
cosi ottenute su un disegno (si noti che abbiamo indicato con Ui e Uz i punti unita):

s
Y
B

Per determinare ’insieme delle soluzioni di ciascuno dei sistemi proposti dobbiamo
intersecare fra loro tre semipiani. Ad esempio la condizione 2x — y + 3 > 0 descrive
uno dei due semipiani delimitati dalla retta r. Per capire quale dei due semipiani
dobbiamo considerare possiamo chiederci se il semipiano in questione contenga o meno
il punto C' (i punti A e B stanno sulla retta r). Sostituiamo allora le coordinate del
punto C nel polinomio 2x — y + 3: otteniamo 2 -2 — 1+ 3 = 6. Abbiamo ottenuto
un valore positivo, pertanto il punto C' & contenuto nel semipiano di disequazione
2x —y + 3 > 0. Utilizzando ripetutamente questo tipo di argomentazioni siamo in
grado di disegnare gli insiemi delle soluzioni dei sistemi considerati.
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23.10. Soluzioni degli esercizi

a. Il semipiano definito dalla disequazione 2x — y + 3 > 0 ¢ delimitato dalla retta r e
contiene il punto C, come & evidenziato dal disegno qui sotto (in grigio & indicato il
semipiano in questione):

Allo stesso modo vediamo che il semipiano definito dalla disequazione x —2 < 0 &
delimitato dalla retta s e contiene il punto B (infatti —4 — 2 < 0). Ecco il semipiano
evidenziato:
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23. EQUAZIONI CARTESIANE NEL PIANO

Infine il semipiano definito dalla disequazione £ —y — 1 < 0 & delimitato dalla
retta ¢t e contiene il punto A (infatti 2 — 7 — 1 < 0). Ecco il semipiano evidenziato:

L’insieme delle soluzioni del sistema di disequazioni si ottiene intersecando i tre
semipiani cosi determinati ed ¢ dunque dato dai punti interni al triangolo di vertici A,
BeC:
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b. Dal punto precedente sappiamo gia che il semipiano definito dalla disequazione
2z —y + 3 > 0 e delimitato dalla retta r e contiene il punto C. Ecco il semipiano
evidenziato:

Allo stesso modo, dai risultati del punto precedente sappiamo che il semipiano
definito dalla disequazione x — 2 > 0 ¢ delimitato dalla retta s e non contiene il punto
B. Ecco il semipiano evidenziato:
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Infine, sempre utilizzando i risultati del punto precedente, vediamo che il semipiano
definito dalla disequazione z —y — 1 > 0 & delimitato dalla retta ¢ e non contiene il
punto A. Ecco il semipiano evidenziato:

s
Y
B

L’insieme delle soluzioni del sistema di disequazioni si ottiene intersecando i tre
semipiani cosi determinati:

s
y
B
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c. Usando i risultati ottenuti in precedenza sappiamo che il semipiano definito dalla
disequazione 2z —y + 3 < 0 & delimitato dalla retta r e non contiene il punto C. Ecco
il semipiano evidenziato:

Allo stesso modo vediamo che il semipiano definito dalla disequazione z —2 > 0 &
delimitato dalla retta s e non contiene il punto B. Ecco il semipiano evidenziato:
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Infine il semipiano definito dalla disequazione z —y — 1 > 0 & delimitato dalla
retta t e non contiene il punto A. Ecco il semipiano evidenziato:

L’insieme delle soluzioni del sistema di disequazioni si ottiene intersecando i tre
semipiani cosi determinati ed € dunque l'insieme vuoto.

E.23.12 Consideriamo le quattro rette r: z—2y—5=0, s: z+2y—8 =0, t: z+y—1 =
0ewu:y—3 = 0. Intersechiamo a due a due queste rette. Se intersechiamo r

con s troviamo il punto A = (%, %), se intersechiamo r con t troviamo il punto
B = (%, —%), se intersechiamo r con u troviamo il punto C' := (11, 3), se intersechiamo

s con t troviamo il punto D = (—6,7), se intersechiamo s con u troviamo il punto
E = (2,3), se intersechiamo ¢ con u troviamo il punto F' := (—2,3). Fissiamo un
sistema di riferimento affine e riportiamo tutte le nostre informazioni su un disegno:

Per determinare ’insieme delle soluzioni di ciascuno dei sistemi proposti dobbiamo
intersecare fra loro quattro semipiani.
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Il semipiano definito dalla disequazione x — 2y — 5 > 0 ¢ delimitato dalla retta r e
non contiene il punto D (=6 —2-7 —5 < 0). Ecco il semipiano evidenziato:

Il semipiano definito dalla disequazione = + 2y — 8 < 0 & delimitato dalla retta s e
contiene il punto B (% 4+ 2 (—3) — 8 < 0). Ecco il semipiano evidenziato:

Il semipiano definito dalla disequazione = +y — 1 > 0 & delimitato dalla retta ¢ e
contiene il punto A (1 4+ 2 — 1> 0). Ecco il semipiano evidenziato:
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11 semipiano definito dalla disequazione y — 3 < 0 ¢ delimitato dalla retta u e
contiene il punto A (2 — 3 < 0). Ecco il semipiano evidenziato:

L’insieme delle soluzioni del sistema di disequazioni si ottiene intersecando i quattro
semipiani ottenuti:

E.23.13 Ecco il disegno rispetto a un sistema di riferimento affine. Abbiamo indicato
con 7 la retta passante per i punti A e B, con s la retta passante per i punti A e C e
con t la retta passante per i punti B e C:
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23.10. Soluzioni degli esercizi

Il triangolo puo essere determinato come intersezione di tre semipiani e precisa-
mente: il semipiano delimitato da r e contenente il punto C:

il semipiano delimitato da s e contenente il punto B:

e il semipiano delimitato da t e contenente il punto A:

Per determinare le disequazioni di ciascuno di questi semipiani ci servono le
equazioni delle rette da cui sono delimitati. Determiniamo allora I’equazione della
retta r passante per i punti A e B. Otteniamo r: y — 1 = 0. Poiché 3 —1 > 0, la
disequazione del semipiano delimitato da r e contenente il punto C' ¢ y —1 > 0. Allo
stesso modo vediamo che la retta s passante per A e C' ha equazione 2x + 3y — 5 = 0.
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Poiché 2-3+3-1—5 > 0, la disequazione del semipiano delimitato da s e contenente
il punto B & 2z + 3y — 5 > 0. Infine la retta ¢t passante per i punti B e C' ha equazione
2z +5y—11 = 0. Poiché 2-1+5-1—11 < 0, la disequazione del semipiano delimitato da
t e contenente il punto A & 2z + 5y — 11 < 0. In conclusione il sistema di disequazioni
che definisce ’interno del triangolo é:

y— 1>0

2c+3y— 5>0
2r + 5y — 11 <0
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CAPITOLO

Equazioni cartesiane nello
spazio

In questo capitolo supporremo di aver fissato una volta per tutte nello spazio
un sistema di riferimento affine con origine in un punto O. Introduciamo
le equazioni cartesiane dei piani nello spazio. Queste equazioni giocano nella
geometria analitica dello spazio un ruolo analogo a quello giocato dalle equazioni
cartesiane delle rette nella geometria analitica del piano.

24.1 Equazioni cartesiane di piani
Consideriamo un’equazione del tipo
ar+by+cz+d=0

con a, b e ¢ non tutti nulli. Questa equazione forma un sistema lineare di
un’equazione nelle tre incognite x, y e z, la cui matrice dei coefficienti (a b c)
ha rango 1, dal momento che (a,b,c) # (0,0,0). Anche la matrice completa del
sistema ha ovviamente rango 1 e, pertanto, il sistema e risolubile e I'insieme
delle soluzioni e un sottospazio affine di dimensione 3 — 1 = 2, cioé un piano.
Abbiamo quindi mostrato la prima parte del teorema

Teorema 24.1 L’insieme dei punti P := (z,y, z) dello spazio le cui coordinate
verificano un’equazione del tipo:

ar+by+cz+d=0 con (a,b,c)#(0,0,0)

e formato da tutti e soli © punti di un piano.

Viceversa, dato un piano 7 esiste un’equazione del tipo di cui sopra le cui
soluzioni sono le coordinate di tutti e soli i punti del piano w. L’equazione viene
detta equazione cartesiana del piano.

DIMOSTRAZIONE Abbiamo gia mostrato che ogni equazione cartesiana rappre-
senta un piano.
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Per mostrare che ogni piano m puo essere rappresentato per mezzo di
un’equazione cartesiana procediamo in maniera analoga a quanto visto nel
teorema 23.1 per mostrare che ogni retta nel piano ha equazione cartesiana.
Scegliamo allora su 7 tre punti non allineati Py = (o, Yo, 20), P1 = (21, Y1, 21)
e Py = (x2,y2,22). Il nostro obiettivo & trovare un’equazione cartesiana del
tipo ax + by + cz 4+ d = 0 con a, b e c non tutti nulli che sia soddisfatta dalle
coordinate dei punti Py, P; e P5. Deve cioe essere:

axg + byg + czp +d =0
ax1 +byy +cz1 +d=0
axo +bys +czo +d=0

Poiché noi stiamo cercando di determinare a, b, ¢ e d, possiamo pensare queste
condizioni come un sistema lineare omogeneo nelle incognite a, b, ¢ e d. Dal
momento che abbiamo 4 incognite e 3 equazioni esiste almeno una soluzione non
banale a questo sistema. In una tale soluzione a, b e ¢ non possono essere tutti
nulli (altrimenti si avrebbe anche d = 0). Esiste allora almeno un’equazione del
tipo ax + by + cz +d = 0 con a, b e ¢ non tutti nulli che & soddisfatta dalle
coordinate dei punti Py, P; e P,. Questa equazione cartesiana rappresenta un
piano. Questo piano passa per i punti non allineati Py, P, e P, di 7, e, quindi,
necessariamente coincide con 7. n

Osservazione 24.2 Ogni equazione equivalente all’equazione ax+by+cz+d =
0 ha le stesse soluzioni ed € quindi un’equazione cartesiana dello stesso piano.
Dalla teoria dei sistemi lineari sappiamo che le equazioni equivalenti all’equazione
ax 4+ by + cz +d = 0 sono tutte e sole le sue multiple per una costante non nulla,
cioe le equazioni del tipo kax+kby+kcz+kd = 0 con k # 0. Dunque I'equazione
cartesiana di un piano nello spazio puo essere scelta in infiniti modi. A

Esempio 24.3

1. 11 piano avente equazione cartesiana z = 0 ¢ il piano zy. Infatti le coordinate
dei punti O := (0,0,0), Uy := (1,0,0) e Uy := (0,1,0) verificano ’equazione
del piano. Anche 2z = 0, —3z = 0 o, piu in generale kz = 0 con k£ # 0 son
equazioni cartesiane dello stesso piano.

2. 1l piano avente equazione cartesiana y = 0 ¢ il piano xz.

3. 1l piano avente equazione cartesiana z = 0 & il piano yz. A

24.2 Equazioni cartesiane e parametriche di piani
Da un’equazione cartesiana di un piano m:
ar+by+cz+d=0

si possono ottenere le sue equazioni parametriche “risolvendo” l’equazione
cartesiana, ovvero esprimendo un’incognita in funzione delle altre due e poi
ponendo quest’ultime uguali a due parametri ¢ e u. Vediamo cio piu in dettaglio
con un esempio.
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24.2. Equazioni cartesiane e parametriche di piani

Esempio 24.4 Sia dato il piano 7 di equazione cartesiana:
r4+2y+2—-1=0.
Ricaviamo z in funzione delle altre incognite:
z=—x—2y+1.

Poniamo x :=t e y := u. Otteniamo le equazioni parametriche del piano:

T = t
y= u
z=1—-1t—2u A

Esercizio di base 24.5 Determinare le equazioni parametriche del piano di

equazione cartesiana
r—3z+1=0. A

Esercizio di base 24.6 Determinare le equazioni parametriche del piano di

equazione cartesiana
z+1=0. A

Vogliamo ora determinare un’equazione cartesiana di un piano a partire da
equazioni parametriche.
Esempio 24.7 Consideriamo il piano di equazioni parametriche
r=—-1+14+ u
y=—1—-t+ u

z= t+ 2u
Dalle prime due equazioni otteniamo
1 1
t= 533 — iy
u=1+ }x + 1y
2 2

Sostituendo nella terza equazione otteniamo

~ (L L +2(1+ L + L
Tt 2 2" Y )
da cui si ottiene, con semplici passaggi:
3 1

0, equivalentemente:
3x+y—22+4=0. A

Esercizio di base 24.8 Determinare un’equazione cartesiana del piano di
equazioni parametriche:

r=1
Y= t+ u
z=2+1t—2u A
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24.3 Piano passante per tre punti

Siano dati tre punti non allineati Py = (zo,y0, 20), P1 = (z1,41,21) € Py =
(22,Y2, 22). Sappiamo che per essi passa uno e un solo piano 7.

Vogliamo determinare un’equazione cartesiana del piano 7. Possiamo uti-
lizzare vari metodi. Ad esempio possiamo scriverne le equazioni parametriche
del usando la formula descritta in 22.29 e da esse passiamo a un’equazione
cartesiana eliminando i parametri.

In alternativa possiamo scrivere una generica equazione cartesiana di un
piano ax + by 4+ cz + d = 0 e determinare a, b, ¢ e d imponendo il passaggio
per i punti Py, P; e P,. Per far cio dobbiamo determinare le soluzioni di un
sistema omogeneo di tre equazioni in quattro incognite.

Esempio 24.9 I tre punti unita U; := (1,0,0), Uy := (0,1,0) e U3 := (0,0,1)
non sono allineati. Esiste quindi uno e un solo piano 7 passante per essi.
Vogliamo determinarne un’equazione cartesiana. Consideriamo un’equazione
cartesiana generica

ax+by+cz+d=0.

Imponendo il passaggio per i tre punti otteniamo il sistema di equazioni lineari
omogeneo nelle variabili a, b, ¢ e d:

a +d=0
b +d=0
c+d=0

11 sistema ha come soluzioni (k, k, k, —k). La soluzione corrispondente a k =0
non ci interessa, perché in tal caso avremmo (a, b, ¢) = (0,0,0). Ponendo k = 1
otteniamo l’equazione cartesiana

r+y+2z2—1=0.

Notiamo che, ponendo, ad esempio, k& = 3, otteniamo un’altra equazione
cartesiana del piano 7
3r+3y+32—-3=0

che ¢ ovviamente equivalente alla precedente equazione cartesiana di 7. A

Esercizio di base 24.10 Determinare ’equazione cartesiana del piano pas-
sante per i tre punti A := (2,3,4), B :=(2,3,5) e C :=(1,3,5).

Vogliamo ora vedere una formula che ci da piu direttamente 1’equazione
cartesiana del piano passante per tre punti non allineati:

Teorema 24.11 Dati tre punti non allineati Py :== (x0, Yo, 20), P1 = (x1,y1,21)
e Py = (22,y2, 22), il piano 7 passante per essi ha equazione cartesiana:

rT—o Y—Yo =Z2—20
T1—To Y1—Yo 21— 20| =0.
T2 —To Y2 —Yo =22 — 20

DiMOSTRAZIONE La dimostrazione e del tutto analoga a quella del teore-
ma 23.25. Ovviamente useremo il corollario 21.20 che esprime un criterio
di complanarita di quattro punti nello spazio invece del corollario 21.16 che
esprime un criterio di allineamento di tre punti nello piano. n
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24.3. Piano passante per tre punti

Osservazione 24.12 Notiamo che i due vettori aventi componenti uguali alla
seconda e alla terza riga della matrice sono vettori linearmente indipendenti e
paralleli al piano 7. A

Esempio 24.13 Siano dati A == (1,1,0), B := (3,2,2) e C == (1,2,1). Si
verifica facilmente che i tre punti non sono allineati. Vogliamo determinare
un’equazione cartesiana del piano 7 passante per essi applicando il teorema
precedente. Abbiamo:

xr—1 y—1 2-0
3—-1 2—-1 2-0|=0.
1-1 2—-1 1-0

Otteniamo:
—(z—1)—2(y—1)+22=0.

Il piano 7 ha quindi equazione cartesiana

T —r—2y+22+3=0. A

Esempio 24.14 Siano dati i punti A := (1,1,0), B :=(3,2,2) e C := (7,4,6).
Si verifica facilmente che i tre punti sono allineati e, quindi, per essi passano
infiniti piani. Ci chiediamo cosa sarebbe successo se non ci fossimo accorti che i
tre punti sono allineati e avessimo applicato il teorema 24.11. Abbiamo:

xr—1 y—1 2-0
3—-1 2—-1 2-0|=0.
7—1 4—-1 6-0

Sviluppando i calcoli troviamo 'identita 0 = 0, che, ovviamente, non & 'equa-
zione di un piano. Quindi, se anche avessimo dimenticato preliminarmente di
controllare I’allineamento o meno dei tre punti, I’applicazione della formula ci
avrebbe mostrato l'allineamento dei tre punti. A

Teorema 24.15 Siano dati un punto Py = (zo, Yo, 20) e due vettori linear-
mente indipendenti v = (1, m1,n1) e w = (I3, ma,n2). Il piano passante per
Py e parallelo ai vettori v e w ha equazione cartesiana:

T—To Y—Y Z— 20

ll ma nq =0.
lg mo N9
DIMOSTRAZIONE Analoga a quella vista in 23.28. ™

Esempio 24.16 Il piano 7 passante per il punto Py := (1,2, 3) e parallelo ai
vettori v = (2,3,4) e w := (1,0,0) ha equazione cartesiana:

x—1 y—2 2-3

T 2 3 4 | =0,
1 0 0
cioe:
m:dy—32+1=0. A
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Il teorema appena mostrato fornisce un metodo alternativo rispetto a quello
visto per passare dalle equazioni parametriche all’equazione cartesiana di un
piano:

Esempio 24.17 Sia dato il piano 7 di equazioni parametriche:

r=2+ t+ u
y=3—-2t+ u
z=1+ t+ 3u

1l piano 7 passa per il punto P := (2, 3,1) ed ¢ parallelo ai vettori v := (1, —-2,1)
e w = (1,1,3). Dunque ha equazione cartesiana

r—2 y—3 z-1

T 1 -2 1 | =0,
1 1 3
ovvero
-7z —2y+32+17=0. A

Esempio 24.18 Sia dato il punto A := (1,2, 3) e le rette:

r=2+4+3t r= 5+ ¢
rrey=1—1%¢t e s:¢y=19+2¢

Notiamo che le due rette hanno parametri direttori non proporzionali e quindi
non sono parallele. Esiste quindi uno e un solo piano 7 passante per il punto A e
parallelo ad entrambe le rette. Vogliamo determinarne un’equazione cartesiana.
Consideriamo i vettori direttori delle due rette:

vi=(3,-1,-1) e w:=(1,2-1).

Il piano 7 deve essere parallelo ai vettori v e w e deve passare per il punto A.
Pertanto esso ha equazione cartesiana:

r—1 y—2 z2-3

T 3 —1 -1 (=0.
1 2 -1
Quindi:
m:3r+2y+ 72 —28 =0. A

24.4 Intersezione di piani
Siano dati i due piani di equazione cartesiana:

T:ax+by+ciz+di =0 e o:asx+byy+ caz+dy =0.
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24.4. Intersezione di piani

Vogliamo determinare gli eventuali punti di intersezione dei due piani. Essi sono
dati dai punti le cui coordinate verificano entrambe le equazioni. Dobbiamo
quindi determinare le soluzioni del sistema:

oz +biy+caz+d =0
{a2m+b2y+022+d220
Vediamo qualche esempio.
Esempio 24.19 Cerchiamo i punti di intersezione dei piani:
mix4+2y—24+1=0 e o:2x24+y+32—-2=0.

Abbiamo il sistema:
r+2y— z+1=0
2r+ y+32—2=0

Risolvendo questo sistema con il metodo che si preferisce troviamo le soluzioni:

T = §—Zt
3 3
N
3 3
z = t

Vediamo che le soluzioni danno esattamente le equazioni parametriche di una
retta r. A

Esempio 24.20 Cerchiamo i punti di intersezione dei piani:
m:2r+y—2+1=0 e o:dx+2y—22+1=0

Il sistema:

204+ y— 24+1=0
dr+2y—22+1=0

non ha ovviamente alcuna soluzione. I due piani sono pertanto paralleli distinti.A

Esempio 24.21 Cerchiamo i punti di intersezione dei piani:
mix+y—32+1=0 e o0:224+2y—6z+2=0.

Il sistema:
r+ y—3z+1=0
20 +2y — 6z +2=0

¢ formato da due equazioni equivalenti. Il sistema si riduce cioe alla singola
equazione x +y — 3z + 1 = 0. Questo significa che l'intersezione dei due piani &
formata dai punti del piano 7. Ma allora i due piani 7 e ¢ coincidono. A

Osservazione 24.22 Riguardiamo i tre esempi precedenti. Nell’esempio 24.21
i due piani sono paralleli coincidenti; inoltre le quaterne date dai coefficienti delle
variabili e dai termini noti sono proporzionali. Nell’esempio 24.20 i due piani
sono paralleli distinti; le due quaterne di cui sopra non sono proporzionali; sono
pero proporzionali le terne dei coefficienti delle variabili. Nell’esempio 24.19 i
due piani si intersecano in una retta; le terne dei coefficienti delle variabili non
sono proporzionali. Tutto cid puo essere generalizzato nel seguente teorema.A
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Teorema 24.23 Siano 7 e o due piani di equazioni cartesiane:

T x+biyt+ciz+di =0 e o:asxr+boy+coz+ds =0.
_ (a1 b1 o p_(ar b1 o dy
A= <a2 by 02> e A = <a2 by o d2)

e tk A’ =1 se e solo se i due piani coincidono;

Posto:
st ha:

etk A=1,1k A’ =2 se e solo se i piani sono paralleli e non coincidenti;

e tk A =2 se e solo se i due piani sono incidenti in una retta.
DIMOSTRAZIONE E un’applicazione immediata del teorema di Rouché-Capelli.g

Osservazione 24.24 Dal teorema precedente ricaviamo un’informazione che
avevamo gia visto in precedenza: ogni piano ha infinite equazioni cartesiane
tutte tra loro proporzionali. A

Esercizio di base 24.25 Determinare tutti gli eventuali punti di intersezione
dei piani
mix+y+22—1=0 e o0:22—-y+2+2=0. A

24.5 Equazioni cartesiane di rette

Nel paragrafo 24.4 abbiamo visto come intersecando tra loro due piani non
paralleli si trovi una retta. In alcuni casi siamo interessati a non risolvere
esplicitamente il sistema che da l’intersezione dei due piani ma a rappresentare
la retta direttamente per mezzo di un sistema:

Definizione 24.26 Sia dato un sistema

a1 +biy+ciz+d =0
a2 + boy + coz +do =0

con
rk (al by Cl) —9
a9 b2 C2
Le soluzioni del sistema sono tutti e soli i punti di una retta r (segue dal

teorema 24.23). Le equazioni del sistema vengono dette equazioni cartesiane
della retta r. A

Teorema 24.27 Ogni retta r & dotata di equazioni cartesiane.

DIiMOSTRAZIONE Siano A e B due punti distinti della retta r. Sia 7 un piano
passante per essi. Sia o un piano distinto da 7 passante per A e B. I due piani
si intersecano in r. Il sistema dato dalle equazioni cartesiane dei due piani
determina le equazioni cartesiane della retta cercata. n

388 G. Accascina e V. Monti



24.6. Fasci e stelle di piani

Osservazione 24.28 Notiamo che per una retta passano infiniti piani. Ogni
retta & dotata quindi di infinite coppie di equazioni che sono le sue equazioni
cartesiane. A

Esempio 24.29 Sia r la retta passante per i punti A :=(2,1,3) e B = (1,2,2).
Notiamo che il piano di equazione x +y — 3 = 0 passa per A e B. Anche il piano
di equazione y + z — 4 = 0 passa per A e B. Dunque la retta r ha equazioni
cartesiane:

T+y -3=0
y+2—4=0

Notiamo che anche i piani 2z —y —3z+6 =0 e z + 2y + 2 — 7 = 0 passano per
i punti A e B. Dunque anche:

2 — y—324+6=0
r+2y+ z—7=0

sono equazioni cartesiane della retta r. Ma anche:

20 —y—32+6=0
y+ z2—4=0

sono equazioni cartesiane di r. L’importante &€ prendere due piani distinti
passanti per 7. A

Esercizio di base 24.30 Data la retta r di equazioni cartesiane

r+y+ z2+1=0
r+y+224+2=0 A

determinare le equazioni parametriche e altre equazioni cartesiane della retta
T

24.6 Fasci e stelle di piani

Fasci di piani paralleli

Nel capitolo 23 sulla geometria affine del piano abbiamo visto che, se nell’e-
quazione cartesiana di una retta r si varia il termine noto, si ottengono rette
parallele alla retta r. Nella geometria affine dello spazio si ha un teorema
analogo, solo che in questo caso si parla di piani.

Teorema 24.31 Dato un piano © di equazione cartesiana:
m:ar+by+cz+d=0,

per ogni k € R, il piano m avente equazione cartesiana
Tprar+by+cz+k=0

e parallelo al piano .
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Viceversa, ogni piano parallelo al piano m ha equazione cartesiana del tipo
ax +by+cz+k=0.

L’insieme di tutti © piani paralleli al piano © viene chiamato fascio di piani
parallels.

DiMoSTRAZIONE 1l fatto che ogni piano 7y sia parallelo al piano 7 deriva dal
teorema 24.23. Viceversa, sia 7’ un piano parallelo a 7. Sia

dr+by+dz+d =0

una sua equazione cartesiana. Poiché 7 e 7’ sono paralleli, dal teorema 24.23

segue
a b ¢
rk (a’ Y c’) =1

il che implica che esiste un numero reale h tale che a’ = ha, ¥’ = hb e ¢’ = hc
Notiamo che si ha h # 0, perché (a’, ¥, ¢’) # (0,0,0). Nell’equazione cartesiana
del piano 7’ dividiamo per h; otteniamo ’equazione cartesiana di 7’:

/

d
a:c+by+cz+ﬁ:0

y
ponendo k = % otteniamo l’equazione cercata. n

Esempio 24.32 Dato il piano 7 di equazione cartesiana
r—y+2z4+5=0

vogliamo determinare il piano 7’ parallelo a 7 e passante per A := (1,2, 3).
Consideriamo il fascio di piani paralleli a 7:

r—y+2z4+k=0.

Tra tutti questi piani cerchiamo quello passante per A imponendo che le
coordinate di A soddisfino ’equazione:

1-242-34+k=0.
Otteniamo k = —5. Il piano 7’ ha quindi equazione cartesiana

r—y+2z2—-5=0. A

Esercizio di base 24.33 Determinare ’equazione cartesiana del piano pas-
sante per 'origine e parallelo al piano

r—2y+52—7=0. A
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Esempio 24.34 Data la retta r di equazioni cartesiane
r+4dy+22-2=0
r— y—324+3=0

vogliamo determinare le equazioni cartesiane della retta parallela a r e passante
per il punto A = (1,3,—2).

La retta r € data come intersezione dei due piani 7: z + 4y + 2z —2 =0
eo:x—1y—3z+3 =0. Se ora consideriamo una coppia di piani paralleli
rispettivamente a m e o la loro intersezione € una retta parallela a r. In
particolare se prendiamo il piano 7’ parallelo a 7 e passante per A e il piano ¢’
parallelo a o e passante per A, la loro intersezione da la retta cercata.

Consideriamo allora il fascio di piani paralleli a 7:

r+4y+2z+k=0.
Imponendo il passaggio per A troviamo la condizione
1+4-3+2-(-2)+k=0

da cui ricaviamo k = —9. Pertanto il piano 7’ parallelo a 7 e passante per A
ha equazione cartesiana
r+4y+22—-9=0.

Analogamente consideriamo il fascio di piani paralleli a o
x—y—3z+h=0.
Imponendo il passaggio per A troviamo la condizione
1-3-3-(-2)+h=0

da cui ricaviamo h = —4. Pertanto il piano ¢’ parallelo a ¢ e passante per A
ha equazione cartesiana
r—y—3z—4=0.

La retta parallela a r e passante per A ha allora equazioni cartesiane

r+4y+22—-9=0
r— y—32—4=0 A

Possiamo anche determinare una condizione di parallelismo tra una retta e un
piano:
Teorema 24.35 La retta v di equazioni parametriche:

r=ux9+ It
T Yy =1y + mt
z=2zy+ nt

e il piano w di equazione cartesiana:
miar+by+cz+d=0
sono paralleli se e solo se si ha:

al +bm + cn = 0.
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DIMOSTRAZIONE Sappiamo che la retta e il piano sono paralleli se e solo se
il vettore v = (I,m,n) (che & parallelo alla retta r) ha il punto finale che
giace sul piano 7’ passante per O e parallelo al piano 7. La tesi segue allora
immediatamente dal fatto che il piano 7’ ha equazione cartesiana

7':ar 4+ by +cz=0. -

Esempio 24.36 Siano dati il piano
mx—2y+3z—5=0,

il punto A := (1,1,1), il punto B = (1,2,3) e il punto C := (3,2,1). Siar la
retta passante per A e per B. Sia s la retta passante per A e per C. Vogliamo
vedere se il piano 7 ¢ parallelo alla retta r e alla retta s.

Notiamo che la retta r ha parametri direttori (0, 1,2) mentre la retta s ha
parametri direttori (2, 1,0). Applicando la formula del teorema 24.35 troviamo
che il piano 7 non ¢ parallelo alla retta » mentre e parallelo alla retta s. A

Fasci di piani passanti per una retta

Analogamente al concetto di fascio di rette del piano incidenti in un punto,
abbiamo il concetto di fascio di piani dello spazio passanti per una retta.

Teorema 24.37 Siano dati due piani distinti ™ e o passanti per una retta r:
Tiar+biy+tcz+di =0 e o:asxr+byy—+caz+ds=0.
Allora, per ogni coppia di numeri reali (h,k) # (0,0), l’equazione cartesiana
h(a1z + b1y + c1z2 4+ d1) + k(asx + bay + caz + da) =0

rappresenta un piano m, che passa per la retta r. Viceversa, ogni piano che
passa per la retta r ha equazione cartesiana del tipo

h(aix + by + c12 + dy) + k(asx + bay + c22 + da) = 0.

L’insieme di tutti © piani passanti per la retta r viene chiamato fascio di piani
passanti per r.

DiMOSTRAZIONE Notiamo innanzitutto che ’equazione
h(a1z 4+ b1y + c1z2 4+ d1) + k(asx + bay + caz + da) =0
puo essere scritta nella forma
(hay + kag)x + (hby + kba)y + (hey + kea)z + (hdy + kda) = 0.

Dobbiamo innanzitutto provare che, scegliendo h e k non entrambi nulli, essa
rappresenta l’equazione cartesiana di un piano. Dobbiamo quindi dimostrare
che almeno uno dei coefficienti delle variabili z, y e z & diverso da 0. Notiamo
allora che, essendo i due piani non paralleli, si ha

rk(al b1 01)_2
a9 b2 Co
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e quindi le terne (a1, b1, ¢1) e (az, ba, c2) sono linearmente indipendenti. Pertanto,
qualsiasi loro combinazione lineare con coefficienti h e k£ non entrambi nulli:

(ha1 —+ kCLQ, hbl + kbz, hCl + kCQ)

¢ non nulla.

Dobbiamo ora dimostrare che ogni piano m ; passa per la retta r. Sia
A = (x0, 40, 20) un qualsiasi punto di . Dal momento che A appartiene sia a
7 che a o, abbiamo:

a1xo +b1xo +c120 +dy =0 e agxo+ baxg + cozg +do =0,
ma allora, per ogni h e k abbiamo
h(alxo + bixo +c120 + dl) + k‘(a2$0 + boxg + c220 + dg) =h-0+k-0=0.

Pertanto ogni piano  ; passa per il punto A. Poiché avevamo scelto A in
maniera arbitraria sulla retta r, ogni piano 7, passa per tutti i punti di r.

Non dimostriamo che ogni piano passante per la retta r ha equazione
cartesiana del tipo

h(aix + b1y + c12 + d1) + k(azz + bay + c22 + da) = 0. -

Esempio 24.38 Sia data la retta r di equazioni cartesiane

z+y+ 2z =0
r:
2 —y+32—-5=0

Vogliamo determinare il piano 7 passante per il punto A = (1,1,1) e per la
retta r.

Il piano cercato deve appartenere al fascio di piani passanti per la retta 7.
Esso ha equazioni:

Thi: h(z+y+22)+k(2x—y+32—-5)=0.
Imponendo il passaggio per il punto A otteniamo:
h(1+1+2)+k(2-14+3-5)=4h—k=0.

Pertanto tutte le coppie (h,4h) verificano la condizione voluta. Queste cop-
pie sono tutte proporzionali tra loro e individuano, quindi, lo stesso piano.
Prendendo, per esempio, la coppia (1,4) otteniamo il piano

ma: W{z+y+22)+4022 —y+32—-5)=0.
Il piano cercato ha pertanto equazione cartesiana

9z — 3y + 142 — 20 = 0. A

Esercizio di base 24.39 Determinare, se esiste, un piano o passante per la
retta r dell’esempio 24.38 e parallelo al piano zy.
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Stelle di piani

Si dimostra facilmente (esercizio) il:

Teorema 24.40 Dato il punto Py = (x0, Yo, 20), per ogni (a,b,c) # (0,0,0), il
Piano gy di equazione cartesiana

Tab,et a(T —x0) +b(y —yo) +c(z — 20) =0

passa per il punto Py. Viceversa, ogni piano passante per Py ha equazione
cartesiana del tipo:

a(x —x0) +b(y —yo) +c(z —20) =0
L’insieme dei piani passanti per Py si chiama stella di piani passanti per Py.

Esempio 24.41 Nell’esempio 24.32 abbiamo determinato un piano 7’ parallelo
al piano 7 di equazione cartesiana

z—y+224+5=0

e passante per A = (1,2,3).

Per far cio abbiamo considerato prima il fascio di piani paralleli a 7 e poi
abbiamo imposto il passaggio per il punto A. Vogliamo ora risolvere 1’esercizio
imponendo prima il passaggio per il punto A e poi il parallelismo con il piano 7.

Consideriamo la stella di piani passanti per A:

alx —1)+bly—2)+c(z—3) =0.

Vogliamo ora scegliere tra tutti questi piani quello parallelo al piano 7. Dobbia-
mo quindi avere (a,b,c) = k(1,—1,2). Le possibili equazioni sono tutte propor-
zionali fra loro e individuano, pertanto, lo stesso piano. Possiamo scegliere, per
esempio, k = 1. Otteniamo il piano

(x—1)—(y—2)+2(2—3)=0

cioe
r—y+2z—-5=0. A

24.7 Semispazi

Nel capitolo 23 sulla geometria affine del piano abbiamo visto che, se in un’equa-
zione cartesiana di una retta r sostituiamo il segno di uguaglianza con un segno
di disuguaglianza, otteniamo tutti i punti di uno dei due semipiani delimitati
dalla retta r.

Nel caso della geometria dello spazio abbiamo un teorema analogo in cui il
ruolo delle rette e svolto dai piani.

Teorema 24.42 Sia dato un piano

m:ax+by+cz+d=0.
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I punti di uno dei due semispazi delimitati dal piano w sono tutti e soli i punti
P = (z,y,2) tali che:
ar+by+cz+d>0.

I punti dell’altro semispazio delimitato dalla retta r verificano invece la disequa-
zione
ax+by+cz+d<0.

Se invece di semispazi aperti (cioé non contenenti il piano che li delimita)
avessimo considerato semispazi chiusi (cioé contenenti il piano che li delimita)
avremmo dovuto considerare disuguaglianze con il simbolo > o <.

Non diamo la dimostrazione di questo teorema.
Esempio 24.43 Consideriamo il piano 7 di equazione
mrx—3y—z2+3=0.
Uno dei due semispazi delimitati da 7 & dato dai punti verificanti la disequazione
rz—3y—z+3>0.
L’altro semispazio ¢ dato dai punti verificanti la disequazione
r—3y—z+3<0.

Se vogliamo stabilire se un certo punto P che non sta sul piano 7 appartiene
all’'uno o all’altro dei due semispazi sostituiamo le coordinate di P nel polinomio
x — 3y — z + 3 e controlliamo il segno del risultato. Ad esempio considerato
il punto P := (3,—1,2) abbiamo 3 — 3(—1) — 2 + 3 > 0. Dunque il punto P
appartiene al semipiano di disequazione x — 3y — z + 3 > 0. A

Teorema 24.44 Dati i piani non parallels
a1 +biy+ciz+di =0 e o:asx+ by~ coz+ds =0,

sia v la retta intersezione dei due piani. Allora un semipiano di w delimitato
da r ¢ dato da tutti e soli © punti verificanti il sistema:

ax+biy+cz+dp =0
asx + boy + coz + dy >0

L’altro semipiano é caratterizzato dal sistema
ax+biy+cz+di =0
{azx—l—bgy—i—cQZ—l—dg <0
DIMOSTRAZIONE Lasciata per esercizio. ™
Esempio 24.45 Consideriamo il piano xy:
Mgyt 2 =10

e il piano vy, z:
Ty,z: T =0.
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L’intersezione dei due piani ¢ ovviamente ’asse delle y. I due semipiani del piano
zy delimitati dall’asse delle y sono caratterizzati dai due sistemi di disequazioni:

z=0 z=0
e
x>0 <0

Se vogliamo stabilire quale dei due semipiani contiene il punto U; := (1,0, 0)
(che, notiamo, & un punto del piano zy) sostituiamo le coordinate di U; nel
polinomio x. Otteniamo come risultato 1 che & un numero positivo. Quindi il
semipiano contenente U; e:

z=0

x>0 A

24.8 Soluzioni degli esercizi di base

EB.24.5 Ricaviamo l'incognita x in funzione delle altre incognite:
r=—1+3z.

Ora assegnando valori parametrici a y e z si ottiene:

r=-1 4 3u
t

z= U
Esplicitando rispetto a z avremmo ottenuto altre equazioni parametriche del piano.

EB.24.6 Abbiamo

EB.24.8 Dovremmo ricavare delle espressioni per i parametri t e u dalla seconda e
terza espressione per poi sostituire queste espressioni nella prima equazione. Ma &
inutile ricavare esplicitamente le espressioni per ¢ e u perché nella prima equazione i
parametri non compaiono (o, se si preferisce, compaiono con coefficiente 0).

Il piano ha, dunque, equazione cartesiana

z—1=0.

EB.24.10 Si verifica facilmente che i tre punti non sono allineati ed esiste quindi
un solo piano passante per essi. Vogliamo determinarne un’equazione cartesiana.
Consideriamo un’equazione cartesiana generica

ax +by+cz+d=0.

Imponendo il passaggio per i tre punti otteniamo il sistema di equazioni lineari
omogeneo nelle variabili a, b, c e d:

20 +3b+4c+d=0

20 +3b+5¢c+d=0

a+3b+5c+d=0
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11 sistema ha come soluzioni (0, k,0, —3k). La soluzione corrispondente a k = 0 non ci
interessa, perché in tal caso avremmo (a,b,c) = (0,0,0). Ponendo k£ = 1 otteniamo
I’equazione cartesiana

y—3=0.

EB.24.25 L’intersezione dei due piani &€ dato dall’insieme delle soluzioni del sistema

r+y+2z—-1=0
2 —y+ z4+2=0

Esse sono: 1
=———t
T3
_ 4,
Y= 3
z= t

Si tratta di una retta.

EB.24.30 Risolvendo il sistema che da la retta r si ottiene:

Per ottenere ora delle equazioni cartesiane della retta r dobbiamo trovare due piani
distinti passanti per 7. I sufficiente trovare due piani distinti passanti per due punti
della retta 7. Ponendo ¢ := 0 e ¢t := 1 troviamo due punti della retta: A := (0,0,—1) e
B :=(-1,1,—1). Cerchiamo ora un piano che li contenga entrambi. Un piano generico
ha equazione ax + by + ¢z + d = 0. Imponendo il passaggio per A e B troviamo le
condizioni —c+d =0e —a+ b — ¢+ d = 0. Possiamo scegliere a, b, ce d (con a, b e
¢ non tutti nulli) in modo tale che queste condizioni siano soddisfatte. Ad esempio
possiamo scegliere a =0, b =0, c =1 e d = 1 e ottenere cosi il piano 7: z 4+ 1 = 0.
Scegliendo poi a =1, b=1, ¢ =0 e d = 0 otteniamo il piano 7': z +y = 0. Abbiamo
quindi le equazioni cartesiane della retta r

z+1=0
T+y =0

EB.24.33 1l piano cercato ha ovviamente equazione cartesiana
r—2y+52=0.
EB.24.39 Il piano cercato dovra appartenere al fascio di piani passanti per r:
Thi: h(x+y+22) +k(2x —y+32—5)=0
cioe:
(h+2k)x + (h—k)y + (2h + 3k)z — 5k = 0.

D’altra parte, dovendo essere parallelo al piano xy, la sua equazione cartesiana & del
tipo z + a = 0, cioe i coefficienti di e y sono entrambi nulli.
Dobbiamo quindi trovare le coppie (h, k) non nulle soluzioni del sistema

h+2k=0
h— k=0

Tale sistema ha come unica soluzione la coppia (0,0). Non esistono quindi piani
verificanti le condizioni richieste.

Geometria - versione 1 397



24. EQUAZIONI CARTESIANE NELLO SPAZIO

24.9 Sunto

Equazioni cartesiane di piani

Teorema L’insieme dei punti P = (x,y,z) dello spazio le cui coordinate
verificano un’equazione del tipo:

ax+by+cz+d=0 con (a,b,c)#(0,0,0)

e formato da tutti e soli i punti di un piano.

Viceversa, dato un piano m esiste un’equazione del tipo di cui sopra le cui
soluzioni sono le coordinate di tutti e soli i punti del piano w. L’equazione viene
detta equazione cartesiana del piano.

Osservazione Ogni equazione del tipo kax + kby + kcz + kd = 0 con k # 0
€ equivalente all’equazione azx + by + cz + d = 0 ed e quindi un’equazione
cartesiana dello stesso piano. A

Teorema Dati tre punti non allineati Py = (x9, Y0, 20), P1 = (x1,y1,21) €
Py := (x2,Y2, 22), il piano T passante per essi ha equazione cartesiana:

rT—Xo Y—Yo <Z2—%20
T1—To Y1—Yo 21— 20| =0.
T2 —To Y2 —Yo 22— %20

Teorema Siano dati un punto Py = (xo,y0,20) e due vettori linearmente
indipendenti v == (l1,m1,n1) e w = (la,m2,n2). Il piano passante per Py e
parallelo ai vettori v e w ha equazione cartesiana:

T—Zo Y—Y 22— 20
ll mq s =0.
lo ma Ny

Teorema La retta r di equazioni parametriche:
T=x9+ It
T Yy = 1Yo+ mit

Z2=2z290+ nt
e il piano m di equazione cartesiana:
mrax+by+cz+d=0
sono paralleli se e solo se si ha:

al +bm +cen = 0.

Intersezione di piani
Teorema Siano m e o due piani di equazioni cartesiane:

T+ byt+ciz+di =0 e o:asxr+boy+coz+dy =0.
_ (a1 bi @ P K51 bi a1 di
A= <a2 by Cz) e A= ((12 by co d2)
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24.9. Sunto

e tk A’ =1 se e solo se i due piani coincidono;
e tkA=1,1k A" =2 se e solo se i piani sono paralleli e non coincidenti;

e tk A =2 se e solo se i due piani sono incidenti in una retta.

Equazioni cartesiane di rette
Definizione Sia dato un sistema

ax+biy+cz+dp =0

asx + boy + coz +dy =0
con

N
ag bg Co

Le soluzioni del sistema sono tutti e soli i punti di una retta r. Le equazioni
del sistema vengono dette equazioni cartesiane della retta r. A

Teorema Ogni retta r é dotata di equazioni cartesiane.

Osservazione Notiamo che per una retta passano infiniti piani. Ogni ret-
ta & dotata quindi di infinite coppie di equazioni che sono le sue equazioni
cartesiane. A
Fasci e stelle di piani
Teorema Dato un piano 7 di equazione cartesiana:

m:axr+by+cz+d=0,
per ogni k € R, 4l piano m; avente equazione cartesiana

T ax +by+cz+k=0

¢ parallelo al piano .
Viceversa, ogni piano parallelo al piano m ha equazione cartesiana del tipo

ax+by+cz+k=0.

L’insieme di tutti i piant paralleli al piano w viene chiamato fascio di piani
parallels.

Teorema Siano dati due piani distinti T e o passanti per una retta r:
a1 +biy+ciz+di =0 e o:asx+ by +coz+do =0.
Allora, per ogni coppia di numeri reali (h,k) # (0,0), l'equazione cartesiana
h(a1z + b1y + c12 + dy) + k(agx + bay + coz + do) =0

rappresenta un piano mp  che passa per la retta r. Viceversa, ogni piano che
passa per la retta r ha equazione cartesiana del tipo

h(a1z + b1y + c12 + dy) + k(agx + boy + caz + da) = 0.

Linsieme di tutti © piani passanti per la retta r viene chiamato fascio di piani
passanti per r.
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Teorema Dato il punto Py := (xo, Yo, 20), per ogni (a,b,c) # (0,0,0), i piano
Tabc di equazione cartesiana

Tape: (T —20) + by —yo) +c(z —20) =0

passa per il punto Py. Viceversa, ogni piano passante per Py ha equazione
cartesiana del tipo:

a(z — o) +b(y —yo) +c(z —20) =0

Linsieme dei piani passanti per Py st chiama stella di piani passanti per Py.

Semispazi
Teorema Sia dato un piano
m:ax+by+cz+d=0.

I punti di uno dei due semispazi delimitati dal piano ™ sono tutti e soli i punti
P = (z,y,2) tali che:
ar + by +cz+d > 0.

I punti dell’altro semispazio delimitato dalla retta r verificano invece la disequa-
zione
ar+by+cz+d<0.

Teorema Dati i piani non paralleli
T +biy+ciz+di =0 e o:ax+ by~ coz+ds =0,

sia r la retta intersezione dei due piani. Allora un semipiano di w delimitato
da r é dato da tutti e soli i punti verificanti il sistema:

s +biy+ciz+d =0
a2 + boy + coz +do > 0

L’altro semipiano € caratterizzato dal sistema

s +biy+ciz+d =0
a2 + boy + coz + do <0

24.10 Esercizi

Sia fissato nello spazio un sistema di riferimento affine..

E.24.1 Determinare le equazioni parametriche del piano di equazione cartesia-
na:
20 —by+22—-4=0.

E.24.2 a. Determinare un’equazione cartesiana del piano m passante per i tre
punti A:=(1,1,1), B:=(2,3,5) e C :=(1,0,0).
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b. Determinare un’equazione cartesiana del piano ¢ parallelo a 7 e passante
per il punto D := (0,0, 1).

E.24.3 Determinare un’equazione cartesiana del piano 7 passante per il punto
A= (1,2, -3) e parallelo alle rette:

r= 1+3t r=—-4+t
re-ey=—7+ 1%t e s:qy=-9+2¢t
z=—4—2t z=—4—4t

E.24.4 Data la retta r di equazioni cartesiane:
{ Tty -1=0

r—y+z+2=0

e il punto A == (1,1,0), determinare tutti i piani contenenti sia la retta r che il
punto A.

E.24.5 Determinare se le seguenti quaterne di punti sono complanari o no.
Nel caso siano complanari determinare se sono allineati o meno. Infine se
sono complanari ma non allineati determinare ’equazione del piano che essi
individuano, nel caso siano allineati determinare la retta che essi individuano.

a. P=(1,3,2), Q= (1,1,4), R:=(2,1,3), S = (1,3,5).
b. P:=(1,3,2), Q = (1,1,4), R:= (2,1,3), S := (3,3,0).
C' P :: (1’37 2)7 Q :: (17 1’4)) R :: (1747 1)’ S :: (1507 5)'

E.24.6 Determinare se le seguenti quaterne di punti sono complanari o no.
Nel caso siano complanari determinare se sono allineati o meno. Infine se
sono complanari ma non allineati determinare ’equazione del piano che essi
individuano, nel caso siano allineati determinare la retta che essi individuano.

a. P:=(3,1,1),Q = (2,-1,5), R:=(3,2,1), S :== (—2,1,0).
b, P=(1,2,1), Q = (2,1,3), R = (4,~1,7), § = (1,3,5).
c. P:=(1,0,5),Q =(2,1,6), R == (4,3,8), S = (0,—1,4).

E.24.7 Siano dati il piano mp : ¢ —y + kz+ h =0 e la retta

T+ y— =z =0
r:
x—2y+22+1=0
Determinare (se esistono) i valori dei parametri h e k tali che:
a. mp € r siano incidenti;

b. 7, e r siano paralleli;

c. r giaccia su 7y, k-
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E.24.8 Siano dati la retta

r—2y+2z—-1=0
st
y—2z—1=0

il plano7: x —y+2z—1=0e il punto P := (2,3,1).
Si determinino le equazioni della retta r passante per il punto P, incidente
la retta s e parallela al piano .

E.24.9 Determinare le equazioni della retta che passa per il punto P :=
(1,2,—1) ed ¢ incidente le rette

T —y -3=0

2z —y + 32 =0 3z+3y— z2+2=0
T e s:
2y + 3z =0

E.24.10 Determinare le equazioni cartesiane e parametriche delle rette dello
spazio determinate dalle condizioni:

a. passante per i punti P := (3,1,1), Q == (1,—-2,1);
b. passante per il punto P := (2,1,0) e parallela al vettore u := (1,—1,1);

c. passante per il punto P = (1,—2,1) e parallela alla retta r di equazioni
cartesiane

{2:5 y+2z—-5=0

3r — 2y + 2 =0
d. passante per il punto P = (1,2,5) e parallela alla retta di equazioni
parametriche
r=2-—-2t
y=2-— 1
z=14+2t

E.24.11 Determinare le equazioni cartesiane e parametriche dei piani dello
spazio determinate dalle condizioni:

a. passante per i punti P == (1,2,1), @ = (1,—-2,1), R:= (1,1,0);

b. passante per il punto P := (1,0,—2) e parallelo ai vettori u := (1,0,1) e
vi=(—2,1,1);

c. passante per il punto P := (1, —2,1) e parallelo al piano 7: 3z +y—2z+3 = 0;

d. passante per il punto P := (1,2,5) e parallelo al piano di equazioni parame-
triche
r=2—-2t+ u

y=2+3t—2u
z=1— 1
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E.24.12 Siano dati la retta

) =2y+2-1=0
" y—z2—1=0

eipunti P:=(2,3,1) e @ :=(1,—1,0). Determinare I’equazione del piano =
passante per i punti P e @) e parallelo alla retta r.

E.24.13 Scrivere ’equazione cartesiana del piano 7 passante per il punto
P :=(1,2,—1) e parallelo alle rette

2z —y + 32 =0
r:
T —y -3=0

3xr+3y— 24+2=0
S:
2y 4+ 3z =0

24.11 Soluzioni degli esercizi
E.24.1 Poiché il coefficiente della x & diverso da 0, possiamo scrivere:

5
T=24+-y—=z.

2
Posto y :=t e z := u, abbiamo le equazioni parametriche
5
=24 2t —
x + B u
y= t
z= U

E.24.2
a. Applicando il teorema 24.11 otteniamo:
r—1 y—1 z-1

1 2 4 |=o0,
0 -1 -1

e quindi:

m2r+y—z—2=0.
b. Un’equazione cartesiana del piano o ¢ data da:

2—0)+(y—0)—(2—1)=0

e quindi:

2 4+y—2z+1=0.
E.24.3 1l piano 7 deve essere parallelo ai vettori direttori delle rette r e s. Applicando
il teorema 24.15 otteniamo:

z—1 y—2 243
3 1 -2 | =0,
1 2 —4

da cui:
m:2y+2z2—1=0.
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E.24.4 Notiamo che il punto A non appartiene alla retta r. Infatti le coordinate
di A non soddisfano la prima delle due equazioni di r. Esiste quindi un solo piano
verificante le condizioni richieste.

Si consideri allora il fascio di piani passanti per r:

AMe+y—1)+pulz—y+2+2)=0. *)

Per ogni (A, u) # (0,0) abbiamo un piano contenente la retta r. Cerchiamo le coppie
(A, ) per le quali si ottiene un piano contenente A. Imponendo nell’equazione ((*)) il
passaggio per A otteniamo:

AMI+1—=1)+pu(1—1+40+2)=A+2u=0.

Pertanto le coppie (A, u) = (—2k, k) con k numero reale non nullo soddisfano la
condizione richiesta. Per ogni k € R — {0}, il piano:

—2k(z+y—1)+k(z—y+2+2)=0

verifica le condizioni richieste. A prima vista appare che abbiamo trovato infiniti piani.
In effetti le infinite equazioni cartesiane, essendo tutte proporzionali, determinano
uno stesso piano. Possiamo quindi scegliere un qualsiasi k£ non nullo. Ponendo, per
esempio, k = —1 abbiamo ’equazione cartesiana del piano cercato:

r+3y—z—4=0.

E.24.5 Dati 4 punti P, @, R, S si possono considerare i vettori u := Oﬁ - O?,
v=0R—-OP e w:=0S5— OP. La dimensione dello spazio generato da u, v e w
permette di stabilire se i punti sono complanari o allineati.

a. I vettori u, v e w hanno componenti rispettivamente (0, —2,2), (1,-2,1), (0,0, 3).
La dimensione dello spazio da essi generati ¢ uguale al rango della matrice

0 1 0
-2 -2 0
2 1 3

Poiché questa matrice ha determinante 6, il suo rango ¢ 3. Pertanto i 4 punti non
sono complanari.

b. I vettori w, v e w sono rispettivamente (0,—2,2), (1,-2,1), (2,0,—2). La
dimensione dello spazio da essi generati &€ uguale al rango della matrice

0 1 2
-2 -2 0
2 1 -2

I1 determinante di questa matrice € 0, quindi, il suo rango € minore di 3. Pertanto
i 4 punti sono complanari. Poiché la prima e seconda colonna sono linearmente
indipendenti, il rango della matrice € 2 e, quindi, i 4 punti non sono allineati. Abbiamo
gia notato che le prime due colonne della matrice sono indipendenti: questo significa
che i primi 3 punti non sono allineati e, quindi, per trovare il piano passante per essi &
il piano passante per tutti e 4 i punti. Utilizziamo la formula che da il piano passante
per 3 punti:

r—1 y—3 z-—2

1-1 1-3 4-2|=0

2—-1 1-3 3-2
cioe

z—1 y—3 z2-2

o
|
[}
2o
I
o

404 G. Accascina e V. Monti



24.11. Soluzioni degli esercizi

Sviluppando il determinante, troviamo l’equazione del piano:
204+ 2y + 2z - 12 = 0.

c. I vettori u, v e w sono rispettivamente (0, —2, 2), (0,1, —1), (0, —3,3). Tutti questi
vettori sono multipli di w, dunque, lo spazio da essi generati ha dimensione 1: cio
significa che i 4 punti sono allineati. La retta passante per essi ha parametri direttori
(0,—2,2) e ha quindi equazioni parametriche

r=1
y=3 -2t
z2=2+ 2t

Per determinare le equazioni cartesiane di questa retta dobbiamo trovare due piani
distinti che la contengono. Vediamo subito che uno di questi piani ha equazione
xr — 1 = 0. Per trovare un altro piano, ricaviamo un’espressione per ¢ dalla seconda
equazione: t = 377‘1’ Sostituendo questa espressione nella terza equazione troviamo
z =5 —y. La retta ha allora equazioni cartesiane:

T —1=0
y+2z—-—5=0
Si puo verificare che effettivamente questa retta passa per i punti assegnati sostituen-
done le coordinate nel sistema cosi ottenuto.

E.24.6 Utilizzeremo per determinare la complanarita delle vari quaterne il corolla-
rio 21.20.

a. Abbiamo
2-3 3-3 —-2-3 -1 0 -5
-1-1 2—-1 1-1|=|-2 1 0|=21
5—-1 1—-1 0-1 4 0 -1
Pertanto i 4 punti non sono complanari.
b. Abbiamo
2—-1 4—-1 1-1 1 3 0
1-2 -1-2 3-2/=|-1 -3 1|=0
3—-1 7-1 5-1 2 6 4

Dunque i quattro punti sono complanari.

Dobbiamo ora stabilire se sono allineati oppure no: per il teorema 21.18 notiamo
che sono allineati se e solo se il rango della matrice

1 3 0
-1 -3 1
2 6 4

€ minore di 2. Poiché questa matrice ha rango 2, i quattro punti non sono allineati.
Determiniamo allora il piano passante per essi: basta scegliere tre punti tra essi non
allineati. Non possiamo scegliere P, @ e R perché sono allineati (si pud verificarlo
facilmente). Possiamo invece scegliere come punti P, Q e S. Il piano cercato ha allora
equazione:

r—1 y—2 z-1

2—-1 1-2 3-11=0

1-1 3—-2 5-1

ovvero —6x — 4y + z+ 13 = 0.
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c. Abbiamo
2—1 4-1 0—1 1 3 -1
1-0 3—-0 —-1-0/=1(1 3 -—1|=0.
6—-5 8-5 4-5 1 3 -1

Dunque i quattro punti sono allineati. Poiché la matrice

1 3 -1
1 3 -1
1 3 -1

ha rango 1, i quattro punti sono allineati. Per determinare la retta passante per
essi basta prendere la retta che passa, ad esempio, per P e (). Essa ha equazioni
parametriche:

r=1+2-1)t
y= (1-0)t
z=54 (6—-5)t
cioe
r=1+1
Yy = t
z=50+t

Se volessimo determinarne le equazioni cartesiane, potremmo ricavare ¢ dalle 3 equa-
zionit =x —1,t =y, t = z —5 ed eguagliando a due a due queste espressioni
troveremmo x — 1 =y, x — 1 = z — 5. Pertanto le equazioni cartesiane della retta sono

T -y -1=0
T —2z4+4=0
E.24.7 Per determinare I'intersezione di 7, e 7 occorre discutere (ed eventualmente
risolvere) il sistema:
r— y+kz+h=0
r+ y— z =0

r—2y+2z2+1=0

La matrice dei coefficienti di questo sistema &

1 -1 k&
A=|1 1 1
1 -2 2

1 -1 k h
A=11 1 -1 0
1 -2 2 1

a. mp,, € r sono incidenti se e solo se il sistema e risolubile e ha un’unica soluzione,
ovvero se e solo se A ha rango 3, cioe det A # 0. Imponendo questa condizione si ha
3 — 3k # 0. Dunque 7y, € r sono incidenti se e solo se k # 1.

b. Ovviamente 7,1 e  sono paralleli se e solo non sono incidenti, ovvero se e solo se
k=1.

c. Affinché r giaccia su 7, € necessario che r sia parallela a 7, dunque che k = 1.

Una volta imposta questa condizione, per imporre che r giaccia su 71 € sufficiente

imporre che un punto qualunque di r (ad esempio (—%, %,0)) appartenga a mp k.
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Dunque si ha 7% — % + 0+ h =0, cioe h = % Dunque r giace su 7y, se e solo se
k=1leh= %

Alternativamente si puo dire che r giace su mp 1 se e solo se il sistema che da le
intersezioni tra r e 7y, € risolubile e le soluzioni dipendono da un parametro, ovvero
se e solo se A e A’ hanno rango 2. Imponendo queste condizioni si trovano ovviamente

la stessa condizione gia determinata.

E.24.8 Possiamo cercare due piani che contengono la retta r e determinare r come
intersezione di questi due piani.

La retta r deve incidere la retta s. Quindi deve esistere un piano o che contiene
entrambe le rette. In particolare o contiene s e il punto P (che deve appartenere a 7).
1l fascio di piani passanti per s ha equazione:

hMe—2y+2z—1)+k(y—2z—1)=0.

Imponendo il passaggio per P troviamo ’equazione —4h + k = 0. Le soluzioni di
questa equazione sono tutte proporzionali tra loro e individuano, quindi, lo stesso
piano. Scegliendo ad esempio h = 1 e k = 4 troviamo l’equazione di o:

rz+2y—3z2—-5=0.

Sappiamo inoltre che la retta r deve essere parallela al piano 7. Quindi deve essere
contenuta in un piano parallelo a 7, precisamente al piano p parallelo a 7 e passante
per P. Il generico piano parallelo a 7 ha equazione del tipo x —y + z + k = 0.
Imponendo il passaggio per P troviamo k = 0. Dunque p ha equazione

r—y+2z=0.
Ora r ¢ intersezione di o con p, dunque le sue equazioni cartesiane sono
r+4+2y—32—5=0
r— y+ z =0

E.24.9 La retta cercata t, dovendo incidere r e passare per P deve essere contenuta
nel piano 7 contenente r e passante per P. Analogamente ¢ deve essere contenuta nel
piano o contenente s e passante per P. Pertanto ¢ sara data dall’intersezione di 7 e o.
Determiniamo questi due piani. Il fascio di piani passanti per r ha equazione:

h(2x —y+32) + k(zr —y —3) =0.

Imponendo il passaggio per P troviamo l’equazione —3h — 4k = 0. Le soluzioni di
questa equazione sono tutte proporzionali tra loro e individuano, quindi, lo stesso
piano. Scegliendo ad esempio h = 4 e k = —3 troviamo ’equazione di =:

S5t —y+ 122+ 9 =0.
11 fascio di piani passanti per s ha equazione:
h(3z+3y—2z+2)+k(2y+3z) =0.

Imponendo il passaggio per P troviamo l’equazione 12h 4+ k = 0. Le soluzioni di
questa equazione sono tutte proporzionali tra loro e individuano, quindi, lo stesso
piano. Scegliendo ad esempio h = 1 e k = —12 troviamo ’equazione di o:

3z — 21y — 372+ 2=0.
Dunque le equazioni cartesiane di t sono:

S5x— y+122+9=0
3 — 21y — 372+ 2=0
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E.24.10 In ciascuno dei punti di questo esercizio determineremo, se possibile, in
maniera indipendente le equazioni parametriche e le equazioni cartesiane della retta
cercata. Ovviamente determinata una forma per le equazioni della retta sarebbe
possibile determinare da essa 'altra.

a. La retta passante per i punti P = (3,1,1), @ = (1, —2,1) ha parametri direttori
(1-3,-2—1,1—1) = (—2,-3,0).

Dunque le sue equazioni parametriche sono:

r=3—2t
y=1-3t
z=1

Per determinare le equazioni cartesiane dobbiamo trovare due piani distinti contenenti
i punti P e Q. Consideriamo allora la stella di piani passanti per P:

a(x —3)+bly—1)+c(z—1)=0.
Imponendo il passaggio per il punto Q) troviamo la condizione:
a(l—=3)+b(-2-1)+¢(1—-1)=0,

ovVVero
—2a - 3b=0.

Dunque i piani passanti per P e Q) sono quelli la cui equazione & del tipo
—%b(m S 3) by —1) fe(z—1)=0.

Si noti che questi piani formano il fascio di piani passanti per la retta congiungente i
punti P e Q. Per determinare le equazioni cartesiane della retta cercata dobbiamo
allora scegliere due piani distinti in questo fascio. Prendiamo per semplicita il piano
corrispondente alla coppia di valori (b, ¢) = (1,0):

-+ -1=0

ovvero
3z —2y —7=0.

Prendiamo ora un altro piano del fascio (dobbiamo scegliere una coppia di valori
(b, ¢) non proporzionali alla coppia (1,0)). Per semplicita scegliamo (b,c) = (0,1).
Otteniamo cosi il piano di equazione

z—1=0.
La retta ha dunque equazioni cartesiane:

3xr—2y —7=0
z—1=0

b. Conosciamo un punto e i parametri direttori della retta. Possiamo quindi facilmente
scrivere le equazioni parametriche:

r=2+4+1
y=1—-1
z = t
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Per determinare le equazioni cartesiane di questa retta dobbiamo trovare due piani
distinti che la contengono. Ricaviamo un’espressione per ¢ dalla terza equazione: ¢ = z.
Sostituendo questa espressione nella prima equazione troviamo x = 2 + z, sostituendo
nella seconda equazione troviamo y = 1 — z. La retta ha allora equazioni cartesiane:

T + z—2=0

y+2z—-1=0
c. Laretta r ¢ contenuta nei piani 7: 2e —y+2—-5=0e0: 3x —2y+2 = 0. La retta
cercata & contenuta nel piano 7', parallelo a 7 e passante per P. Allo stesso modo
la retta & contenuta nel piano ¢’, parallelo a o e passante per P. La retta cercata

¢ allora l'intersezione dei piani 7’ e ¢’. Determiniamo ’equazione di 7’. 1l fascio di
piani paralleli a 7 & dato dalle equazioni:

2c —y+z+k=0.
Imponendo il passaggio per P troviamo k = —5. Dunque il piano 7’ ha equazione:
2 —y+2z—-5=0.
Il fascio di piani paralleli a o ¢ dato dalle equazioni:
3r—2y+z2+h=0.
Imponendo il passaggio per P troviamo h = —8. Dunque il piano s’ ha equazione:
o3z —2y+2—-8=0.
La retta cercata ha allora equazioni cartesiane:

2c — y+2z—-5=0
3r—-2y+2—-8=0

Risolvendo questo sistema troviamo le equazioni parametriche della retta cercata:

r= 2—t
y=-1-1
z= t

d. La retta cercata ha gli stessi parametri direttori della retta assegnata, vale a dire
(—=2,—1,2). Dunque la retta ha equazioni parametriche:

r=1-—2t
y=2-— 1t
z=5+2t

Ricaviamo t dalla seconda equazione: ¢t = 2 — y. Sostituendo questa espressione nella
prima e nella seconda equazione determiniamo le equazioni di due piani contenenti la
retta. Otteniamo dunque z =1— (2 —y) e 2 = 5+ 2(2 — y). Dunque la retta cercata
ha equazioni cartesiane:
rT— y +1=0
2 4+2—-9=0

E.24.11 In ciascuno dei punti di questo esercizio determineremo, se possibile, in
maniera indipendente le equazioni parametriche e ’equazione cartesiana del piano
cercato. Ovviamente determinata una forma per le equazioni del piano sarebbe
possibile determinare da essa l’altra direttamente.
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a. Il piano ¢ parallelo al vettore u = 0670? ewv = (727 (ﬁ vale a dire a (0, —4, 0)

e (0,—1,—1). Dunque il piano ha equazioni parametriche:

r=1
y=2—-4t —u
z=1 —u

Per determinare ’equazione cartesiana del piano consideriamo la stella di piani passanti
per P:
alz—1)4+b(y—2)+c¢(z—1)=0.
Imponendo il passaggio per @ troviamo la condizione
a(l—1)4+b(-2-2)+¢(1—-1)=0,
che da b = 0. Il generico piano passante per P e Q ha allora equazione:
a(r—1)+c(z—1)=0.
Imponendo il passaggio per R troviamo la condizione:

a(1—1)+c(0—1) =0,

che da ¢ = 0. Assegnato ora ad a un valore arbitrario diverso da 0, ad esempio a = 1,
determiniamo ’equazione cartesiana del piano cercato:

z—1=0.
b. Le equazioni parametriche si possono scrivere immediatamente:

r= 1+t—2u
= U

z==-24+1+ u

Per scrivere 1’equazione cartesiana possiamo ricavare u dalla seconda equazione e
sostituire I'espressione trovata nella prima e nella terza equazione:

r= 14+t—-2y
z=—-24+t+y

Ricaviamo ora t dalla prima equazione (¢ = x + 2y — 1), e sostituiamo l’espressione
cosl trovata nella seconda equazione:

z==24+(x+2y—1)+y.
Otteniamo cosi I’equazione cartesiana del piano cercato:
z+3y—2—-3=0.

c. Il generico piano parallelo al piano dato ha equazione cartesiana 3x +y — 2z +d = 0.
Imponendo il passaggio per P troviamo d = 0, da cui otteniamo 1’equazione del
piano cercato 3x +y — z = 0. Per determinare le equazioni parametriche risolviamo
I’equazione del piano:

T = t
y=—3t+u
z = u
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d. Le equazioni parametriche si possono scrivere immediatamente:

r=1—-2t+ u
y=24 3t —2u
z=5—t

Per ottenere ’equazione cartesiana del piano possiamo ricavare t dalla terza equazione
(t =5 — z) e sostituire I'espressione trovata nella prima e nella seconda equazione:

z=1-20—-2)+ u
y=2+305-2)—2u

ovvero:

r=—9 +2z+ u
y= 17—-3z—2u

Ricaviamo ora u dalla prima equazione (u = x — 2z + 9), e sostituiamo 1’espressione
cosi trovata nella seconda equazione:

y=17-3z2—-2(z — 2z +9).
Otteniamo cosi I’equazione cartesiana del piano cercato:
2c+y—2+1=0.

E.24.12 Un piano ha equazione generica ax + by + cz + d. Imponendo il passaggio
per P troviamo la condizione:

2a +3b+c+d=0,

da cui ricaviamo
d=—2a—3b—c.

L’equazione del piano puo quindi scriversi cosi:
ax+by+cz—2a—-3b—c=0.
Imponendo il passaggio per @) troviamo
a—b—2a—-3b—c=0,

da cui otteniamo:
c= —a — 4b.

L’equazione del piano passante per P e @) puo allora scriversi cosi:
ar+by —(a+4b)z—a+b=0.

Ora dobbiamo solo imporre il parallelismo di questo piano con la retta r. L’intersezione
di questo piano con 7 si puo ottenere come soluzione del sistemas:

T — 2y + z — 1=0
Yy — z — 1=0
ar + by — (a+4b)z —a+b=0.
Questo & un sistema di 3 equazioni nelle tre incognite x, y, z. Esso ha quindi un’unica

soluzione se e solo se il determinante della matrice del sistema ¢ diverso da 0. Ma il
sistema ha un’unica soluzione se e solo il piano e la retta sono incidenti. Un piano e
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una retta sono paralleli se e solo se non sono incidenti, quindi possiamo imporre la
condizione di parallelismo tra la retta e il piano richiedendo che la matrice del sistema

1 -2 1
A=(0 1 -1
a b —(a+4d)
abbia determinante nullo, cioe
—-3b=0.

Possiamo allora scrivere 1’equazione del piano cosi:
ar —az —a =0.

Queste equazioni sono tutte proporzionali tra loro e individuano, quindi, lo stesso
piano. Assegnando ad a un qualsiasi valore non nullo, ad esempio 1, troviamo allora
I’equazione:

r—z—1=0.

E.24.13 Sia dato un piano generico di equazione cartesiana ax + by + cz +d = 0.
Consideriamo il sistema che da l'intersezione di questo piano con la retta r

ar +by+cz+d=0
2z — y + 3z =0
T— y -3=0

E un sistema di tre equazioni in tre incognite la cui matrice dei coefficienti e:

a b ¢
A=12 -1 3
1 -1 0

Se A ha determinante diverso da 0, allora il sistema ha un’unica soluzione, cioe il
piano e la retta r sono incidenti in un punto. Il piano e la retta r sono allora paralleli
se e solo se det A = 0. Imponendo questa condizione troviamo:

3a4+3b—c=0.
Analogamente per imporre il parallelismo con la retta s consideriamo il sistema:
ar+by+cz+d=0
3x+3y— z2+2=0
2y + 3z =0
la cui matrice dei coefficienti é:
a b ¢
B=1{3 3 -1
0 2 3
Il piano e parallelo a s se e solo se det B = 0, cioe se e solo se:

1la — 9b + 6¢ = 0.

Abbiamo cosi ottenuto delle condizioni su a, b e ¢ che esprimono il parallelismo del
piano sia con r che con s:
3a+3b— ¢=0
11la — 90+ 6¢c =0
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Risolvendo questo sistema troviamo: a = 72%6, b= %c. Posto, ad esempio, ¢ := 60,
abbiamo allora che I’equazione del generico piano parallelo sia a r sia a s é:

—9z + 29y + 60z +d = 0.
Imponiamo ora il passaggio per il punto P:
—9-14+29-24+60(—-1)+d=0,
da cui troviamo d = 11. 1l piano 7 ha quindi equazione:

—9z 4 29y 4 60z + 11 = 0.
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CAPITOLO

Funzioni tra insiemi

In questo capitolo studieremo le funzioni tra insiemi. Definiremo innanzitutto il
concetto di funzione e i concetti di immagine e controimmagine. Introdurremo
poi il concetto di funzione iniettiva, suriettiva e biiettiva. Questo ci permettera
di definire la funzione inversa.

25.1 Funzioni. Immagini e controimmagini

Definizione 25.1 Siano A e B due insiemi. Una funzione (o applicazione)
f: A — B & una legge che associa a ogni elemento a di A un elemento b di B.
Quest’ultimo elemento b viene indicato con il simbolo f(a) e viene chiamato
immagine di a. L’insieme A si dice insieme di partenza o dominio di f e
I'insieme B si dice insieme di arrivo o codominio® di f. A

Definizione 25.2 L’insieme delle immagini degli elementi di A viene chiamato
immagine di A attraverso la funzione f (o anche immagine della funzione f)
e viene indicato con il simbolo f(A).

Possiamo anche dare una definizione dell’immagine di f in simboli:

f(A)={f(a) |a € A}
o equivalentemente, dato b € B, si ha:

b e f(A) se e solo se esiste a € A tale che f(a) = 0. A

Esempio 25.3 Sia A l'insieme dei cittadini italiani e sia B I'insieme formato
dal numero 0 e dai naturali, cioe B := N U {0}. La legge f che associa a ogni
cittadino italiano la sua eta € una funzione f: A — B.

Se, per esempio, il signor Giovanni Rossi, cittadino italiano, ha 32 anni,
abbiamo f(Giovanni Rossi) = 32. Giovanni Rossi ha dato il nome Vittoria alla
figlia appena nata. Quindi f(Vittoria) = 0. A

n alcuni testi il termine codominio indica 'immagine di f.
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Esempio 25.4 Sia B := NU{0} e C := {0,1}. Consideriamo la legge g che
associa a ogni numero intero il numero 1 se esso € maggiore o uguale di 18 e il
numero 0 altrimenti. La legge g ¢ una funzione g: B — C. Si ha, per esempio:
9(32) =1, g(13) =0, g(0) = 0. A

Esempio 25.5 Consideriamo la legge che associa a ogni numero reale a il
numero reale a?. Abbiamo una funzione f: R — R. Si ha, per esempio:

I numeri reali che sono quadrati di numeri reali sono positivi o nulli. Abbiamo
quindi
fR)Y={beR|b>0}. A

Esercizio di base 25.6 Sia f: R — R la legge che associa a ogni numero reale
il suo valore assoluto. Determinare f(1), f(—2) e f(0). Determinare f(R).

Definizione 25.7 Data una funzione f: A — B e un elemento b € B, chia-
miamo controimmagine di b attraverso f il sottoinsieme di A formato dagli
elementi a tali che f(a) = b. Indichiamo questo sottoinsieme di A con il simbolo
f~(b). Possiamo esprimere tutto cio in simboli:

F7H0) ={a€ Al f(a) = b} A
Chiaramente, dato b € B, si ha:

f7UHb) # @ se e solo se b € f(A).

Esempio 25.8 Consideriamo la funzione data nell’esempio 25.3. Dato il nume-
ro 32, si ha che f~1(32) & formato da tutti i cittadini italiani che hanno 32 anni.
Si ha che f71(32) # @. Sappiamo infatti che il signor Giovanni Rossi ha 32
anni. Egli appartiene quindi a f~1(32). Anche f~!(0) # @. La figlia Vittoria
di Giovanni Rossi appartiene infatti a f~1(0). Abbiamo inoltre f~1(391) = &.
Non esiste infatti alcun cittadino italiano che ha 391 anni. A

Esempio 25.9 Consideriamo la funzione g data nell’esempio 25.4. Si ha:

g1 (0) = {z e NU{0} | = < 18},
g (1) ={r e NU{0} | v > 18}. A

Esempio 25.10 Consideriamo la funzione data nell’esempio 25.5. Essa associa
a ogni numero il suo quadrato. Si ha:

fFHoy =10}y, ) ={2,-2}, fl(-4)=2 A
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25.2. Funzioni iniettive, suriettive, biiettive

Esempio 25.11 Consideriamo la funzione trunc: R>% — NU {0} che associa
a ogni numero reale positivo r il massimo numero intero minore o uguale di r.
Ad esempio si ha:

1
trunc(3) =3, trunc <2> =0, trunc (\/5) =1.

Dato a € NU {0} si ha trunc™!(a) = {x e R*? |a <2 < a + 1}. A

Esempio 25.12 Consideriamo la funzione m: N — N che associa a ogni nu-
mero intero a il numero 2a. Fissato b € N si ha m~1(b) = @ se e solo se b ¢
dispari e m~1(b) = {g} se e solo se b & pari. A

Esercizio di base 25.13 Considerata la funzione f dell’esercizio di base 25.6,
determinare f~1(0), f~1(4) e f~1(—4).

Definizione 25.14 Siano date due funzioni f: A - Be g: A — B. Esse si
dicono uguali se per ogni a € A si ha f(a) = g(a). A

Notiamo che per verificare se due funzioni f e g siano uguali dobbiamo innanzi-
tutto verificare che esse abbiano gli stessi insieme di partenza e gli stessi insiemi
di arrivo; poi controlliamo se per ogni a € A si ha f(a) = g(a).

Ad esempio le due funzioni f: R — R e g: R — RZ% (dove RZ? indica
l'insieme dei numeri reali maggiori o uguali di 0) definite da f(z) = 2% e
g(z) = 2 non sono uguali perché hanno diversi insiemi di arrivo.

Esempio 25.15 Consideriamo la funzione f: R — R definita da f(a) = a?

e la funzione g: R — R definita da g(a) = |a|]. Si ha f(2) =4 # 2 = g(2).
Pertanto le due funzioni non sono uguali.
Facciamo notare che, date due funzioni aventi gli stessi insiemi di partenza
e gli stessi insiemi di arrivo, per mostrare che le due funzioni non sono uguali,
bisogna determinare un elemento su cui esse non coincidano. Due funzioni non
uguali possono coincidere su alcuni elementi, ma non su tutti gli elementi.
Nel nostro caso si ha, per esempio f(1) =1 = g(1). A

25.2 Funzioni iniettive, suriettive, biiettive

Definizione 25.16 Una funzione f: A — B & detta suriettiva se la sua
immagine f(A) coincide con l'insieme di arrivo B, vale a dire f(A) = B. In altri
termini, f & suriettiva se per ogni elemento b € B esiste (almeno) un elemento
a € A tale che f(a) =b. A

Definizione 25.17 Una funzione f: A — B ¢ detta iniettiva se, comunque si
scelgano a; e ag distinti in A, si ha f(a1 # f(az). In altri termini, f ¢ iniettiva
se, ogni qual volta si ha f(a1) = f(az), risulta necessariamente a; = as. A

Definizione 25.18 Una funzione f: A — B ¢ detta biiettiva o biunivoca
se € sia iniettiva che suriettiva. A
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Esempio 25.19 La funzione f: A — B data nell’esempio 25.3 non & suriettiva.
Abbiamo visto infatti che 391 ¢ f(A). Quindi f(A) # B. La funzione f non ¢
neanche iniettiva. Infatti, oltre al signor Giovanni Rossi, esistono altri cittadini
italiani che hanno 32 anni. A

Esempio 25.20 La funzione g: B — C definita nell’esempio 25.4 ¢ suriettiva.
Essa non ¢ iniettiva. A

Esempio 25.21 La funzione f: R — R data nell’esempio 25.5, che associa a
ogni numero reale « il proprio quadrato a® non & suriettiva. Abbiamo infatti
visto che —4 ¢ f(R). Inoltre la funzione f non & iniettiva. Notiamo infatti che

f(2)=1(=2). A

Esempio 25.22 La funzione f: R — RZ° che associa a ogni numero reale a
il proprio quadrato a? & suriettiva ma non iniettiva. Notiamo che la funzione
appena data e la funzione data nell’esempio precedente non sono uguali perché
hanno diversi insiemi di arrivo. A

Esempio 25.23 La funzione f: RZ% — R2° che associa a ogni numero reale
non negativo a il proprio quadrato a? & biiettiva. La funzione appena data e
la funzione data nell’esempio precedente non sono uguali perché hanno diversi
insiemi di partenza. A

Esempio 25.24 La funzione log: R>® — R che associa a ogni numero reale
positivo a il suo logaritmo loga € una funzione biiettiva. A

Il fatto che una funzione sia iniettiva, suriettiva o biiettiva puo essere espresso
in termini delle controimmagini degli elementi dell’insieme di arrivo. Abbiamo
infatti la:

Proposizione 25.25 Sia f: A — B una funzione. Allora:
e f ¢ suriettiva se e solo se per ogni b € B si ha che f~1(b) # O;

e f ¢ iniettiva se e solo se per ogni b € B si ha che f~(b) & formato da al
massimo un elemento;

o f ¢ biiettiva se e solo se per ogni b € B si ha che f~(b) & formato da
esattamente un elemento.

Esercizio di base 25.26 Dimostrare la proposizione precedente.

Esempio 25.27 La funzione trunc definita nell’esempio 25.11 & suriettiva.
Abbiamo infatti visto che ogni elemento di NU {0} ha una controimmagine non
vuota. La funzione non ¢ iniettiva. Abbiamo infatti visto che ci sono elementi
di NU {0} la cui controimmagine ¢ formata da piu di un elemento (anzi ogni
elemento di NU {0} ha la controimmagine formata da pilt di un elemento). A

Esempio 25.28 La funzione m definita nell’esempio 25.12 non ¢ suriettiva.
Abbiamo infatti visto che ogni numero dispari non ¢ immagine di alcun numero
intero. La funzione ¢ iniettiva. Lasciamo la verifica per esercizio. A
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Esercizio di base 25.29 Stabilire se la funzione exp: R — R che associa a
ogni numero reale x il numero e” e iniettiva e suriettiva. Rispondere poi alle
stesse domanda per la funzione t: R — R>Y definita da t(z) := e®.

Esercizio di base 25.30 Stabilire se la funzione sin: R — R che associa a
ogni numero reale il proprio seno € iniettiva e suriettiva.

Esercizio di base 25.31 Stabilire se la funzione det: M(2,2,R) — R che
associa a ogni matrice il suo determinante € suriettiva e iniettiva.

Esercizio di base 25.32 Sia data la funzione f: M(p,q, R) — M(q,p,R) che
associa a ogni matrice la sua trasposta. Stabilire se f & iniettiva e suriettiva.

Diamo ora I’esempio di una importante classe di funzioni iniettive.

Esempio 25.33 Sia A un sottoinsieme di un insieme B. Chiamiamo funzione
inclusione la funzione i: A — B che associa ad a € A 'elemento a stesso. Un
esempio di funzione inclusione ¢ la funzione i: Z — R. A

Esempio 25.34 Dato un insieme A, consideriamo la funzione 14: A — A che
associa a ogni elemento di A I’elemento stesso. Cioe:

14(a) = a.

Essa viene chiamata funzione identica di A. Chiaramente ¢ una funzione
biiettiva. A

Osservazione 25.35 Abbiamo dato esempi di funzioni:
e suriettive e iniettive (cioé biunivoche);

e non suriettive e iniettive;

e non suriettive e non iniettive.

Da tutto cio dovrebbe essere ben chiaro che & un grave errore dire che, se una
funzione non e suriettiva, allora essa € iniettiva. A

25.3 Funzione inversa

Definizione 25.36 Sia f: A — B una funzione biiettiva. Definiamo una
funzione g: B — A nel seguente modo. Dato b € B, sappiamo che la controim-
magine di b contiene esattamente un elemento, vale a dire che esiste uno e un
solo elemento a € A tale che f(a) = b. Poniamo allora, per definizione, g(b) := a.
La funzione g appena definita viene chiamata funzione inversa della funzione
f, e viene indicata con il simbolo f~!. Utilizzando questo simbolismo possiamo
dire che se f(a) = b, allora f~1(b) = a. A
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Nota 25.37 Sia f: A — B una funzione e sia b € f(a). Con il simbolo f~1(b)
abbiamo indicato la controimmagine di b attraverso la funzione f. Nel caso
in cui la funzione sia iniettiva allora f~1(b) = {a}. Se poi la funzione f &
biiettiva, con lo stesso simbolo f~!(b) abbiamo indicato anche I'immagine di
b, attraverso la funzione f~!, vale a dire f~(b) = a. Abbiamo dunque una
possibile ambiguita: il simbolo f~1(b) pud indicare tanto un sottoinsieme di A
quanto un suo elemento. A

Esempio 25.38 Sia f: R — R definita da f(a) = a + 1. Si verifica facilmente
che la funzione f & biiettiva. Si verifica altrettanto facilmente che la funzione
f71 ¢ definita da f=1(b) :==b— 1. A

Esempio 25.39 Sia t la legge che associa a ogni macchina la sua targa. Pos-
siamo considerare questa legge come una funzione biiettiva ¢t: M — T dove M
¢ 'insieme delle macchine targate e T' ¢ I'insieme delle targhe. L’inversa della
funzione t & la funzione t~! che associa a ogni targa la sua macchina. A

Esercizio di base 25.40 Abbiamo visto nell’esercizio di base 25.32 che la
funzione f: M(p,q,R) — M(q,p,R) che associa a ogni matrice la sua trasposta
¢ biiettiva. Determinare la funzione f~1.

Esercizio di base 25.41 Verificare che la funzione f: R — R definita ponendo
f(a) == 2a — 1 & una funzione biiettiva. Determinare la funzione f~!.

25.4 Composizione di funzioni

Esempio 25.42 Supponiamo di voler sapere quali siano i cittadini italiani che
sono maggiorenni. Per far cio per ogni cittadino consideriamo la sua eta e poi
vediamo se essa € maggiore o uguale a 18. Se, per esempio, vogliamo sapere se il
signor Giovanni Rossi (vedi esempio 25.3) ¢ maggiorenne, andiamo a vedere la
sua eta (32). Quindi poiché 32 > 18, abbiamo che Giovanni Rossi ¢ maggiorenne.
Sua figlia Vittoria, che ha 0 anni, non & maggiorenne.

Vogliamo formalizzare il metodo da noi usato per determinare quali siano i
cittadini italiani maggiorenni. Abbiamo innanzitutto considerato la funzione
f che associa a ogni cittadino italiano a la sua etd f(a) (abbiamo introdotto
questa funzione nell’esempio 25.3). Abbiamo poi considerato la funzione g
(vedere esempio 25.4) che associa al numero b il numero g(b) =1se b > 18 e il
numero g(b) = 0 altrimenti. Possiamo quindi dire che il cittadino italiano a ¢
maggiorenne se e solo se si ha g(f(a)) = 1.

Date quindi le funzioni f e g, abbiamo definito una nuova funzione h che
associa a ogni cittadino italiano il numero 1 se esso € maggiorenne e il numero
0 altrimenti. Questa funzione h viene detta composizione delle funzioni f e g.A

Vogliamo ora generalizzare cio che abbiamo appena visto.

Definizione 25.43 Siano f: A — B e g: B — C due funzioni. Definiamo la
funzione composizione h: A — C nel seguente modo:
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La funzione h, composizione di f e g, viene indicata con il simbolo g o f.
Utilizzando questo simbolismo abbiamo quindi:

(g0 f)(a) = g(f(a)). A

Nota 25.44 Fare ben attenzione: se noi applichiamo prima la funzione f e
poi la funzione g, utilizziamo per la funzione composta il simbolo g o f. In
questo simbolo prima si scrive la seconda funzione e poi la prima funzione.
La ragione di questo simbolismo, che a prima vista puo sembrare strano, deriva
dalla formula che definisce go f. A

Esempio 25.45 Siano f: R — Re g: R — R le funzioni definite da f(x) := 22
e g(x) := 2z. Consideriamo la funzione g o f. Si ha:

(9o f)(@) = g(f(2)) = g(a®) = 22*.

Consideriamo ora la funzione f o g. Abbiamo:

(fog)(@) = f9(x)) = f(22) = da®.
Abbiamo quindi go f # f o g. Infatti (go f)(1) = 2 mentre (fog)(1)=4 A

Esercizio di base 25.46 Nell’esempio 25.42 abbiamo considerato la funzione
composizione g o f. Possiamo considerare la funzione f o g?

Esempio 25.47 Consideriamo una funzione biiettiva f: A — B e la sua
funzione inversa f~': B — A. Consideriamo f~'o f: A — A. Si ha:

(f~ o f)a)=f"(f(a) =a.
Abbiamo percio:
fhof=14.

Ricordiamo che con il simbolo 14 abbiamo indicato la funzione identica di A.A

Esercizio di base 25.48 Data la funzione biiettiva f: A — B, verificare che
si ha:
foft=1p. A

Teorema 25.49 Date le funzioni f: A— B eg: B— C, si ha:
1. se f e g sono iniettive allora g o f & iniettiva;
2. se f e g sono suriettive allora g o f € suriettiva.

DIMOSTRAZIONE Dimostriamo innanzitutto la 1. Dobbiamo provare che, dati
due elementi distinti a e o’ di A, allora (go f)(a) # (g o f)(a’). Poiché la
funzione f & iniettiva sappiamo che f(a) # f(a'). Poiché la funzione g &
iniettiva si ha g(f(a)) # g(f(a’)). Abbiamo pertanto mostrato la nostra tesi:
(90 f)a) # (go [)(d).

Dimostriamo ora la 2. Dobbiamo provare che, per ogni ¢ € C, esiste a € A
tale che (g o f)(a) = c. Poiché la funzione g € suriettiva, esiste b € B tale che
g(b) = c. Poiché la funzione f & suriettiva, esiste a € A tale che f(a) = b.
Ma allora (go f)(a) = g(f(a)) = g(b) = ¢. Abbiamo dimostrato quel che
volevamo. n
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Esercizio di base 25.50 Verificare se le funzioni f e g assegnate nell’esem-
pio 25.45 sono iniettive, suriettive, biunivoche. Verificare poi se le funzioni fog
e g o f sono iniettive, suriettive, biunivoche.

25.5 Soluzioni degli esercizi di base

EB.25.6 Per definizione abbiamo che f(1) =1, f(—2) =2 e f(0) = 0. Per determi-
nare I'immagine f(R) dobbiamo trovare i numeri reali y per cui esiste un numero reale
z tale che |z| = y. Se y < 0 allora non esiste alcun z tale che |z| = y, se invece y > 0
allora y = |y|, cioe y = f(y), e, dunque, y € f(R). Pertanto f(R) ={b&€ R |b > 0}.

EB.25.13 Per definizione di controimmagine abbiamo che f~'(0) = {x € R | || = 0}.
Dunque f~!(0) = {0}. Analogamente si trova che f~'(4) = {4, —4} e f7!(-4) = @.

EB.25.26 Sappiamo che f & suriettiva se e solo se per ogni b € B esiste un elemento
a € A tale che b = f(a), vale a dire un elemento a nella controimmagine di b. Dunque,
f & suriettiva se e solo se per ogni b € B si ha che f~!(b) & non vuota.

Vogliamo ora mostrare che f & iniettiva se e solo se per ogni b € B si ha che f~*(b)
¢ formato da al massimo un elemento. Per far questo possiamo mostrare che f non e
iniettiva se e solo se esiste un elemento b € B la cui controimmagine contiene piu di un
elemento. Supponiamo allora che esista un elemento b € B nella cui controimmagine
¢’¢ pitt di un elemento. Possiamo quindi scegliere a e a’ in f~*(b) diversi fra loro: ma
allora f(a) = f(a'), cioé f non & iniettiva. Viceversa se f non ¢ iniettiva esistono
due elementi a e a’ diversi fra loro tali che f(a) = f(a’): ma allora, posto b = f(a),
abbiamo che la controimmagine di b contiene (almeno) i due elementi a e a’.

Combinando i due casi precedenti si ottiene poi immediatamente che f & biiettiva
se e solo se per ogni b € B si ha che f~!(b) & formato da esattamente un elemento.

EB.25.29 Sappiamo che qualunque sia x il numero reale e” & positivo. Dunque
I'immagine di exp non e uguale a tutto R e, pertanto, exp non & suriettiva. Per
stabilire se exp € iniettiva dobbiamo considerare due numeri reali x e y tali che
e® = e¥: dalle proprieta dell’esponenziale, sappiamo che questo implica che x = y,
cioé exp € iniettiva.

In maniera analoga si vede che ¢ € iniettiva. Inoltre, dalle proprieta dell’esponen-
ziale, sappiamo che dato un numero reale positivo b, esiste un numero reale a tale che

e® = b. Dunque ¢ ¢ suriettiva. In conclusione ¢ ¢ biiettiva.

EB.25.30 Per mostrare che la funzione sin non ¢ iniettiva, dobbiamo trovare due
numeri reali distinti x e y tali che sinx = siny. Possiamo ad esempio scegliere x = 0
e y = m. Per mostrare che la funzione sin non & suriettiva, basta che notiamo che i
valori assunti dal seno sono compresi tra —1 e 1.

EB.25.31 Per mostrare che det e suriettiva, occorre trovare, per ogni numero reale
z una matrice di M(2,2,R) il cui determinante sia z. Consideriamo una generica

matrice di M(2,2,R):
a b
a

Sappiamo che det A = ad — be. Allora se scegliamo a =z, d := 1, b = ¢ = 0, abbiamo
una matrice con determinante uguale a x. Per mostrare che det non & iniettiva
dobbiamo trovare due matrici differenti aventi lo stesso determinante. E facile vedere
che se prendiamo due matrici aventi entrambe la prima riga nulla e aventi la seconda
riga differente, queste matrici hanno entrambe determinante nullo.
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EB.25.32 Per dimostrare che f ¢ iniettiva dobbiamo mostrare che, se A e B sono due
matrici di M(p, ¢,R) tali che f(A4) = f(B) allora A = B. Ma f(A) ='Ae f(B) ='B.
Dobbiamo quindi dimostrare che se ‘A = ‘B allora A = B. A tal proposito, ricordiamo
che, per ogni matrice A in M(p, ¢,R), abbiamo (*A) = A. Ma allora, da 'A = ‘B segue
{*A) = ('B), vale a dire A = B.

Per mostrare che f ¢ suriettiva dobbiamo trovare, per ogni matrice B in M(g, p, R),
una matrice A in M(p, ¢, R) tale che B = 'A. Possiamo allora scegliere come matrice
A la matrice ‘B: infatti

f(A)="A="('B)=B.

EB.25.40 L’inversa di f e semplicemente la funzione

£t M(g,p,R) = M(p, ¢, R)

che associa a una matrice la sua trasposta.

EB.25.41 Dobbiamo mostrare che per ogni numero reale b esiste uno e un solo
numero reale a tale che f(a) = b, vale a dire 2a — 1 = b. Ma allora 'unico numero
reale che soddisfa questa relazione ¢ 2. Dunque f & biiettiva e f~! & definita da

F70) = B :

EB.25.46 No, perché dovremmo prima applicare la funzione g che associa numeri
interi a numeri interi, e poi applicare al risultato la funzione f, che € definita sull’insieme
dei cittadini italiani e non sull’insieme dei numeri interi.

EB.25.48 Dobbiamo mostrare che per ogni elemento b in B si ha (f o f~1)(b) = b,
vale a dire f(f~*(b)) = b. Per definizione f~!(b) & uguale all’unico elemento a di A
tale che f(a) =b. Ma allora

EB.25.50 Verifichiamo innanzitutto se la funzione f & iniettiva. Ci chiediamo cioe
se dati due numeri z e y tali che f(z) = f(y) deve necessariamente essere z = y.
Dire f(z) = f(y) significa che z? = 3: questo non implica z = y. Basta ad esempio
prendere x = 1 e y = —1. Dunque f non ¢ iniettiva. Stabiliamo ora se f & suriettiva.
Dato un qualunque x in R dobbiamo vedere se esiste y in R tale che f(y) = z, vale a
dire y?> = . Un tale y esiste solo se z > 0, dunque, f non & suriettiva.

Consideriamo ora la funzione g. Per stabilire se g & iniettiva prendiamo due numeri
x e y tali che g(x) = g(y): cio significa che 2z = 2y. Dunque z = y: questo significa
che g ¢ iniettiva. Per verificare se g & suriettiva, prendiamo un qualunque z in R:
dobbiamo vedere se esiste y in R tale che g(y) = z, vale a dire 2y = z. Un tale y
esiste: basta prendere y = 5. Dunque g & suriettiva. Possiamo allora affermare che g
¢ biiettiva.

Passiamo ora ad analizzare la funzione composta fog. Determiniamo esplicitamente
tale funzione:

(f o 9)(@) = fg(x)) = f(22) = (22)” = 4a”.

Con ragionamenti simili ai precedenti si vede che f o g non & né iniettiva (perché,
ad esempio, (fog)(1) = (fog)(—1)), né suriettiva (perché 'immagine di f o g non
contiene numeri negativi).

Determiniamo infine esplicitamente g o f:

(g0 f)z) = g(f(2)) = g(z*) = 22°.

Possiamo ancora dire che la funzione g o f non & né iniettiva (perché, ad esempio,
(go f)(1) = (go f)(—1)), né suriettiva (perché 'immagine di go f non contiene numeri
negativi).
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25.6 Sunto

Funzioni. Immagini e controimmagini

Definizione Siano dati due insiemi A e B. Una funzione (o applicazione)
f: A — B & una legge che associa a ogni elemento a di A un elemento b di B.
Quest’ultimo elemento b viene indicato con il simbolo f(a) e viene chiamato
immagine di a. L’insieme A si dice insieme di partenza di f e l'insieme B
si dice insieme di arrivo di f. A

Definizione L’insieme delle immagini degli elementi di A viene chiamato
immagine di A attraverso la funzione f (o anche immagine della funzione
f) e viene indicato con il simbolo f(A). Possiamo anche dare una definizione
dell’immagine di f in simboli:

f(A) ={f(a) [ ac A}

o equivalentemente, dato b € B, si ha:

b € f(A) se e solo se esiste a € A tale che f(a) =b. A

Definizione Data una funzione f: A — B e un elemento b € B, chiamiamo
controimmagine di b attraverso f il sottoinsieme di A formato dagli elementi
a tali che f(a) = b. Indichiamo questo sottoinsieme di A con il simbolo f~1(b).
Possiamo esprimere tutto cio in simboli:

F7H0) = {a€ Al f(a) = b}. A
Chiaramente, dato b € B, si ha:

1) # @ se e solo se b € f(A).

Definizione Siano date due funzioni f: A - B e g: A — B. Esse si dicono
uguali se per ogni a € A si ha f(a) = g(a). A

Notiamo che per verificare se due funzioni f e g siano uguali dobbiamo innanzi-
tutto verificare che esse abbiano gli stessi insieme di partenza e gli stessi insiemi
di arrivo; poi controlliamo se per ogni a € A si ha f(a) = g(a).

Ad esempio le due funzioni f: R — R e g: R — R20 (dove R=Y indica
I'insieme dei numeri reali maggiori o uguali di 0) definite da f(z) = 2% e
g(z) := 22 non sono uguali perché hanno diversi insiemi di arrivo.

Funzioni iniettive, suriettive, biiettive

Definizione Una funzione f: A — B ¢ detta suriettiva se la sua immagine
f(A) coincide con l'insieme di arrivo B, vale a dire f(A) = B. In altri termini,
f & suriettiva se per ogni elemento b € B esiste (almeno) un elemento a € A
tale che f(a) =b. A
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Definizione Una funzione f: A — B ¢ detta iniettiva se, comunque si scel-
gano aj e as distinti in A, si ha f(a; # f(az2). In altri termini, f & iniettiva se,
ogni qual volta si ha f(a;) = f(a2), risulta necessariamente a; = as. A

Definizione Una funzione f: A — B ¢ detta biiettiva o biunivoca se ¢ sia
iniettiva che suriettiva. A

Proposizione Sia f: A — B una funzione. Allora:
o f ¢ suriettiva se e solo se per ogni b € B si ha che f~(b) # &;

e f ¢ iniettiva se e solo se per ogni b € B si ha che f~1(b) & formato da al
massimo un elemento;

o f ¢ biiettiva se e solo se per ogni b € B si ha che f~1(b) ¢ formato da
esattamente un elemento.

Esempio Sia A un sottoinsieme di un insieme B. Chiamiamo funzione
inclusione la funzione i: A — B che associa ad a € A ’elemento a stesso. A

Esempio Dato un insieme A, consideriamo la funzione 14: A — A che associa
a ogni elemento di A I’elemento stesso. Cioe:

14(a) = a.

Essa viene chiamata funzione identica di A. Chiaramente & una funzione
biiettiva. A

Funzione inversa

Definizione Sia f: A — B una funzione biiettiva. Definiamo una funzione
g: B — A nel seguente modo. Dato b € B, sappiamo che la controimmagine
di b contiene esattamente un elemento, vale a dire che esiste uno e un solo
elemento a € A tale che f(a) = b. Poniamo allora, per definizione, g(b) = a.
La funzione g appena definita viene chiamata funzione inversa della funzione
f, e viene indicata con il simbolo f~!. Utilizzando questo simbolismo possiamo
dire che se f(a) = b, allora f~1(b) = a. A

Nota Sia f: A — B una funzione e sia b € f(a). Con il simbolo f~1(b)
abbiamo indicato la controimmagine di b attraverso la funzione f. Nel caso
in cui la funzione sia iniettiva allora f~!(b) = {a}. Se poi la funzione f &
biiettiva, con lo stesso simbolo f~1(b) abbiamo indicato anche 'immagine di
b, attraverso la funzione f~! vale a dire f~!(b) = a. Abbiamo dunque una
possibile ambiguita: il simbolo f~1(b) puod indicare tanto un sottoinsieme di A
quanto un suo elemento. A

Composizione di funzioni

Definizione Siano f: A — B e g: B — C due funzioni. Definiamo la
funzione composizione h: A — C nel seguente modo:
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La funzione h, composizione di f e g, viene indicata con il simbolo g o f.
Utilizzando questo simbolismo abbiamo quindi:

(g0 f)(a) = g(f(a)). A

Esempio Data una funzione biiettiva f: A — B e la sua funzione inversa
f~t: B — A. Si ha allora:

flof=1laefof'=1g A

Teorema Date le funzioni f: A— B eg: B— C, si ha:
1. se f e g sono iniettive allora g o f €& iniettiva;

2. se f e g sono suriettive allora go f é suriettiva.

25.7 Esercizi

E.25.1 Verificare se la funzione f: M(2,2,R) — N U {0} che associa a ogni
matrice il suo rango e suriettiva e se € iniettiva.

E.25.2 Siam: R — R la funzione che associa a ogni numero reale il suo opposto.
Verificare che m € una funzione biiettiva e determinarne 'inversa.

E.25.3 Sia f: M(2,2,R) — M(2,2,R) la funzione definita da f(A) = A+ 1
dove I ¢ la matrice identica di ordine 2. Verificare che f & una funzione biiettiva
e determinarne l'inversa.

E.25.4 Indichiamo con R* I'insieme R — {0}. Sia f: R* — R* la funzione che
associa a ogni numero reale il suo inverso. Verificare che f ¢ una funzione
biiettiva e determinarne 'inversa.

E.25.5 Ricordiamo che abbiamo indicato con GL(2,R) I'insieme delle matrici
invertibili di ordine 2. Sia f: GL(2,R) — GL(2,R) la funzione che associa
a ogni matrice la sua inversa. Dimostrare che f €& una funzione biiettiva e
determinarne I'inversa.

E.25.6 Sia s: M(2,2,R) — M(2,2,R) la funzione che in ogni matrice scambia
la prima riga con la seconda. Verificare che f e una funzione biiettiva e
determinarne l'inversa.

25.8 Soluzioni degli esercizi

E.25.1 La funzione f non & iniettiva perché esistono matrici diverse con lo stesso
rango (ad esempio tutte le matrici invertibili hanno rango 2). La funzione f non &
nemmeno suriettiva perché il rango delle matrici di M(2,2,R) ¢ al massimo 2.

E.25.2 La funzione m ¢ iniettiva: se ¢ # y si ha —z # —y, cioe m(z) # m(y). La
funzione m & suriettiva: infatti se & un numero reale, esiste (esattamente) un numero
reale y tale che m(y) = x: basta infatti scegliere y = —x. La funzione inversa di m &
allora m stessa.
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E.25.3 Si verifica facilmente che 'inversa di f ¢ la funzione che associa alla matrice
A la matrice A — I.

E.25.4 Si verifica facilmente che I'inversa di f € la funzione f stessa.
E.25.5 Si verifica facilmente che I'inversa di f € la funzione f stessa.

E.25.6 Si verifica facilmente che 'inversa di s € la funzione s stessa.
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CAPITOLO

Omomorfismi

Tra le applicazioni f: V — W tra due spazi vettoriali particolare interesse
rivestono i cosiddetti omomorfismi. Studieremo le principali proprieta di questi
omomorfismi e vedremo poi come associare una matrice a un omomorfismo e
viceversa.

26.1 Omomorfismi tra spazi vettoriali

Cominciamo dando la:

Definizione 26.1 Sia f: V — W un’applicazione tra due spazi vettoriali V e
W. L’applicazione f si dice omomorfismo di spazi vettoriali o applicazione
lineare se valgono entrambe le proprieta:

1. flu+v)=f(u)+ f(v) perogniueV,veV.

2. f(ku)=Fkf(u) perognik e R, ueV. A

Per stabilire se una certa applicazione tra spazi vettoriali € un omomorfismo o
meno, dovremo verificare se valgono entrambe le proprieta date nella definizione.
Sara allora utile avere una terminologia che ci permetta di riferirci a ciascuna
di esse: diremo che un’applicazione f rispetta 1’addizione se soddisfa la
proprieta 1, diremo che un’applicazione f rispetta la moltiplicazione se
soddisfa la proprieta 2.

Esempio 26.2 Se V e W sono due spazi vettoriali, ¢ facile vedere che I'appli-
cazione f: V — W che associa a ogni vettore di V il vettore nullo di W ¢ un

omomorfismo di spazi vettoriali. Questo omomorfismo ¢ detto omomorfismo
nullo. A

Esempio 26.3 Consideriamo I’applicazione f: R3 — R? definita da:
flz,y,2) = (2 +y,y+2).
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Verifichiamo se f ¢ un omomorfismo di spazi vettoriali. Per verificare se f
rispetta la somma consideriamo due vettori u := (x1,y1,21) € v = (z2, Yo, 22)
di R3. Si ha:

flu+v) = f((z1,91,21) + (22,92, 22)) =
per la definizione di somma in R3

= flz1+ 2,01 +y2, 21 + 22) =

per la definizione di f

= (@1 +x2+y1 +y2,y1 +y2 + 21+ 22)

f(u) + f(v) = f(z1,91,21) + f(22,92,22) =
per la definizione di f
= (z1+yLy +21) + (T2 + Y2, 92 + 22) =
per la definizione di somma in R?

=(x1+ 11+ 22+ y2,y1 + 21 + Y2 + 22).

Dunque f rispetta la somma. Per verificare se f rispetta il prodotto consideriamo
un vettore u = (x,vy, z) di R e uno scalare k di R. Si ha:

flku) = f(k(z,y,2)) =
per la definizione di prodotto in R?
= flkx, ky, kz) =
per la definizione di f

= (kx + ky, ky + k2)

kf(u) =kf(z,y,2) =
per la definizione di f
=k(z+y,y+z)=
per la definizione di prodotto in R?

= (kx + ky, ky + k=2).

L’applicazione f rispetta anche il prodotto e, dunque, f ¢ un omomorfismo di
spazi vettoriali su R. A
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Esempio 26.4 Consideriamo Uapplicazione f: M(2,2,R) — M(2,2,R) defini-
ta da:
f(A) = A+ A

Verifichiamo se f ¢ un omomorfismo di spazi vettoriali. Per verificare se f
rispetta la somma consideriamo due matrici A e B di M(2,2,R). Si ha:

f(A+B)=A+B+%A+B)
=A+B+'A+'B,
f(A)+f(By=A+'"A+B+'B.

Dunque f rispetta la somma. Per verificare se f rispetta il prodotto consideriamo
una matrice A di M(2,2,R) e uno scalare k di R. Si ha:

f(kA) = kA +(kA)
= kA + kA,

Ef(A) = k(A +A)
= kA + KA.

L’applicazione f rispetta anche il prodotto e, dunque, f € un omomorfismo di
spazi vettoriali su R. A

Esempio 26.5 Consideriamo I’applicazione f: R? — R? definita da:

f(x,y) = (.132,.13 + y)

Verifichiamo se f & un omomorfismo di spazi vettoriali. Per verificare se f
rispetta la somma consideriamo due vettori u = (z1,y1) e v := (22, y2) di R?.
Si ha:

flu+v) = f((@1,y1) + (22, 92))

= f(z1+ 22,91 +y2)
= ((z1 + 22)%, 21 + T2 + Y1 + ¥2)
= (2] + 2m120 + 23, 11 + T2 + Y1 + Y2),

fw) + f(v) = flzr,91) + f(22,2)
= (21,21 +y1) + (23,22 + )
= (2] + 25,21 + 22 + y1 + 2).

Notiamo allora che si ha f(u +v) = f(u) + f(v) se e solo se z123 = 0.

Questa relazione non & sempre verificata, basta ad esempio considerare i vettori
u = (1,0) e v := (1,0). Dunque f non & un omomorfismo di spazi vettoriali.A

Esercizio di base 26.6 Nell’esempio precedente abbiamo mostrato che 1’ap-
plicazione f non rispetta la somma: questo ¢ stato sufficiente ad affermare che
f non & un omomorfismo. Stabilire se f rispetta il prodotto.

Esercizio di base 26.7 Determinare quali fra le applicazioni seguenti sono
omomorfismi di spazi vettoriali su R:
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. f: R? = R? definita da f(x,y) = (z +y,2 — y,0).

o

b. f: R[z] — R? definita da f(ap + a1 + a22® + - - + a,a™) == (ag, ay).

. f: R3 = R? definita da f(z,vy,2) == (zyz,7 — ).

o

d. f: R? — R* definita da f(z,y) == (z +y,x —y — 1,0, 2).
e. f: M(2,2,R) — M(2,2,R) definita da f(A4) = A —I. A

26.2 Matrice associata a un omomorfismo

Supponiamo di avere un omomorfismo f: V — W di spazi vettoriali. Se
conosciamo I'immagine di due vettori u e v tramite f allora conosciamo anche
I'immagine di u 4+ v. Inoltre possiamo determinare anche 'immagine di vettori
del tipo ku. Ovviamente, se f fosse stata un’applicazione non lineare, la
conoscenza di f(u) e f(v) non ci avrebbe dato alcuna informazione su f(u + v)

e f(ku).
Piu in generale possiamo chiederci: se f: V — W & un omomorfismo di spazi
vettoriali e se conosciamo l'immagine tramite f dei vettori vy, va, ..., v, di V,

di quali altri vettori di V' possiamo determinare I'immagine? La risposta e data
dalla proposizione seguente, la cui dimostrazione ¢ un’immediata conseguenza
della definizione di omomorfismo di spazi vettoriali:

Proposizione 26.8 Sia f: V — W un omomorfismo di spazi vettoriali. Siano
v, Vo, ..., v, vettori di V e kq, ko, ..., k, scalari. Si ha:

f(k1v1 + kQ'UQ + -+ k'n'Un) - klf('vl) + k2f(”2) +-+ knf(vn)

Dunque la conoscenza di f(v1), f(vs2), ..., f(v,) ci permette di determinare
I'immagine tramite f di tutte le combinazioni lineari di vy, vs, ..., v,. Questo
puo essere reso piu esplicito dalla:

Proposizione 26.9 Siano f: V — W e g: V — W due omomorfismi di spazi
vettoriali. Se v1, va, ..., v, generano V e f(v;) = g(v;) per 1 < j <n allora

=g

DIMOSTRAZIONE Dobbiamo mostrare che f(v) = g(v) per ogni vettore v in V.
Sappiamo che v € combinazione lineare di vy, va, ..., U,:

v =ki1v) + kava + - + kpvs,.
Allora per la proposizione 26.8 abbiamo che

f(v) = f(k1vr + kova + - + kpvyn) = k1 f(v1) + ko f (v2) + -+ + kn f(vn)

g(v) = g(k1vy + kova + - - + kpvy) = k1g(v1) + kag(va) + - -+ + kng(vn).

Poiché f(v1) = g(v1), f(v2) = g(v2) e cosi via, abbiamo che f(v) =g(v). n
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Se vy, va, ..., v, sono dei generatori di V, un omomorfismo f: V — W ¢ allora
completamente descritto se elenchiamo f(v1), f(vz2), ..., f(v,). Viene naturale
chiedersi se comunque si assegnino tali vettori si trova un’applicazione lineare.
La risposta, negativa, e fornita dal seguente:

Esempio 26.10 Lo spazio vettoriale R? & generato dai vettori (1,0), (0, 1),
(1,1). Non esiste nessun omomorfismo f: R? — R? tale che f(1,0) = (0,0,0),
f£(0,1) = (0,0,0), f(1,1) = (1,0,0). Infatti se un tale omomorfismo esistesse
dovremmo avere:

f(]-v 1) = f((170) + (07 1)) = f(]-vo) + f(07 1) = (0,0,0) + (070’0) = (OaO»O)
A

Nel caso in cui i generatori considerati siano pero una base abbiamo il:

Teorema 26.11 Siano V e W due spazi vettoriali. Sia data una base dello
spazio V' costituita dai vettori ey, es, ..., e, e siano dati i vettori wy, wa, ...,
w, di W. Allora esiste un unico omomorfismo f: V — W tale che:

f(ej) =wj; per1 < j<n.

DIMOSTRAZIONE Sappiamo gia che se esiste un omomorfismo che soddisfa le
condizioni assegnate questo deve essere unico.

Vediamo ora che esiste un omomorfismo f che soddisfa le condizioni date.
Dobbiamo innanzitutto definire un’applicazione f: V' — W tale che f(e;) = w;
per 1 < j <n. Se v & un vettore di V' possiamo scrivere v come combinazione
lineare dei vettori eq, e, ..., €, in maniera unica:

v = k161 +k262 ++I€n6n

Dal momento che gli scalari k; sono, come gia notato, determinati univocamente
dal vettore v possiamo porre:

fv) = kiwy + kows + - - - + kpw,.
Notiamo che il vettore e; si decompone come:
v=_0e; +0ex+ -+ 0ej_1+1le; +0ej;1+ -+ Oey,
e, dunque, per definizione abbiamo:
fle;) = 0wy + 0wz + - - + 0wj;_1 + lw; + 0wj41 + - - - + 0w, = w;.

Per completare la dimostrazione dobbiamo ora dimostrare che f & un omomor-
fismo. Verifichiamo che f rispetta la somma. Consideriamo allora un vettore u
di V la cui espressione come combinazione lineare dei vettori ey, es, ..., €, sia:

u = hie; + hses + -+ hpe,.
Allora abbiamo:

u+v=_(h+ki)er+ (ha+ko)ea+ -+ (hy + kn)en.
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Per definizione di f abbiamo allora

f(u) = hiwi + hows + - - - + hpwy,
f(v) = kiwy + kows + - - - + kpw,,
flu+v) = (hi + k)wi + (he + k2)wz + - + (hy + kp)wy,.

Si vede allora immediatamente che f(u +v) = f(u) + f(v). Verifichiamo ora
che f rispetta il prodotto. Sia k uno scalare. Abbiamo allora:

kv = kkieq + kkoey + - - - + kk,e,.
Per definizione di f abbiamo:
f(kv) = kkywy + kkows + - - - + kk,w,,.
Si vede allora immediatamente che kf(v) = f(kv). n

Notiamo che nel teorema precedente non abbiamo fatto alcuna richiesta sui
vettori wy, wa, ..., w, di W: né che siano linearmente indipendenti né che
generino W.

I risultati fin qui dati ci permettono di dare la:

Definizione 26.12 Sia f: V — W un omomorfismo di spazi vettoriali di

dimensione finita. Fissate una base di V' formata dai vettori e, ea, ..., €, €
una base di W formata dai vettori fy, fo, ..., fmm, possiamo esprimere ciascun
vettore f(e;) come combinazione lineare dei vettori fi, fa, ..., f:

fler) =anfi+anfo+ -+ amifm,
fle2) = arafr +asafo+ -+ amafm,

flen) = ainfi +asmfo+ -+ amp fm-

La matrice di M(m,n,R) :

a1 a9 e A1n

a1 a99 N aA2n,
A= ,

Am1 Am2 oo Qmn

viene detta matrice associata all’omomorfismo (o matrice rappresentativa

di) f rispetto alle basi e, ea, ..., e, € f1, f2, ..., fm. La j-esima colonna
di A ¢ data dalle componenti del vettore f(e;) rispetto alla base formata dai
vettori f17 fg, ey .fm- A

Esempio 26.13 Sia f: R?> — R? 'omomorfismo definito nell’esempio 26.3.
Ricordiamo che

fx,y,2) = (x+y,y+2).

Si verifica facilmente che i vettori e; :== (1,0,0), es :=(1,1,0) e e3 := (1,1,1)
formano una base per R? e che i vettori fi := (1,1) e f3 := (2, 1) formano una
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base per R?. Vogliamo determinare la matrice rappresentativa di f rispetto a
tali basi. Dobbiamo allora calcolare le immagini dei vettori e, es e es:

f(el) = f(l,0,0) = (170)7
f(62) = f(17170) = (271)7
f(63) = f(L L, 1) = (2’2)'

Decomponiamo ora queste immagini rispetto alla base dai vettori fi e fo.
Abbiamo allora:

+(2,1) = =1f1 + 1fa,
+ (271) :Ofl +1.f27
+0(2,1) =2f1 +0f.

La matrice rappresentativa di f rispetto alle basi assegnate ¢ allora:

-1 0 2
(1Y
Prendiamo ora due basi differenti per R e R?. Ad esempio consideriamo la

base di R? formata dai vettori e} := (0,1,1), e, := (1,0,1) e e} := (1,1,0) e la
base di R? formata dai vettori f] := (0,2), f5 = (1,1). Abbiamo allora:

(1.2)= 502+ (1L.1) = L f{ + 142,

f(e/Q) = f(1’071) = (171) = 0(072) + (171) = Of{ + 1-féa
5 0.2 +201) =~ f{ 2

~
—
Q
o~
~—
|
g
—~
=
—
[
—
I

-
—
®
o~
S~—"
I
~
~—
=
—
=
=
Il
—
»n
—
N
Il

La matrice rappresentativa di f rispetto a queste basi & allora:

1) _1)
A =2 2.
(1 12 A

Vediamo dunque che lo stesso omomorfismo si puo rappresentare in genere con
matrici differenti: non ha dunque senso parlare di matrice di un omomorfismo
se non specifichiamo rispetto a quali basi.

Esercizio di base 26.14 Determinare la matrice rappresentativa dell’omo-
morfismo f: R? — R3 definito da f(z,y) = (z + y,z — y,0) rispetto alle

seguenti basi:

a. Rispetto alla base di R? formata dai due vettori e; := (1,0) e eg := (1,1) e alla
1 (1

base di R? formata dai tre vettori f; = (1,0,0), f2 := (1,1,0) e f3 := (1,1,1).
b. Rispetto alla base di R? formata dai due vettori €} = (1,1) e e} = (2,3)
e alla base di R? formata dai tre vettori f] = (1,1,1), f5 == (0,1,1) e f} ==
(0,0,1). A
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Esempio 26.15 Consideriamo Uapplicazione f: M(2,2,R) — M(2,2,R) data
nell’esempio 26.4. Ricordiamo che

F(A) = A + A

Per rappresentare f con una matrice dobbiamo fissare una base per M(2,2,R)
(pensato come “spazio di partenza”’) e una base per M(2,2,R) (pensato come
“spazio di arrivo”). Non & necessario usare in entrambi i casi la stessa base.
In questo esempio prendiamo in entrambi i casi la base canonica cioe quella
formata dalle matrici:

1 0 01 0 0 0 0
Ey = <O 0>7E12 = (0 O),Ezl = (1 0>7E22 = (O 1).

Si ha:

2 0

f(Bn) = <O O) =2F11 + 012 +0E3; + 0F),
0 1

f(E12) = (1 O) =0E11 +1E12 4+ 1E3; + 0E9,
0 1

f(E2) = (1 o) = 0E11 + 1E12 + 1E9; 4+ 0Es
0 0

f(EQQ) = (O 2) = 0E11 + 0E12 + 0E21 + 2E22

Dunque la matrice rappresentativa di f rispetto alle basi assegnate é:

O = = O
O = = O
N O OO

O O oW

Esempio 26.16 Abbiamo visto nell’esempio 26.2 che I'applicazione f: V — W
che associa a ogni vettore di V il vettore nullo di W & un omomorfismo di spazi
vettoriali detto omomorfismo nullo. Se V' e W hanno entrambi dimensione finita,
possiamo fissare una base per V, una base per W e determinare la matrice
rappresentativa dell’lomomorfismo nullo rispetto a tali basi. Si vede facilmente
che questa matrice ¢ la matrice nulla qualsiasi siano le basi scelte. A

Nel caso in cui abbiamo un omomorfismo f: R™ — R™ la matrice rappresentati-
va di f rispetto alle basi canoniche si puo determinare in maniera particolarmente
semplice. Vediamo il seguente:

Esempio 26.17 Consideriamo ancora ’omomorfismo f: R3 — R? dato da
fla,y,2) = (x+y,y+2)

Per rappresentare f rispetto alle basi canoniche di R? ed R? dobbiamo deter-
minare le immagini dei vettori e; = (1,0,0), es := (0,1,0) e e3 := (0,0,1)
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ed esprimerle come combinazione lineare dei vettori f; := (1,0) e fo := (0, 1).
Abbiamo allora:

f(el) :f(l,0,0) = (1’0) =h
f(62) :f(07170> = (1’1) =fi+fe
f(€3) :f(oaov]-) = (071) = fa.

La matrice rappresentativa di f rispetto alle basi canoniche & allora:

{110
A'_(o 1 1>'

Notiamo allora che le colonne di A danno esattamente f(e1), f(ez2) e f(es).
Osserviamo inoltre che le righe della matrice A corrispondono ai coefficienti
di z, y e z nelle espressioni x + y e y + z. Questo tipo di rappresentazione
vale unicamente quando rappresentiamo f rispetto alle basi canoniche. Infatti
determiniamo la matrice rappresentativa di f rispetto alla base canonica di R? e
alla base di R? formata dai vettori f] := (1,1) e f5 := (2,—1). Decomponiamo
allora le immagini dei vettori e, ey e es rispetto ai vettori f] e f}. Otteniamo
cosi:

flen) = (1,0) = 5(L,1) + 5(2,-1)
flea) =(1,1) =1(1,1) + 0(2, —1)
fles) = (0,1) = 5(1,1) = 5(2,-1)

La matrice rappresentativa di f rispetto a queste basi ¢ allora:

(10 5)
3 0 —3 A

La matrice rappresentativa A di un omomorfismo f: V' — W rispetto a delle
basi per V e W contiene tutte le informazioni su f: infatti se conosciamo
A possiamo immediatamente ricavare le immagini tramite f dei vettori della
base fissata per V (basta guardare le colonne di A). Ma allora possiamo anche
ottenere 'immagine di un qualsiasi vettore v di V' (grazie alla proposizione 26.8).
In particolare notiamo che se f: V. — W e g: V — W sono due omomorfismi
diversi, le loro matrici rappresentative, rispetto alle medesime basi, sono dif-
ferenti. Dunque a partire dalla matrice A possiamo ricavare f. Vediamo di
precisare meglio tutto cio:

Teorema 26.18 Sia f: V — W un omomorfismo di spazi vettoriali di di-
mensione finita. Siano fissate una base per V- formata dai vettori ey, es, ...,
e, e una base per W formata dai vettori f1, fo, ..., fm. Sia A la matrice
rappresentativa di f rispetto alla basi fissate. Dato un vettore v di V possiamo
determinare f(v) nel modo segquente:

1. per prima cosa esprimiamo v come combinazione lineare dei vettori della
base e1, es, ..., €ey:

vV = b1€1 +b262 ++bnen
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2. Calcoliamo poi il prodotto matriciale:
by
bo

Al .
by,

Come risultato otteniamo una matrice colonna

3. Per ottenere f(v) basta ora calcolare la combinazione lineare:
fw)=afi+efet - +emfo

Per brevita non diamo la dimostrazione di questo teorema che & comunque
molto facile.

Esempio 26.19 Consideriamo ancora ’omomorfismo f: R? — R? definito da
fla,y,2) = (@ +y,y+2)

Nell’esempio 26.13 abbiamo visto che la matrice rappresentativa di f rispetto
alla base di R? formata dai vettori e; := (1,0,0), €2 == (1,1,0) e e3 == (1,1,1)
e alla base di R? formata dai vettori fi :== (1,1) e fo = (2,1) &

(-1 0 2
A'_<1 10)'

Se consideriamo il vettore v := 2e; + 3e3 — e, per determinare f(v) calcoliamo
innanzitutto il prodotto di matrici:

<_1 0 2) A <_4)
1 10 1 5 )
Dunque abbiamo f(v) = —4f; + 5f2. Questo puo essere verificato anche
direttamente. Infatti:
v=2(1,0,0) + 3(1,1,0) — (1,1,1) = (4,2, -1).

Per definizione di f abbiamo che:

fv) = f(4,2,-1) = (6,1).
D’altra parte:

—Af +5f = —4(1,1) +5(2,1) = (6,1). A
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26.3 Omomorfismo associato a una matrice

Abbiamo visto nel paragrafo precedente che la conoscenza della matrice rappre-
sentativa A di un omomorfismo f: V — W rispetto a delle basi per V e W ci
permette di ricavare f. Viene allora spontaneo chiedersi se, data una qualsia-
si matrice A (delle dimensioni giuste), esista effettivamente un omomorfismo
f:V — W che si rappresenta, rispetto alle basi scelte di V' e W, proprio con la
matrice A. La risposta € positiva, grazie al

Teorema 26.20 Siano V e W due spazi vettoriali di dimensione finita. Sia
data una base per V' formata dai vettori e1, es, ..., e, e una base per W
formata dai vettori f1, fa, ..., fm. Se A é una matrice di M(m,n,R), allora
esiste un unico omomorfismo f: V. — W, la cui matrice rappresentativa rispetto
alle basi fissate ¢ A.

DIMOSTRAZIONE Sia data la matrice

a1 ai2 e A1n

a1 a922 e agn
A=

Am1 Am2 ceo Qmn

Questa e associata, rispetto alle basi scelte, a un omomorfismo, se esiste un
omomorfismo f che soddisfa le relazioni:

fler) =anfi+anfo+- -+ amifm,
f(e2) = araf1 + aoafo+ - + am2Fm,

f(en) = alnfl +a2n.f2 +"'+amnfm~

Ma allora possiamo utilizzare queste relazioni per definire ’'omomorfismo f:
grazie al teorema 26.11, comunque assegniamo le immagini dei vettori di una
base di V, otteniamo un omomorfismo f che soddisfa le condizioni date. n

Questo teorema permette di dare la:

Definizione 26.21 Siano V e W due spazi vettoriali di dimensione finita. Sia

data una base per V formata dai vettori ey, es, ..., e, e una base per W
formata dai vettori f1, fo, ..., fm. Se
ail a12 e QA1n
as1 a922 . a2n
A=
Aml Gm2  --- Gmn

¢ una matrice di M(m,n,R) chiamiamo omomorfismo associato alla matrice
A rispetto alle basi fissate ’'omomorfismo f definito dalle relazioni

f(el) - all.fl + a21f2 + -+ aml.fma
fle2) = arafi +annfo+ -+ amafm,

f(en) = alnfl +a2nf2 +"'+amn.fmv
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vale a dire 'omomorfismo f la cui matrice rappresentativa rispetto alle basi
assegnate ¢ esattamente A. A

Esercizio di base 26.22 Sia f: R? = R? 'omomorfismo associato alla matri-

ce
1 0 1
A= (1 1 O> A

rispetto alla base di R? formata dai vettori e; = (1,1,1), ez :== (1,1,0) e
e3 = (1,0,0) e alla base di R? formata dai vettori f; :== (1,1) e fo == (1, —1).
Determinare f(z,v,2) per ogni (x,y,z) in R3.

Vogliamo ora stabilire se ¢’¢ un modo per verificare in maniera veloce che una
certa applicazione é lineare. Ci limitiamo a considerare applicazioni tra R™ e
R™,

Esempio 26.23 Sia f: R? — R? l'applicazione definita da:

f(wvy) = ($y,$ - y70)

Vogliamo stabilire se f € lineare. Invece di verificare se f rispetta la somma e il
prodotto possiamo ragionare in questo modo. Calcoliamo le immagini tramite
f dei vettori di una base di R2, ad esempio la base canonica. Otteniamo allora
f(1,0) = (0,1,0) e f(0,1) = (0,—1,0). Grazie al teorema 26.11 sappiamo
che esiste un’unica applicazione lineare g: R? — R? che soddisfa le condizioni
g(1,0) =(0,1,0) e g(0,1) = (0,—1,0). Dunque, se f & lineare, allora f coincide
con g. Viceversa se f = g allora f € ovviamente lineare. Determiniamo allora
esplicitamente g(z,y) per un generico vettore (x,y). Notiamo che la matrice
rappresentativa di g rispetto alle basi canoniche e:

0 0
A=1|1 -1
0 0

Si vede allora facilmente che:

g(x,y) = (0,£E —y,O)-

Dunque le espressioni che definiscono le applicazioni f e g sono diverse: per
mostrare che f e g sono applicazioni diverse dobbiamo perd mostrare espli-
citamente un vettore su cui le due funzioni assumono valori diversi. Si ha
allora f(1,1) = (1,0,0) e g(1,1) = (0,0,0). dunque f # g e, pertanto, f non &
lineare. A

Esempio 26.24 Consideriamo ora I’applicazione f: R? — R3 definita da:

flz,y) = (x+y,z— 1,2z —y).

Calcoliamo f(1,0) = (1,0,2) e f(0,1) = (1,—1,-1). Consideriamo Iap-
plicazione lineare g: R? — R? definita dalle condizioni g(1,0) = (1,0,2) e
9(0,1) = (1, -1, —1). La matrice rappresentativa di g rispetto alle basi canoniche

1 1
A=10 -1
2 -1
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Dunque

g(xa y) = (‘T + Y, v, 2r — y)
Osserviamo che, ad esempio, f(2,0) = (2,1,4) e ¢(2,0) = (2,0,4). Come
nell’esempio precedente possiamo concludere che f non € lineare. A

Esempio 26.25 Consideriamo ora l’applicazione f: R? — R3 definita da:
f(x7y) = (07 —Z, 2x — y)

Calcoliamo f(1,0) = (0,—1,2) e f(0,1) = (0,0,—1). Consideriamo ’appli-
cazione lineare g: R? — R? definita dalle condizioni g(1,0) = (0,—1,2) e
g(0,1) = (0,0, —1). La matrice rappresentativa di g rispetto alle basi canoniche

0 0
A=1|-1 0
2 -1
Dunque
g(ﬂf,y) - (07 —Z, 2x — y)
Ma allora f = g: pertanto f ¢ lineare. A

L’esempio precedente ha in realta validita generale: 'unica cosa che abbiamo
sfruttato e stato il fatto che ciascuna delle espressioni 0, —z e 2x — y € un
polinomio omogeneo di primo grado in = e y oppure il polinomio nullo (ricor-
diamo che un polinomio omogeneo di primo grado € un polinomio in cui tutti
gli addendi sono monomi di grado 1: ad esempio 2x — y 4+ 1 & un polinomio
di primo grado non omogeneo perché tra i suoi addendi c¢’e 1, mentre xy ¢ un
polinomio omogeneo di secondo grado).

26.4 Soluzioni degli esercizi di base

EB.26.6 Per verificare se f rispetta il prodotto consideriamo un vettore u = (, y)
di R? e uno scalare k di R. Si ha:

fku) = f(k(z,y)) = f(ka,ky) = ((kx)?, ke + ky) = (K*® kz + ky)

k() = kf(2,y) = k(@® 2+ 1) = (ka*, kz + hy).
Se prendiamo, ad esempio, k = 2 e u := (1,0), vediamo che f(ku) # kf(u). Dunque,
I’applicazione f non rispetta il prodotto.
EB.26.7
a. Verifichiamo se f rispetta la somma. Siano u := (z1,y1) € v = (x2,y2) due vettori
di R?. Si ha:
flu+v) = f((z1,51) + (22, 92))
= f(z1 + z2,y1 + y2)
= (z1+x2 +y1 +y2, 21 + T2 — Y1 — Y2, 0),
fw) + f(v) = f(z1,91) + f22,12)
= (z1 +y1, 21 — y1,0) + (2 + Y2, 22 — ¥2,0)
= (z1 + 22+ Y1 +y2, 21 — Y1 + 22 —¥y2,0).
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Dunque f rispetta la somma. Per verificare se f rispetta il prodotto consideriamo un
vettore u = (z,y) di R? e uno scalare k di R. Si ha:

f(ku) = f(k(z,y))
= f(kz, ky)
= (kz + ky, kx — ky,0),
kf(u) =kf(z,y)
=k(z+y,z—1y,0)
= (kz + ky, kz — ky,0).
L’applicazione f rispetta anche il prodotto e, dunque, f € un omomorfismo di spazi

vettoriali.

b. Verifichiamo se f rispetta la somma. Siano

g(z) = ao + a1z + asx” + - + apz”

h(x) =bo + b1z + b23:2 4.4 bm.Tm
due vettori di R[z]. Si ha:

Fg(@) + h(@)) = f((ao +bo) + (a1 + b1)z + (az + ba)2” +---)
= (ao + bo, a1 + b1)

f(g(x)) + f(h(z)) = (ao,a1) + (bo, b1)
= (ao + bo,a1 + b1).

Dunque f rispetta la somma. Per verificare se f rispetta il prodotto consideriamo un
vettore

g(m) =ao+a1x + a2$2 4+ anxn
di R[z] e uno scalare k di R. Si ha:

f(kg(z)) = f(kao + karx + kaza® + - - + kanz™)
== (k'ao, kzal)

Ef(g(x)) = kf(ao + a1z 4 azx® + - - - + anz™)
= k(ao,al) = (kao,kal).

L’applicazione f rispetta anche il prodotto e, dunque, f € un omomorfismo di spazi
vettoriali.

c. L’applicazione f non rispetta il prodotto. Se ad esempio prendiamo il vettore
u = (1,1,1) e lo scalare 2 si ha:

2f(1,1,1) = 2(1,0) = (2,0)

f(2(1,1,1)) = f(2,2,2) = (8,0).

Dunque f non & un omomorfismo.
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d. L’applicazione f non rispetta la somma. Se ad esempio consideriamo i vettori
u = (0,0,0) e v :=(0,0,0) si ha:

f(u+wv)=f(0,0,0) = (0,-1,0,0)

f(u) + f(’l)) = (07 _1707 0) + (Ov _1a 070) = (Ov —2, 070)
Dunque f non € un omomorfismo.

e. Per verificare se f rispetta la somma consideriamo due matrici generiche A e B di
M(2,2,R). Si ha:
f(A+B)=A+B-1

f(A )+ f(B)=A—-T1+B-1.
Poiché A+ B —1# A— 1+ B — I 'applicazione f non ¢ un omomorfismo.

EB.26.14
a. Abbiamo

f(€1) = f(170) = (15170) = fa
fle2) = f(1,1) = (2,0,0) = 2.

Dunque 'omomorfismo f si rappresenta rispetto alle basi assegnate con la matrice:
0 2
A=11 0
0 0
b. Abbiamo

flel) = f(1,1) = (2,0,0) = 2] — 25
fles) = f(2,3) = (5,-1,0) = 5f1 — 63 + fs.

Dunque I'omomorfismo f si rappresenta rispetto alle basi assegnate con la matrice:

2 5
A=|-2 -6
0 1

EB.26.22 Dobbiamo innanzitutto determinare le componenti del vettore (z,y, z)
rispetto alla base assegnate di R®. Si vede facilmente che si ha

(‘Tvyv Z) = Z(17 17 1) + (y - Z)(la 170) + (1} - y)(17070)‘

Per ottenere le componenti di f(z,y, z) rispetto alla base assegnata di R? basta allora
calcolare il prodotto di matrici:

1 0 1 iz_z—&—x—y
1102’3_* y :

)

Dunque:

flz,y,2) = z+z—y)(1, 1) +y(1,-1) = (z+x,2+2 — 2y).
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26.5 Sunto

Omomorfismi tra spazi vettoriali

Definizione Sia f: V — W un’applicazione tra due spazi vettoriali V' e W.
L’applicazione f si dice omomorfismo di spazi vettoriali o applicazione
lineare se valgono entrambe le proprieta:

1. flu+v)=f(u)+ f(v) perogniueV,veV.

2. f(ku) =Fkf(u) perognik e R, u V. A

Matrice associata a un omomorfismo

Proposizione Sia f: V — W un omomorfismo di spazi vettoriali. Siano dati
1 vettori vy, va, ..., v, di'V e gli scalari ki, ko, ..., ky. Si ha:

f(k1v1 + kava + - + kyvy) = ki f(v1) + kaf(v2) + - + En f(vn).

Proposizione Siano f: V. — W e g: V. — W due omomorfismi di spazi
vettoriali. Se v, va, ..., v, generano V e f(v;) = g(v;) per 1 < j < n allora

=g

Se vy, va, ..., v, sono dei generatori di V', un omomorfismo f: V — W e allora
completamente descritto se elenchiamo f(v1), f(vs), ..., f(v,). Nel caso in
cui i generatori considerati siano pero una base abbiamo il:

Teorema Siano V e W due spazi vettoriali. Sia data una base dello spazio V
costituita dai vettori ey, es, ..., e, e siano dati i vettori wy, wa, ..., Wy, di
W. Allora esiste un unico omomorfismo f: V. — W tale che:

flej) =w; per1 <j<mn.
Notiamo che nel teorema precedente non abbiamo fatto alcuna richiesta sui
vettori wy, wa, ..., w, di W: né che siano linearmente indipendenti né che
generino W.

Il teorema precedente ci permette di dare la:

Definizione Sia f: V — W un omomorfismo di spazi vettoriali di dimensione

finita. Fissate una base di V formata dai vettori e, es, ..., e, e una base
di W formata dai vettori fy, fo, ..., fin, possiamo esprimere ciascun vettore
f(e;) come combinazione lineare dei vettori fi, fo, ..., fm:

fler) =anfi+anfo+ -+ amifm,
fle2) = aiaf1 +asafo+ -+ amafm,

flen) =amnfi+amfo+ -+ amnfm.
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La matrice di M(m,n,R) :

ai1 a12 G1n

a1 a2 e agn
A= ,

Am1 Am2 ceoe Qmn

viene detta matrice associata all’omomorfismo (o matrice rappresentativa

di) f rispetto alle basi e1, ea, ..., e, e f1, f2, ..., fm. La j-esima colonna
di A & data dalle componenti del vettore f(e;) rispetto alla base formata dai
vettori f1, fo, .., fm- A

Lo stesso omomorfismo si pud rappresentare, rispetto a basi differenti, con
matrici differenti: non ha dunque senso parlare di matrice di un omomorfismo
se non specifichiamo rispetto a quali basi.

Teorema Sia f: V — W un omomorfismo di spazi vettoriali di dimensione
finita. Siano fissate una base per V formata dai vettori ey, ea, ..., e, € una
base per W formata dai vettori f1, fa, ..., fim. Sia A la matrice rappresentativa
di f rispetto alla basi fissate. Dato un vettore v di V' possiamo determinare
f(v) nel modo sequente:

1. per prima cosa esprimiamo v come combinazione lineare dei vettori della
base €1, €3, ..., €,:

v=>be; +byes+---+b,e,.

2. Calcoliamo poi il prodotto matriciale:

3. Per ottenere f(v) basta ora calcolare la combinazione lineare:

f)=cfi+cafo+- -+ cmfm.

Omomorfismo associato a una matrice

Teorema Siano V e W due spazi vettoriali di dimensione finita. Sia data una
base per V' formata dai vettori ey, es, ..., e, e una base per W formata dai
vettori f1, fo, ..., fm. Se A & una matrice di M(m,n,R), allora esiste un
unico omomorfismo f: V. — W, la cui matrice rappresentativa rispetto alle basi
fissate & A.
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Questo teorema permette di dare la:

Definizione Siano V e W due spazi vettoriali di dimensione finita. Sia data

una base per V formata dai vettori ey, es, ..., €, e una base per W formata
dai vettori fy, fo, ..., fim. Se
ailr a2 Q1n
a1 a2 a2n
A= .
m1 Am2 ... Qmn

& una matrice di M(m,n,R) chiamiamo omomorfismo associato alla matrice
A rispetto alle basi fissate ’'omomorfismo f definito dalle relazioni

fler) =anfi+anfo+ -+ amifm,
fle2) = arafi +asafo + - + amafm,

f(en) = aln.fl + aQn.fZ + -+ amn.fma

vale a dire 'omomorfismo f la cui matrice rappresentativa rispetto alle basi
assegnate ¢ esattamente A. A

26.6 Esercizi
E.26.1 Stabilire se 'applicazione f: R* — R? definita da:
flzyy, z,w) = 2z +y+ 32z — 2w,y — w)
€ un omomorfismo di spazi vettoriali.
E.26.2 Stabilire se 'applicazione f: R? — R* definita da:
flzyy,2) = (2ac +1/22,0,y + (2\/5—1— 1) z, J:)
¢ un omomorfismo di spazi vettoriali.
E.26.3 Stabilire se 'applicazione f: R? — R? definita da:
flz,y,2) = e +y+32—1,y+2)
€ un omomorfismo di spazi vettoriali su R.

E.26.4 Stabilire se I'applicazione f: R? — M(3,2,R) definita da:

x—y z
flx,y,2)=1{ O Tty
0 r—y+=z

¢ un omomorfismo di spazi vettoriali.

E.26.5 Stabilire se 'applicazione D: R[z] — R[z] che associa a ogni polinomio
la sua derivata ¢ un omomorfismo di spazi vettoriali.
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E.26.6 Stabilire se 'applicazione f: R?® — R? definita da:
f(z,y,2) = (22> +y + 32,y + 2)
e un omomorfismo di spazi vettoriali.
E.26.7 Stabilire se 'applicazione f: M(2,2,R) — M(2,2,R) definita da:
f(A) = A'A
& un omomorfismo di spazi vettoriali.
E.26.8 Stabilire se le seguenti applicazioni sono omomorfismi di spazi vettoriali:
a. f: R3 — R?* definita da f(z,y,2) = 2z +y,2 —y + 2,2,0);
b. f:R? — R? definita da f(z,y) = 2z +y,z — 1,2);
c. f:R* = R? definita da f(z,y,z,w) = 2zy + 2z +w,z +y — w);
d. V: R[z] — R definita da V(p(z)) = p(2);
e. f: Rlz] — Rz] definita da f(p(z)) = zp(x);
f. f: Rlz] — R[z] definita da f(p(x)) =z + p(z).

E.26.9 Stabilire se esistono omomorfismi f: R?® — R? di spazi vettoriali tali
che:

f(1,2,1) = (0,1)
f£(1,0,2) = (0,1)
f(27271):( 71)

In caso affermativo stabilire se esiste uno solo di tali omomorfismi o piu di uno.

E.26.10 Stabilire se esistono omomorfismi f: R? — R[z] di spazi vettoriali tali
che:

f(1,3,0) ==z
1
0,-,2] =2a?
r(052) =«
f(1,3,1) = 2 + 2”
In caso affermativo stabilire se esiste uno solo di tali omomorfismi o piu di uno.

E.26.11 Stabilire se esistono omomorfismi f: M(2,2,R) — M(2,2,R) di spazi
vettoriali tale che:

In caso affermativo stabilire se esiste uno solo di tali omomorfismi o piu di uno.
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E.26.12 Stabilire se esistono omomorfismi f: R® — R[z] di spazi vettoriali tali
che:

f(1,3,0) ==
f(0,1,1) = 22
f(1,5,2) = x +2”

In caso affermativo stabilire se esiste uno solo di tali omomorfismi o pitu di uno.

E.26.13 Stabilire se esistono omomorfismi f: R? — R[z] di spazi vettoriali tali
che:

f(1,3,0) ==z
£(0,1,1) = 2°
f(1,5,2) = x + 227

In caso affermativo stabilire se esiste uno solo di tali omomorfismi o piu di uno.

E.26.14 Sia f: R?* — R? omomorfismo definito dalle condizioni f(1,0,1) =
(3,1), f(1,1,1) == (1,2), f(0,0,1) := (0,1). Determinare:

a. la matrice rappresentativa di f rispetto alle basi canoniche di R? e R?;

b. la matrice rappresentativa di f rispetto alle base di R3 formata dai vettori
vy == (1,0,1), vg := (1,1,1) e w3 := (0,0, 1) e alla base di R? formata dai vettori
wy = (1,1) e we == (1,2).

E.26.15 Sia f: R? — R? un omomorfismo che soddisfa le condizioni f(2,—1) =
(0,4) e f(2,3) = (0,—2). Allora:

O f(2, 1) = (0,0);

O f(2,1) = (0,1);

0 7(2,1) = (1,1);

0 7(2,1) = (0,6);

O £(2,1) non & determinato univocamente dalle condizioni.
[J non esiste nessun omomorfismo che soddisfa le condizioni.

E.26.16 Stabilire per quali dei seguenti blocchi di condizioni esiste un omo-
morfismo che le verifica e, in caso affermativo, dire se questo omomorfismo &
unico.

a. f: R3 — R*[z] tale che
f(1,1,2) =14 22,
f(1,0,1) = 1422,
f(1,0,2) = 0;

b. f: R%[z] — R3[x] tale che

fl4+2)=1- 2z,
f2+2)=3+uz,
f(1+2z) = —bz;
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c. f:R3 — R? tale che

f(O,l,l) = (17())7
f(LO,l) = (271)7
f(2,1,3) = (5,2);

d. f: R3[z] — R? tale che

fl+2%) = (1,-2),
f24z+2%) = (1,0);

e. f:R® — R[z] tale che

f(1,0,1) = 2z,
f(2,1,1) =1 — 322,
£(0,0,2) = 0.

E.26.17 Dato 'omomorfismo f: R® — R2 definito da:

f(‘r7y?z) = (2x—l—y+z,m—y),
determinarne la matrice rappresentativa rispetto alla base di R? formata dai
vettori ey = (1,2,1), es == (1,0,1), e3 == (1,3,0), e alla base di R? formata
dai vettori f1 == (1,2), f2 == (1,0).
E.26.18 Dato 'omomorfismo f: R? — R? definito da:

f(x,y,z) = (2m—|—y+z,x _y)a

determinarne la matrice rappresentativa rispetto alla base di R® formata, dai
vettori e; == (1,2,1), es := (1,0,1), e3 :== (1,3,0), e alla base canonica di R2.

E.26.19 Dato 'omomorfismo f: R? — R? definito da:
flz,y,2) = Qe +y+z,0—y),

determinarne la matrice rappresentativa rispetto alla base canonica di R? e alla
base di R? formata dai vettori f; := (1,2), fo = (1,0).

E.26.20 Dato 'omomorfismo f: R® — R? definito da:
f(@,y,2) =2 +y+z1-y),
determinarne la matrice rappresentativa rispetto alla basi canoniche.
E.26.21 Dato 'omomorfismo f: R3[x] — R? definito da:
flag + a1z + asx?) == (ag + a1 + az, 2a¢ — 3ay)

determinarne la matrice rappresentativa rispetto alla basi canoniche.
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E.26.22 Dato 'omomorfismo f: R3[z] — R? definito da:
flap 4+ a1z + asx?) = (ag + a1 + as, 2a0 — 3as)

determinarne la matrice rappresentativa rispetto alla base di R3[z] formata
dai polinomi p;(z) == 1, pa(x) = 1+ z, p3(x) = 1 + = + 22 e alla base di R?
formata dai vettori vy = (1,2), vo == (0,1).

E.26.23 Per ciascuna delle applicazioni lineari seguenti determinare la matrice
rappresentativa rispetto alle basi indicate.

a. f: R* = R? definita da f(x,y,2z,w) == (x —y + 2z, + w,y — 2 + w) rispetto
alle basi canoniche;

b. f: R? — R3 definita da f(x,y) == (33 —y,x + y,2x) rispetto alla base di
R? formata dai vettori '01 =(1 0) e vg := (3,1) e alla base di R? formata dai
vettori wy == (1,0,1), wy := (1,1,2) e 'w3 =(1,3,1);

c. D: Ri[z] — R4 [as] definita da D(p(z)) = p’(z) rispetto alla base formata dai
polinomi 1, z, 22, 3 (base di R*[x] pensato sia come spazio di partenza che
come spazio di arrlvo),

d. D: R*[z] — R*[z] uguale a quella del punto precedente ma rispetto alla base

formata dai polinomi 1, z, -, £ (base di R*[z] pensato sia come spazio di
partenza che come spazio di arrlvo)

E.26.24 Determinare 'immagine del vettore (z,y, z, w) tramite I’'omomorfismo
f: R* = R? associato alla matrice

1 0
2 2
0

—_— O =
N = O

-1
rispetto alla base di R* formata dai vettori

e1 :=(1,2,0,0),e3 :=(1,0,1,0),e3 == (1,3,0,0),e4 := (0,0,0,1)
e alla base di R? formata dai vettori

fl = (1727 l)an = (170a2)7.f3 = (2a25 1)

26.7 Soluzioni degli esercizi

E.26.1 Si, infatti ciascuna delle espressioni 2z + y + 32 — 2w e y — w € un polinomio
omogeneo di primo grado in z, y, z, w.

E.26.2 Si, infatti ciascuna delle espressioni
22 + 22,0,y + (2\/§+ 1) Z,T

¢ un polinomio omogeneo di primo grado in z, y, z oppure il polinomio nullo.
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E.26.3 No, ad esempio,

£(0,0,0) + £(0,0,0) = (=1,0) + (—=1,0) = (-2,0)

f((0,0,0) + (07 0, 0)) = f(0,0,0) = (_170)’

E.26.4 Si, infatti ciascuna delle espressioni z —y, 2, 0, x+y € £ —y + z € un polinomio
omogeneo di primo grado in x, y, z oppure il polinomio nullo.

E.26.5 Si, infatti D(f(z) 4+ g(z)) = D(f(z)) + D(g(z)) per tutti i polinomi f(z) e
g(z) in R[z] e D(kf(x)) = kD(f(x)) per ogni k in R e per ogni f(z) in R[x].

E.26.6 No, ad esempio

£(1,0,0) + f(1,0,0) = (2,0) + (2,0) = (4,0)

£((1,0,0) 4 (1,0,0)) = f(2,0,0) = (8,0).
E.26.7 No. Infatti
f(kA) = (kA)(KA) = k*A'A

kf(A) = EA'A.

Se scegliamo A tale che A®A # 0 (ad esempio A = I) e k tale k? # k (ad esempio
k = 2), vediamo che f(kA) # kf(A).

E.26.8

a. L’applicazione f ¢ lineare: infatti ciascuna delle espressioni 2z +y, z —y + 2z, 2z, 0
¢ un polinomio omogeneo di primo grado in x, y, z oppure 0.

b. L’applicazione f non & lineare. Ad esempio si ha:

£(0,0) + f(1,0) = (0,—1,0) + (2,0,1) = (2, —1,1),

f((0,0) + (170)) = f(170) = (270, 1)'

c. Se (z1,y1,21,w1) e (x2,y2, 22, w2) sono elementi di R* si ha:

f((z1,y1, 21, w1) + (22, Y2, 22, w2)) = f(@1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22, w1 + w2)
= (2(z1 + z2)(y1 + y2) + (21 + 22) + (w1 + w2), (x1 + x2) + (y1 + y2) — (w1 + w2))
= (2z1y1 + 221Y2 + 2x2y1 + 2x2y2 + 21 + 22 + w1 + wa, 1 + T2 + Y1 + Y2 — w1 — w2)

e
f(mhyhzlvwl) + f(1327y272271U2)

= (22191 + 21 + w1, 21 + y1 — wi) + (2z2y2 + 22 + w2, T2 + Y2 — w2)
= (2z1y1 + 222y2 + 21 + 22 + w1 + w2, x1 + T2 + Y1 + Y2 — w1 — W2).

Si vede facilmente che
f((xhyhzlawl) + (5027y2,22,w2)) = f(xhylazlawl) + f(:c27y2,z2,w2)

se e solo se 2x1y2 + 2x2y1 = 0. Poiché cid non & sempre vero (ad esempio scegliamo
21 =y1 = T2 = Y2 = 1) abbiamo che f non ¢ lineare.
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d. Se p(z) e g(z) sono due polinomi e se k ¢ un numero reale si ha

V(p(z) + q(x)) = p(2) +q(2) = V(p(x)) + V(q(x))

V(kp(z)) = kp(2) = kV (p(z))
cioe V e lineare.

e. Se p(x) e g(x) sono due polinomi e se k ¢ un numero reale si ha

f(p(x) + q(x)) = z(p(z) + q(x)) = zp(x) + zq(x) = f(p(x)) + f(q(x))

f(kp(z)) = zkp(x) = kf(p(z))
cioe f & lineare.

f. Se p(z) e ¢(x) sono due polinomi si ha

flp(z) + q(x)) = = + p(z) + q(=)

f(p(x) + fq(z)) = x + p(x) + = + q(x) = 2z + p(z) + q(z)
cioe f non e lineare.
E.26.9 Dal momento che i tre vettori (1,2,1), (1,0,2) e (2,2,1) formano una base

. 112 . . .
per R? (infatti ’ 202 ‘ # 0) grazie al teorema 26.11 esiste uno e un solo omomorfismo

f che soddisfa le condizioni date.

E.26.10 Dal momento che i tre vettori (1, 3,0), (0, %, 2) e (1,3,1) formano una base

per R? (infatti

1(1)1
3353
021

# 0) grazie al teorema 26.11 esiste uno e un solo omomorfismo

f che soddisfa le condizioni date.

E.26.11 Le matrici

(10 _ (0 1 _ (0 1
Al._(O O), A2._(1 0), A3._(1 1)

non formano una base per M(2,2,R) (infatti dim M(2,2,R) = 4). Le matrici 4;, Ao,
As sono pero linearmente indipendenti. Possiamo allora scegliere una matrice A4 tale
che A1, Az, As e A4 formino una base per M(2,2,R). Se allora B4 & una qualsiasi
matrice di M(2,2,R), grazie al teorema 26.11 esiste uno e un solo omomorfismo f
che soddisfa le condizioni date e la condizione supplementare f(A4) = B4. Dunque
esistono omomorfismi che soddisfano le condizioni assegnate: per I'arbitrarieta della
scelta di B4 di tali omomorfismi ne esiste piu di uno.

E.26.12 I vettori (1,3,0), (0,1,1) e (1,5,2) non formano una base per R (infatti
101 . .
31s ‘ = 0). Si vede facilmente che

(1,5,2) = (1,3,0) +2(0,1,1).

Se esistesse un omomorfismo come quello cercato dovrebbe essere allora

f(1,5,2) = f(1,3,0) +2f(0,1,1).

Le condizioni su f dicono che:

f(1,5,2) = & + 2°

f(1,3,0) +2f(0,1,1) =  + 22°.

Dunque non esistono omomorfismi che soddisfano le condizioni assegnate.
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E.26.13 Ripetendo i calcoli fatti nell’esercizio precedente vediamo che questa volta le
condizioni imposte sono compatibili con la condizione

f(1,5,2) = f(1,3,0) +2f(0, 1, 1).

Infatti
f(1,5,2) =z + 222

£(1,3,0) +2£(0,1,1) = x + 2z°.
Se allora esiste un omomorfismo f tale che f(1,3,0) =z e £(0,1,1) = 2%, certamente
questo omomorfismo soddisfera anche la condizione f(1,5,2) = x + 222, Ora i vettori
(1,3,0) e (0,1,1) sono linearmente indipendenti. Se scelgo un vettore e che insieme
ad essi costituisce una base per R3, e se scegliamo un qualsiasi polinomio g(z) in
RJz], allora, grazie al teorema 26.11, esiste uno e un solo omomorfismo f che soddisfa
le condizioni date e la condizione supplementare f(e) = g(x). Dunque esistono
omomorfismi che soddisfano le condizioni assegnate: per I’arbitrarieta della scelta di
g(z) di tali omomorfismi ne esiste pilt di uno.
E.26.14
a. BEsprimiamo i vettori della base canonica di R® come combinazione lineare dei
vettori (1,0,1), (1,1,1) e (0,0,1). Si ha

(17 07 O) = (17 07 1) - (07 07 1)7

(07 170) = _(17 07 1) + (17 17 1)7
(0,0,1) = (0,0,1).
Pertanto:

f(1707 0) = f(1507 1) - f(0707 1) = (35 1) - (07 1) = (37 O)a
f(O, 1,0) = 7f(1,0, 1) + f(l, 1, 1) = 7(3, 1) + (1,2) = (72, 1),
f(0,0, 1) = f(O,O7 1) = (O, 1).

Dunque la matrice di f rispetto alle basi canoniche é:

3 =2 0
o 1 1)°

b. Conosciamo f(1,0,1), f(1,1,1) e £(0,0,1): dobbiamo ora decomporre questi vettori
rispetto alla base formata dai vettori wy := (1,1) e w2 == (1,2). Si ha:

£(1,0,1) = (3,1) =5(1,1) — 2(1,2),

f(1,1,1) =(1,2) = 0(1,1) + 1(1, 2),

£(0,0,1) = (0,1) = —(1,1) + 1(1, 2).

Dunque la matrice di f rispetto alle basi date é:

5 0 -1
-2 1 1)

26.6 Dal momento che (2, —1) e (2, 3) sono linearmente indipendenti, costituiscono
una base di R?. Dunque le condizioni assegnate definiscono univocamente un omo-
morfismo di R? in sé. Per determinare f(2,1) occorre esprimere il vettore (2,1) come

combinazione lineare dei vettori (2, —1) e (2, 3). Con semplici calcoli si trova:
1 1
2,1)=-(2,-1 —(2,3).
(2.1)= 221+ £ (2.9

Dunque

J@1) = 321+ 2(2,3) = 2(0,4) + 5(0,-2) = (0, 1)
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E.26.16

a)
1. I vettori (1,1,2), (1,0,1), (1,0,2) formano, come ¢ facile verificare, una base per
R3: dunque esiste un unico omomorfismo che soddisfa le condizioni date.

2. 1 polinomi 14z, 24z, 1+ 22 non formano, chiaramente una base per R? [x]: poiché i
primi due vettori 1+ e 241, formano una base per R? [x] esiste un unico omomorfismo
f: R%[z] — R3[z] tale che f(1+z) =1— 2%, f(2+ ) = 3 + x. Verifichiamo se per
questo omomorfismo f risulta f(1+2z) = —5z. Notiamo che 142z = 3(1+z)— (2+x)
e, dunque, si ha f(1 + 2z) = 3f(1 4+ z) — f(2+ ) = —7z. Dunque non esistono
omomorfismi che soddisfano le condizioni date.

3. I tre vettori (0,1,1), (1,0,1), (2,1, 3) sono linearmente dipendenti: infatti sussiste
la relazione (2,1,3) = (0,1,1) +2(1,0,1). Se f & un omomorfismo come quello cercato
deve valere 'uguaglianza f(2,1,3) = f(0,1,1)+2f(1,0,1), cioe (5,2) = (1,0)+2(2,1).
Poiché quest’ultima relazione ¢ verificata si ha che ¢ sufficiente stabilire se esiste
un omomorfismo f: R® — R? tale che £(0,1,1) = (1,0), f(1,0,1) = (2,1). Di
omomorfismi siffatti ne esistono infiniti: infatti se vs &€ un qualsiasi vettore che insieme
a (0,1,1) e (1,0,1) forma una base di R®, per ogni vettore ws di R? esiste un unico
omomorfismo f: R® — R? tale che £(0,1,1) = (1,0), f(1,0,1) = (2,1) e f(v3) = ws.
Per ’arbitrarieta di ws abbiamo allora infiniti omomorfismi come quello cercato.

4. T polinomi 1+ 2, 24 z + 22 sono linearmente indipendenti. Se ps (z) & un qualsiasi
vettore che insieme a 1+2? e 2+x+2? forma una base di R?[z], allora per ogni vettore
ws di R? esiste un unico omomorfismo f: R3[z] — R? tale che f(1 + z?) = (1,-2),
f2+x+2?) = (1,0) e f(ps(x)) = ws. Per I'arbitrarietd di w3 abbiamo allora infiniti
omomorfismi come quello cercato.

5. I vettori (1,0,1), (2,1,1), (0,0,2) formano, come & facile verificare, una base per
R3: dunque esiste un unico omomorfismo che soddisfa le condizioni date.

E.26.17 Si ha

fler) = (5,-1) = =3 (1,2) + +-(1,0),

fle2) = (3,1) = 5(1,2) + 2(1,0),

f(es) = (5,-2) = —(1,2) + 6(1,0).

o)

Dunque la matrice cercata e:

RS

w2 |
I

Do

E.26.18 Come prima si ha

f(el) = (57 _1)7
fle2) = (3,1),
fles) =(5,-2)

Dunque la matrice cercata é:

E.26.19 Si ha
£(1,0,0) = (2,1) = %(1,2) + 2(1,0),
F(0,1,0) = (1, 1) = _%(1,2) + 2(1,0),

£(0,0,1) = (1,0) = 0(1,2) + 1(1, 0).
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Dunque la matrice cercata é:

N|=

7Y
ARV
E.26.20 Possiamo scrivere direttamente la matrice
(2 1 1)
1 -1 0

(le righe della matrice corrispondono ai coefficienti di z, y e z nelle espressioni 2z+y+ 2z
ex—y).

[MBENIES

E.26.21 La matrice cercata e:

E.26.22 Si ha

Il
—_ o~

flpi(z)) = 1(1,2) = (1,2) + 0(0, 1),
f(pQ('T)) 2 ) :2(172) _2(071)7
flps(z)) = (3,-1) = 3(1,2) — 7(0, 1).

Dunque la matrice cercata é:

E.26.23

a. La matrice ¢ semplicemente:
1 -1 1 0
1 0 0 1
0o 1 -1 1

La prima riga & data dai coefficienti di x, y, z € w nel polinomio z—y—+2. Analogamente
si determinano le altre righe.

b. Calcoliamo f(1,0) e f(3,1) e decomponiamo i risultati rispetto alla base formata
dai vettori w1, w2 e ws. Siha f(1,0) = (1,1,2) e f(3,1) = (2,4, 6). Dunque:

f(1,0) =0(1,0,1) +1(1,1,2) + 0(1, 3,1),
f(3,1) =—-2(1,0,1) +4(1,1,2) + 0(1, 3, 1).

Dunque la matrice di f rispetto alle basi assegnate é:

0 -2
1 4
0 O

c. Siha
)=0=0-1+0z+ 0z + 0z,
) =1=1-140z+ 0z + 0z°,
D(z°) =22 =0-1+ 2z + 02” + 02,
D(z®) = 32" =01+ 0z + 32° + 02”.

Dunque la matrice di D rispetto alla base data é:
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d. Si ha

2 3
D(l):O:O-l—i—Om—i—O%—i—O%,

QZ‘2 .1»'3
D(@)=1=1-1+02+0% +0%,
332 1’2 333
<2> x=0-1+1z+0% +0%,
.’ES 1’2 .'L'2 .’IJS

Dunque la matrice di D rispetto alla base data é:

o O OO
(=N ool
oo = O
o= OO

E.26.24 Esprimiamo innanzitutto il vettore (x,y, z,w) come combinazione lineare
dei vettori della base assegnata. Per far cio scriviamo:

(z,y,2,w) = a(1,2,0,0) + b(1,0,1,0) + ¢(1,3,0,0) + d(0,0,0,1).
Questo ci conduce, con semplici calcoli, al sistema di equazioni:

a+b+ ¢ =
2a + 3¢ =
b =

d

N e 8

Il
g

Notiamo che in questo sistema noi conosciamo z, y, z e w e dobbiamo determinare a, b,
c e d. Sitrova allora facilmente che deve essere a = 3z —y—3z,b =z, ¢ = —2x+y+2z,
d = w. Dunque:

(z,y,2z,w) = Bx —y — 3z)e1 + ze2 + (—2x + y + 22)es + wes.

Calcoliamo ora il prodotto matriciale:

1 1 0 0 3I_Z_3Z 3z —y—2z
2 0 2 1 = 20— 2z 4w
01 -1 2 _2“+wy+22 2% —y — 2 + 2w

Pertanto

flx,y,z,w) =Bz —y—22)fi+ 2z —2z4+w)fo+ 2z —y — 2+ 2w) f3
= (92 — 3y — 6z + 5w, 10z — 4y — 62 + 4w, 9z — 2y — 7z + 4w).
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CAPITOLO
Immagine

In questo capitolo studiamo le immagini di omomorfismi di spazi vettoriali.
Mostreremo che sono sottospazi dello spazio di arrivo e daremo un metodo
pratico per calcolarne la dimensione per mezzo di una matrice rappresentativa
dell’omomorfismo.

27.1 Immagine di un omomorfismo

Ricordiamo che, data un’applicazione tra insiemi f: A — B, 'immagine di f &
il sottoinsieme f(A) dell’insieme B formato dalle immagini degli elementi di A
tramite f, vale a dire da tutti gli elementi b di B per cui esiste a in A tale che
f(a) =b. Pud essere interessante studiare le immagini di omomorfismi di spazi
vettoriali.

Esempio 27.1 Consideriamo I'omomorfismo f: R? — R? definito da:
f(xvy) = (x+2y,x+y,x _y)

Per determinare 'immagine di f dobbiamo trovare i vettori w = (a,b, c) di R?
per cui esista v = (z,y) tale che f(v) = w. Abbiamo cioe:

($+29>$+y7$—y):(a7b7c)-

Dunque il vettore v cercato esiste se e solo se il sistema:

r+2y=a
r+ y=»b
T— y=c

ammette soluzioni. Se utilizziamo il metodo di Gauss vediamo allora che il
sistema ¢ equivalente a:

T+ 2y=a
— y=a->
0=2a—-3b+c
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Questo sistema ¢ dunque risolubile se e solo se 2a — 3b + ¢ = 0 (notiamo che
non ci interessa determinare esplicitamente le soluzioni del sistema). Dunque:

f(R?) = {(a,b,c) | 2a — 3b+c = 0}.

Notiamo che questo & un sottospazio vettoriale di R?, perché & I'insieme delle
soluzioni di un sistema lineare omogeneo in a, b e c. A

Esercizio di base 27.2 Sia f: M(2,2,R) — M(2,2,R) 'omomorfismo defini-
to da:
f(A) = A+ A A

Determinare I'immagine di f.

Nell’esempio e nell’esercizio di base appena visti le immagini sono sottospazi
vettoriali dello spazio di arrivo. Questo non e un caso. Vale infatti il:

Teorema 27.3 Se f: V — W ¢é un omomorfismo di spazi vettoriali, allora
f(V) & un sottospazio vettoriale di W.

DIMOSTRAZIONE Osserviamo preliminarmente che f(V') & non vuoto: infatti
preso un qualsiasi vettore v in V, il vettore w := f(v) appartiene a f(V).

Dobbiamo ora mostrare che se w; e wy appartengono a f(V') allora la loro
somma wj + wsy appartiene a f(V), vale a dire che esiste un vettore v in V tale
che f(v) = wy + we. Sappiamo che esistono vy e vg in V tali che f(v1) = w;
e f(vq) = wa. Ma allora

f(vr +v2) = f(v1) + f(v2) = w1 + wo.

Dunque w; + ws € f(V).

Per completare la dimostrazione dobbiamo mostrare che se w appartiene
a f(V) e k & uno scalare allora kw appartiene a f(V). Sappiamo che esiste
v € V tale che f(v) = w: ma allora

f(kv) = kf(v) = kw.

Dunque kw ¢é 'immagine tramite f del vettore kv: in particolare kw appartiene

a f(V). n

Se abbiamo un’applicazione non lineare f: V — W tra spazi vettoriali cosa
possiamo dire dell’immagine di f?

Esempio 27.4 Sia f: R? — R? I'applicazione cosi definita:

flz,y) = (% z+y).

E facile vedere che I’applicazione f non & lineare. Per calcolare 'immagine di f
consideriamo un generico vettore (a,b) di R?: questo appartiene all'immagine

di f se e solo se il sistema
¥ =a
r+y=>

¢ risolubile. Per stabilirlo non possiamo usare le tecniche che adottiamo usual-
mente con i sistemi lineari. Notiamo pero che se il sistema & risolubile, allora
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deve per forza essere a > 0. Viceversa se a > 0, allora il sistema e risolubile
perché ha, per esempio, la soluzione x = \/a, y = b — \/a. L’immagine di f &
allora formata dai vettori del tipo (a,b) con a > 0. Questo non & un sottospazio
di R? (notiamo ad esempio che moltiplicando il vettore (1,0) dell’immagine di
f per lo scalare —1 otteniamo un vettore che non sta nell’immagine). A

Potrebbe allora venire spontaneo dire che se f: V' — W & un’applicazione non
lineare tra spazi vettoriali allora la sua immagine non & un sottospazio vettoriale
dello spazio di arrivo. Consideriamo pero il seguente:

Esempio 27.5 Sia f: R? — R? I'applicazione cosi definita:

f(@,y) = (zy, 22y).

E facile vedere che I’applicazione f non & lineare. Per calcolare 'immagine di f
consideriamo un generico vettore (a,b) di R?: questo appartiene all’immagine

di f se e solo se il sistema
TY =a
2y = b

¢ risolubile. Notiamo che se il sistema e risolubile, allora deve per forza essere
b = 2a. Viceversa, se b = 2a, allora il sistema e risolubile perché ha, per esempio,
la soluzione z = a, y = 1. L’immagine di f & allora formata dai vettori del tipo
(2b,b) al variare di b, e, dunque, & un sottospazio di R2. A

Dunque, se abbiamo un’applicazione non lineare f: V — W tra spazi vettoriali,
non possiamo, a priori, dire nulla sull’immagine di f: né che sia un sottospazio
vettoriale di W né che non lo sia. Bisogna valutare caso per caso.

27.2 Calcolo dell’immagine

Diamo ora un metodo per la determinazione dell’immagine di un omomorfismo
di spazi vettoriali. Ci sara utile la:

Proposizione 27.6 Se f: V — W ¢ un omomorfismo di spazi vettoriali e se
V & generato dai vettori v, va, ..., Uy, allora f(V) & generato dai vettori

f('Ul), f(vQ)7 ) f(vn)

DIMOSTRAZIONE Dobbiamo mostrare che ogni vettore w dell’immagine di f si

puo esprimere come combinazione lineare dei vettori f(vy), f(v2), ..., f(vn).
Sappiamo che esiste un vettore v di V tale che w = f(v). Possiamo ora
esprimere il vettore v come combinazione lineare di vy, vo, ..., Uy:

v =kivi + kava + - + kpv,.

Ma, allora
f(0) = k1 f(v1) + kaf(v2) + -+ knf(vn).

Poiché w = f(v) abbiamo dunque espresso w come combinazione lineare dei
vettori f(v1), f(v2), ..., f(v,), come volevamo. n
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Vale la pena fare alcune osservazioni. Innanzitutto abbiamo mostrato che i
vettori f(vy1), f(va), ..., f(vn) generano f(V'), non tutto W (questo si realizza
se e solo se f(V) = W ovvero se f & suriettivo). Notiamo poi che, anche nel
caso in cui i vettori vy, vs, ..., v, formano una base per V, non ¢ detto che
i vettori f(v1), f(v2), ..., f(v,) formino una base per f(V). Consideriamo
infatti il seguente:

Esempio 27.7 Sia dato 'omomorfismo f: R?® — R[x] definito da:
f(a,b,¢c) == (a—b)+ (b—c)x+ (c — a)z?

Sappiamo allora che f(R3) & generato dalle immagini dei vettori di una base
di R?, ad esempio la base canonica. Dunque f(R3) & generato dai polinomi
£(1,0,0) =1—22, £(0,1,0) = =1+, £(0,0,1) = —x +22. Questi tre polinomi
sono linearmente dipendenti:

—z+t=—-(1-2%)—(-1+2),
e, dunque, non formano una base per f(R?). A

La proposizione 27.6 ha il:

Corollario 27.8 Se f: V. — W ¢& un omomorfismo di spazi vettoriali e se
la dimensione di V ¢ finita, allora anche la dimensione di f(V) & finita e
dim f(V) < dim V. Nulla possiamo invece dire circa la dimensione di W.

DIMOSTRAZIONE Se i vettori v, ve, ..., v, formano una base per V (e, dunque,
dimV = n), allora f(V') & generato dagli n vettori f(vy1), f(va), ..., f(vn), €,
pertanto, la sua dimensione e al piu n. =

Possiamo allora dare la seguente osservazione, elementare, ma molto utile nelle
applicazioni pratiche

Osservazione 27.9 Se f: V — W ¢ un omomorfismo di spazi vettoriali e
dim V' < dim W allora I’omomorfismo f non puo essere suriettivo. Nel caso in
cui dim V' > dim W non possiamo dire nulla a priori: dobbiamo valutare caso
per caso. A

Se f: V — W & un omomorfismo di spazi vettoriali e se V ha dimensione finita,
possiamo utilizzare la proposizione 27.6 per trovare una base di f(V'). Sappiamo
infatti che se abbiamo dei generatori per uno spazio vettoriale possiamo ottenere
una base per lo spazio vettoriale scartando alcuni dei generatori (eventualmente
nessuno) scelti in modo opportuno. Applichiamo tutto cio a un esempio:

Esempio 27.10 Sia V uno spazio vettoriale con una base formata dai vettori
e, e, e3, e4 e sia W un altro spazio vettoriale con una base formata dai vettori
f1, f2, fs. Sia f: V — W Pomomorfismo definito dalle condizioni

fler)=fi+Ffo+ fs,
f(e2) = f1+2f+3fs,
f(e3) :=3f1 +4f>+5fs,
fles) = —fa—2fs.
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Determiniamo una base per 'immagine di f. Consideriamo la matrice

113 0
A=|1 2 4 -1
1 3 5 -2
le cui colonne danno le componenti dei vettori f(e1), f(e2), f(es) e f(eq)
rispetto alla base formata dai vettori f;, fo, f3. Notiamo che la matrice A
non e altro che la matrice rappresentativa di f rispetto alle basi assegnate.
Sappiamo che f(ey), f(ez2), f(es) e f(e4) generano f(V). Dobbiamo dunque
trovare una base per lo spazio vettoriale generato da f(e1), f(ea), f(es) e f(ea).
Se ora riduciamo a scalini la matrice A, troviamo la matrice:

1 1 3 0
B=|10]1 1 -1
0 0

0 0

Poiché gli scalini sono in prima e seconda posizione troviamo che una base per

f(V) & data dai vettori f(e1) e f(ez), vale adire fi+ fo+ fz e f1 +2f2+3f5.4

Questo esempio suggerisce una metodologia generale per determinare I'immagine
di un omomorfismo f: V — W tra due spazi vettoriali di dimensione finita.
Diamo allora il seguente teorema, la cui dimostrazione puo essere facilmente
ottenuta adattando 1’esempio precedente:

Teorema 27.11 Sia f: V — W un omomorfismo di spazi vettoriali di dimen-
sione finita. Fissata una base per V, formata dai vettori ey, es, ..., e,, € una
base per W, formata dai vettori fi, fa, ..., fm, consideriamo la matrice A
rappresentativa di f rispetto alle basi fissate. Risulta allora

dim f(V) =rk A.
In particolare abbiamo che f é suriettivo se e solo se tk A = dim W.

Per determinare esplicitamente una base dell’immagine di f possiamo notare,
come nell’esempio 27.10, che le colonne della matrice A forniscono le componenti
rispetto alla base f1, fa, ..., fm dei vettori f(e1), f(e2), ..., f(en) che
generano f(V). Possiamo determinare una base di f(V') calcolando il rango r
della matrice A e scegliendo poi r vettori tra f(e1), f(e2), ..., f(en) utilizzando
il procedimento visto nel paragrafo 17.5.

Esercizio di base 27.12 Consideriamo I'omomorfismo f: R3 — R*[z] defini-
to da:

f(a,b,c) = (2a+b+8c) + (3a — b+ Tc)x + (—a — 3¢c)x? + (b+2c)x>. A

Determinare una base per f(R3).

Esercizio di base 27.13 Stabilire se i seguenti omomorfismi sono suriettivi:
a. f: R3 — R[z] definito da

f(a,b,¢) = a+ ax +baz* + (c — b+ a)z®.
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b. f: M(2,2,R) — R? definito da:

f<(; Z) =(a+b+2c,a+2b+c,c+d).

c. f:R®— M(2,2,R) definito da:

_fa—4b b-—2c
fla,b,c) = (a+3c a+b+c>

27.3 Soluzioni degli esercizi di base

EB.27.2 Data una generica matrice B := (%) di M(2,2,R) questa appartiene
allimmagine di f se e solo se esiste una matrice A := (7 Y) di M(2,2,R) tale che
A+'A = B. Calcolando A + A troviamo la matrice (7, %’). Questo conduce al
sistema lineare:

2x =a
Y+ 2z =b
Y+ z =c
2w =d

Questo sistema ¢ risolubile se e solo se b = ¢, vale a dire se e solo se la matrice
B & simmetrica. Dunque f(M(2,2,R)) = S(2,R). Notiamo che f(M(2,2,R)) & un
sottospazio vettoriale di M(2, 2, R).

Vediamo ora un metodo alternativo per risolvere questo esercizio: dimostriamo
direttamente che f(M(2,2,R)) = S(2,R). Mostriamo innanzitutto che f(A) & una
matrice simmetrica per ogni matrice A in M(2,2,R). Dobbiamo cioé¢ mostrare che
'f(A) = f(A). Abbiamo infatti:

FA) = (A+'A) = A+ (A) = A+ A= f(A).

Viceversa vogliamo dimostrare che se S ¢ una matrice simmetrica, allora esiste una
matrice A € M(2,2,R) tale che S = f(A), ovvero S = A + *A. Questo & un po’ pitl
difficile. Se pero scegliamo la matrice A = %S notiamo che

1 1 i1 1 1, 1 1
f(§$'> —§S+ (55) —§S+§S—§S+§S—S.
Dunque S = f(A), e pertanto, S appartiene all’immagine di f. Avremmo potuto
trovare altre matrici A tali che f(A) = S. Questo sara precisato meglio nel capitolo
successivo.

Notiamo, da ultimo, che nel secondo metodo utilizzato per il calcolo dell’immagine
di f, non abbiamo utilizzato in maniera esplicita il fatto che le matrici fossero di
ordine 2: si pud quindi adattare senza nessuna modifica questa dimostrazione al caso
di matrici di ordine qualunque.

EB.27.12 La matrice rappresentativa di f rispetto alle basi canoniche é:

2 1 8
3 -1 7
A= -1 0 -3
0 1 2
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Se ora riduciamo questa matrice otteniamo la matrice a scalini:

2 1 38
| o]-52 —5
B=10"70 0
0 0 0

La matrice ha rango 2: dim f(R*) = 2. Poiché gli scalini sono in prima e seconda
posizione, una base per f(R*) & formata dall’immagine dei primi due vettori della
base canonica di R®, cio¢ dai vettori f(1,0,0) e £(0,1,0). Rispetto alla base canonica
di R*[z], le componenti di f(1,0,0) sono date dalla prima colonna di A (non di
BY): dunque £(1,0,0) = 2 + 3z — z* (ovviamente avremmo potuto calcolare f(1,0,0)
direttamente dall’espressione di f). Analogamente si ha f(0,1,0) = 1—z+z>. Dunque,
una base per f(R3) & formata dai vettori 2 + 3z —z? e 1 — x + z°.

EB.27.13

a. Possiamo dire subito che f non & suriettivo: infatti R® ha dimensione finita mentre
R[z] non ha dimensione finita.

b. La matrice rappresentativa di f rispetto alle basi canoniche é:

1 1 2 0
1 2 1 0
0 0 1 1

Si verifica facilmente che questa matrice ha rango 3 e, quindi, dim f(R?®) = 3. Pertanto
f & suriettivo.

c. Possiamo dire subito che f non & suriettivo: infatti dimR® < dimM(2,2,R).

27.4 Sunto

Immagine di un omomorfismo

Teorema Se f: V — W é un omomorfismo di spazi vettoriali, allora f(V') ¢é
un sottospazio vettoriale di W.

Se abbiamo un’applicazione non lineare f: V — W tra spazi vettoriali, non
possiamo, a priori, dire nulla sull’immagine di f: né che sia un sottospazio
vettoriale di W né che non lo sia. Bisogna valutare caso per caso.

Calcolo dell’immagine

Proposizione Se f: V — W ¢é un omomorfismo di spazi vettoriali e se V' é
generato dai vettori vy, va, ..., Uy, allora f(V) é generato dai vettori f(vy),

f(v2), ..., flon).

Notiamo che i vettori f(vy), f(vs), ..., f(v,) generano f(V'), ma non ¢ detto
che generino tutto W (questo si realizza se e solo se f(V) = W ovvero se f &
suriettivo). Anche se i vettori vy, v, ..., v, formano una base per V, non &
detto che i vettori f(v1), f(vs), ..., f(v,) formino una base per f(V).

Corollario Se f: V. — W ¢é un omomorfismo di spazi vettoriali e se la di-
mensione di V¢ finita, allora anche la dimensione di f(V) ¢ finita e vale
la disuguaglianza dim f(V) < dimV. Nulla possiamo invece dire circa la
dimensione di W.
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Osservazione Se f: V — W & un omomorfismo di spazi vettoriali e vale la
disuguaglianza dim V' < dim W allora ’'omomorfismo f non puo essere suriettivo.
Nel caso in cui dimV > dim W non possiamo dire nulla a priori: dobbiamo
valutare caso per caso. A

Teorema Sia f: V — W un omomorfismo di spazi vettoriali di dimensione
finita. Fissata una base per V, formata dai vettori e1, ez, ..., €,, € una
base per W, formata dai vettori fi, fa, ..., fm, consideriamo la matrice A
rappresentativa di f rispetto alle basi fissate. Risulta allora

dim f(V) =rk A.
In particolare abbiamo che f ¢ suriettivo se e solo se Tk A =dimW.

Per determinare esplicitamente una base dell'immagine di f calcoliamo il rango r
della matrice A e scegliamo poi r vettori tra f(e1), f(ez2), ..., f(en) utilizzando
il procedimento visto nel paragrafo 17.5.

27.5 Esercizi

E.27.1 Dato I'omomorfismo

£ M(2,3,R) = M(2,2,R)

f a b ¢\  [fa+b+c b+c+d
d e f)  \c+d+e a+2b+3c+2d+e)’

stabilire se f € suriettivo. Determinare poi esplicitamente I'immagine di f.

definito da

E.27.2 Sia f: M(2,2,R) — R? I'applicazione definita da:

a b
f(c d) = (a+b,c+d).
Dimostrare che f & un omomorfismo e stabilire se f & suriettivo.

E.27.3 Sia f: R?> — R?[z] omomorfismo la cui matrice rappresentativa
rispetto alle basi canoniche é:
1 0
(1 o)

E.27.4 Dimostrare che le condizioni
f(1,2,1) = (0,1),
f(1,0,1) = (2,1),
£(0,0,1) = (0,1),

definiscono un unico omomorfismo f: R® — R2. Stabilire se f & suriettivo.

Determinare 'immagine di f.

E.27.5 Sia f: R? — R3 'omomorfismo definito da:

flz,y) = (x—y,z+y,2x—y).

Stabilire se f & suriettivo.
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27.6 Soluzioni degli esercizi
E.27.1 Poiché la dimensione di M(2, 3, R) non ¢ minore della dimensione di M(2, 2, R)

non possiamo subito concludere che f non sia suriettivo. Dobbiamo quindi svolgere
effettivamente i calcoli. La matrice rappresentativa di f rispetto alle basi canoniche é:

1
0
0
1

N == O
== o O

0
0
0
0

NN O ==
W = =

Utilizzando la riduzione a scalini troviamo la matrice:

1 1
1 1
0|1
0 0

S O O

La matrice ha rango 3: dunque la dimensione dell’immagine € 3 e f non é suriettivo.
Poiché gli scalini sono nelle prime tre posizioni una base per f(M(2,3,R)) & data dalle
immagini delle prime tre matrici della base canonica di M(2, 3, R), vale a dire da:

1 0 1 1 1 1

0 1 0 2 1 3/
E.27.2 L’applicazione f ¢ un omomorfismo dal momento che le espressioni a + b
e ¢ 4 d sono polinomi omogenei di grado 1 in a, b, ¢ e d. Non possiamo escludere

che f sia suriettivo perché dimM(2,2,R) > dimR?. Per stabilire se f & suriettivo
consideriamo la matrice rappresentativa di f rispetto alle basi canoniche:

1 1 0 O
0 0 1 1)°
Si vede facilmente che questa matrice ha rango 2, e, dunque, f & suriettivo.

E.27.3 Le colonne della matrice rappresentativa danno dei generatori dell’immagine
di f, decomposti rispetto alla base scelta dello spazio di arrivo (in questo caso la base
¢ quella canonica). Dunque 'immagine di f & generata dai polinomi 1-1+1-z=1+=
e0-140-2 =0. Pertanto 'immagine di f & formata da tutti i polinomi multipli di
1+

E.27.4 Dal momento che i tre vettori (1,2,1), (1,0,1) e (0,0, 1) costituiscono una
base per R3, le condizioni assegnate definiscono un unico omomorfismo f: R® — R2.
Dal momento che dimR® > dim R? non possiamo escludere che f sia suriettivo. Per
verificare se f € suriettivo consideriamo la matrice rappresentativa di f rispetto alla
base di R® costituita dai vettori (1,2,1), (1,0,1) e (0,0, 1) e dalla base canonica di R?:

0 2 0
11 1)
Questa matrice ha rango 2 e, dunque, f & suriettivo.

E.27.5 Non & necessario svolgere alcun calcolo. Dal momento che dim R? < dimR?
I’'omomorfismo f non puo essere suriettivo.
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CAPITOLO

Nucleo

In questo capitolo studieremo il nucleo di un omomorfismo vale a dire il sot-
toinsieme dello spazio di partenza la cui immagine ¢ il vettore nullo. Vedremo
come la determinazione del nucleo sia importante per stabilire se un certo
omomorfismo & iniettivo, e come la determinazione del nucleo sia collegato alla
determinazione delle controimmagini di singoli vettori dello spazio di arrivo.

28.1 Nucleo di un omomorfismo

Se lavoriamo con piu di uno spazio vettoriale, ad esempio perché stiamo stu-
diando un omomorfismo, ci capitera di doverci riferire talora al vettore nullo di
uno spazio, talora al vettore nullo di un altro. Per evitare ambiguita, quando
necessario utilizzeremo allora il simbolo 0y per indicare lo zero di uno spazio
vettoriale V. Cominciamo allora dando la semplice:

Proposizione 28.1 Se f: V — W ¢é un omomorfismo di spazi vettoriali allora
f(Oy) = 0w .

DIMOSTRAZIONE Sappiamo che 0y + 0y = 0y. Dunque
f(Ov) + f(Ov) = f(Ov).
Utilizzando la legge di cancellazione otteniamo f(0y ) = Oy . n

Questa proposizione puo fornire un semplice ma utile criterio sufficiente ad
affermare che un’applicazione non ¢ lineare.

Esempio 28.2 Sia f: R3 — R? lapplicazione definita da:
flz,y,2) = (@ +y+3z,z+2y+4z—1).
Vediamo subito che f non & lineare dal momento che
£(0,0,0) = (0, —1) # (0,0). A
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Chiaramente non ¢ detto che un’applicazione f: V — W tra spazi vettoriali
che soddisfa la relazione f(0y ) = Oy sia un omomorfismo:

Esempio 28.3 Sia f: R? — R? Iapplicazione definita da:
[z, y) = (zy, 2).
Vediamo che f(0,0) = (0,0), ma f non & un omomorfismo poiché, ad esempio,

f(0,1) + f(1,0) = (0,0) + (0,1) = (0,1)

f((071)+(170)) :f(171) = (1’1) A

Ovviamente, se f: V — W & un omomorfismo di spazi vettoriali, potranno
esserci altri vettori, oltre a Oy che hanno come immagine Oyy. Diamo allora la:

Definizione 28.4 Se f: V — W & un omomorfismo di spazi vettoriali chia-
miamo nucleo di f (in simboli ker f) U'insieme dei vettori di V' la cui immagine
¢ il vettore Oy. Dunque:

ker f:={veV| f(v)=0w} A

Esercizio di base 28.5 Sia f: V — W l'omomorfismo nullo. Determinare
ker f.

Grazie alla proposizione 28.1 sappiamo che ker f # @ infatti Oy appartiene a
ker f.
Vediamo qualche esempio:
Esempio 28.6 Consideriamo I'omomorfismo f: R®> — R[] definito da:
fla,b,c;dye) = (a—b+c)+ (b—c+d)z+ (c—d+e)z?
Un vettore (a, b, ¢, d, e) appartiene a ker f se e solo se

(a—b+c)+(b—cH+dzx+(c—d+e)z? =0,

ovvero se e solo se

a—b+c¢ =0
b—c+d =0
c—d+e=0

Notiamo che ker f & I'insieme delle soluzioni di un sistema omogeneo e, quindi, &
un sottospazio vettoriale di R®. Per determinare esplicitamente ker f risolviamo
questo sistema nelle incognite a, b, ¢, d ed e e troviamo che ker f é:

ker f = {(—t,—u,t —u,t,u) | t € R,u € R}.

Una base per ker f & formata dai vettori (—1,0,1,1,0) e (0,—1,-1,0,1). A
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Esempio 28.7 Consideriamo 'omomorfismo f: M(2,2,R) — M(2,2,R) defi-
nito da

F(A) = A+ A,

Per determinare ker f possiamo considerare la generica matrice A == (7 %) di
M(2,2,R) e stabilire quando f(A) = 0. Si ha:

= ) 0=(2 )

Dunque f(A) =0 se e solo se

2x =0
Y+ =z =0
y+z =0
2w =

Risolvendo questo sistema troviamo:

wer={(%, Yivex).

Anche in questo caso abbiamo che ker f & un sottospazio vettoriale dello spazio
di partenza.

Avremmo potuto anche osservare che ker f & formato dalle matrici A tali che
A+'A =0, ciod le matrici tali che A = — A: abbiamo chiamato antisimmetriche
tali matrici. A

In entrambi gli esempi precedenti abbiamo visto che il nucleo € un sottospazio
vettoriale dello spazio di partenza. Questo € un risultato che vale in generale:

Teorema 28.8 Il nucleo di un omomorfismo f:V — W di spazi vettoriali é
un sottospazio vettoriale di V.

DiMOSTRAZIONE Dalla proposizione 28.1 sappiamo che Oy appartiene a ker f e
dunque ker f # @. Dobbiamo ora mostrare che se v; e vy appartengono a ker f
allora la loro somma vq +v9 appartiene a ker f. Sappiamo cioe¢ che f(v1) = Oy
e f(v2) = Ow e dobbiamo mostrare che f(v; + v2) = Oy. Ma allora

f(vr +v2) = f(v1) + f(v2) = Ow + Ow = Oy,

che ¢ quel che volevamo.

Per completare la dimostrazione dobbiamo mostrare che se v appartiene
a ker f e k & uno scalare allora kv appartiene a ker f. Sappiamo cioé che
f(v) = 0w e dobbiamo mostrare che f(kv) = Oy . Dunque

f(kv) = kf(v) = kOw = Ow,

che ¢ quel che volevamo. ]
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28.2 Calcolo del nucleo

Negli esempi fin qui dati abbiamo determinato il nucleo risolvendo un sistema
lineare omogeneo. Vediamo ora come generalizzare questo approccio a un
qualsiasi omomorfismo f: V — W di spazi vettoriali di dimensione finita.
Supponiamo di avere una base per V', formata dai vettori ey, es, ..., €,, € una
base per W, formata dai vettori fy, fo, ..., fin. Sia A la matrice rappresentativa
di f rispetto alle basi fissate. Consideriamo ora un generico vettore v di V.
Vogliamo stabilire se v € ker f. Dobbiamo quindi calcolare f(v). Per far ciod
decomponiamo innanzitutto v rispetto alla base di V' assegnata:

V:=x1€] +2T2€2 + -+ Tp€,.
Ora calcoliamo il prodotto matriciale:
T

T2

A
Tn
Otteniamo una matrice colonna

n
Y2

Sappiamo che
f)=yfi +yefot -+ ymfm.

Poiché fi, fa, ..., fm sono linearmente indipendenti (formano una base per W)
abbiamo che v appartiene al nucleo di f seesolose y; =y =--- =y, =0,
vale a dire:
X1 0
o 0
Al .| =
Ty 0

Dunque per determinare ker f dobbiamo risolvere un sistema lineare omogeneo.
In corrispondenza di una soluzione (Z1, T, - . ., T,) di questo sistema otteniamo
un vettore del nucleo di f:

Tr1€e1 + Toeo+ -+ Tp€p.

Quindi, trovata una base dello spazio delle soluzioni del sistema omogeneo,
otteniamo immediatamente una base per ker f.

Esempio 28.9 Consideriamo nuovamente I’omomorfismo utilizzato nell’esem-
pio 27.10. Questo € un omomorfismo f: V — W tra due spazi vettoriali con
una base formata di V formata dai vettori e;, es, e3, e4 e una base di W
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formata dai vettori fi, fo, f3. L’omomorfismo f € definito dalle condizioni:

fler) = f1+ fo+ f3,
f(e2) = f1+2f> +3fs,
f(es) =3f1 +4f2+5f3,
fled) = —f2—2fs.

Determiniamo una base per il nucleo di f. Consideriamo la matrice rappresen-
tativa di f rispetto alle basi assegnate

11 3 0
A=(1 2 4 -1
1 3 5 -2

Per determinare il nucleo risolviamo il sistema lineare omogeneo:

N

S vwe 8
Il

o oo

Dal momento che nell’esempio 27.10 abbiamo gia ridotto a scalini la matrice A
possiamo considerare il sistema equivalente:

113 o0\ (" 0

011—12{:0,

000 0 0
w

che ha come soluzioni
{(-2t —u,—t+u,t,u) | t € R,u € R}.

Ponendo t = 1 e u = 0 otteniamo la soluzione (—2,—1,1,0), ponendo invece
t =0 e u =1 otteniamo la soluzione (—1,1,0,1). Una base per ker f ¢ allora
formata dai vettori:

—2e; —les +1leg+0eg e — ley + les + Oes + ley,
ovvero:
—2e; —ey+eze —er+es+ ey A
Esercizio di base 28.10 Consideriamo I'omomorfismo f: R3 — R*[z] defini-
to da:
f(a,b,¢) = (2a+b+8c) + (3a — b+ Tc)x + (—a — 3¢c)x? + (b+2c)x>. A
utilizzato nell’esercizio di base 27.12. Determinare una base per ker f.

Notiamo che, in particolare, la dimensione del nucleo di f € uguale alla di-
mensione dello spazio delle soluzioni del sistema omogeneo. Questo spazio ha
dimensione uguale a n — rk A, e abbiamo cosi dimostrato il:
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Teorema 28.11 Sia f: V. — W un omomorfismo di spazi vettoriali di di-
mensione finita. Fissate una base per V e una base per W sia A la matrice
rappresentativa di f rispetto a tali basi. Risulta allora

dimker f = dimV —rk A.

Dal teorema 27.11 sappiamo che tk A = dim f(V). Possiamo dare allora
I'importante:

Teorema 28.12 Se f: V — W ¢é un omomorfismo di spazi vettoriali e se V
ha dimensione finita si ha:

dim V' = dimker f + dim f(V).

In realtad noi abbiamo dimostrato questo teorema nel caso in cui anche W
abbia dimensione finita (non avremmo potuto altrimenti scrivere la matrice
rappresentativa dell’omomorfismo f): il teorema pero vale anche se W non ha
dimensione finita, anche se noi non daremo la dimostrazione di questo fatto.

Uno dei motivi principali per cui € interessante calcolare il nucleo di un
omomorfismo di spazi vettoriali & dato dal:

Teorema 28.13 Sia f: V — W un omomorfismo di spazi vettoriali. Allora f
¢ iniettivo se e solo se ker f = {0y }.

DIMOSTRAZIONE Supponiamo che f sia iniettivo. Cio significa che vettori
diversi hanno immagini diverse. In particolare se v ¢ un vettore di V' diverso da
0y abbiamo che f(v) # f(0y). Poiché f(0y) = Oy vediamo che f(v) # Ow
vale a dire che v non appartiene al nucleo, e, dunque, il vettore 0y & 'unico
vettore del nucleo.

Viceversa, supponiamo che ker f = {0y }: dobbiamo mostrare che f &
iniettivo. Dobbiamo cioe supporre di avere due vettori w e v con u # v e
dobbiamo mostrare che f(u) # f(v). Dire u # v & equivalente a dire u—v # Oy .
Poiché ker f = {0y}, questo significa che w — v ¢ ker f, cioe f(u — v) # Oy
Ma f(u —v) = f(u) — f(v) e, dunque, abbiamo f(u) # f(v). n

Notiamo che se f ¢ iniettivo, allora dimV = dim f(V). Poiché f(V) & un
sottospazio di W concludiamo che dim V' < dim W. Possiamo allora dare la
seguente osservazione molto utile nelle applicazioni pratiche:

Osservazione 28.14 Se f: V — W e un omomorfismo di spazi vettoriali e
dimV > dim W allora 'omomorfismo f non puo essere iniettivo. Nel caso in
cui dimV < dim W non possiamo dire nulla a priori: dobbiamo valutare caso
per caso. A

Possiamo adesso dare un semplice criterio per stabilire se un certo omomorfismo
di spazi vettoriali di dimensione finita & iniettivo.

Criterio 28.15 Sia f: V — W un omomorfismo tra spazi vettoriali di dimen-
sione finita e sia A la matrice rappresentativa di f rispetto a delle basi per V e
W. Sono allora equivalenti le condizioni:

1. L’omomorfismo f & iniettivo,
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2. tkA=dimV,

3. dim f(V) =dim V. A
DIMOSTRAZIONE Per il teorema 27.11 sappiamo che dim f(V) =tk A, e, dun-
que la proprieta 2 e la proprieta 3 sono equivalenti. Per il teorema 28.12

abbiamo che dimker f = 0 se e solo se dim V' = dim f(V), cio¢ la proprieta 1 e
la proprieta 3 sono equivalenti. ]

Esercizio di base 28.16 Stabilire se i seguenti omomorfismi sono iniettivi:
a. f: R[z] — R? definito da

flap + a12 + agx® + - - + apx™) = (ao, a, az).

b. f: M(2,2,R) — R3 definito da:

f(z Z) =(a+b+2c,a+2b+c,c+d).

. f:R3 = M(2,2,R) definito da:

o

a—4b b—2c
fla,b,c) = <a+3c a+b+c>'
d. f: R? = R? definito da:

f(a,b) == (a—b,b—a,2a — 2b). A

28.3 Controimmagini

Ricordiamo che data un’applicazione tra insiemi f: A — B la controimmagine
di un elemento b di B & il sottoinsieme f~*(b) degli elementi di A la cui immagine
tramite f e b, vale a dire:

fH0) ={a € A] f(a) =b}.

Ricordiamo che f~!(b) ¢ un insieme non vuoto se e solo se b appartiene
alllimmagine di f.

Possiamo allora considerare il caso in cui f: V' — W sia un omomorfismo di
spazi vettoriali. Osserviamo innanzitutto che, per definizione di nucleo, si ha:

£ (Ow) =ker f.

Non e difficile descrivere le altre controimmagini dei vettori di W. Infatti se w ¢
un vettore di W che non appartiene a f(V) allora si ha f~!(w) = @, altrimenti
abbiamo il:
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Teorema 28.17 Sia f: V — W un omomorfismo di spazi vettoriali e sia w
un vettore di f(V). Allora f=1(w) ¢ un sottospazio affine parallelo a ker f. Per
determinare f~1(w) occorre allora determinare esplicitamente un vettore v di
fY(w) (cioé un vettore tale che f(v) = w). Una volta determinato v abbiamo
che:

flw)=v+kerf={v+v |v €kerf}

DIMOSTRAZIONE Dimostriamo innanzitutto che si ha:
v+ ker f C f~H(w).

Dobbiamo mostrare che ogni elemento u di v + ker f appartiene a f~!(w), cio®
f(u) = w. Sappiamo che u = v 4+ v’ con v’ € ker f. Ma allora

flu) = flo+v) = f(v) + f(v)) =w+ 0w = w,

come volevamo.
Viceversa dimostriamo ora che si ha:

fHw) C v +ker f.

Dobbiamo mostrare che ogni elemento w di f~!(w) appartiene a v + ker f.
Sappiamo cioé che f(u) = w, e dobbiamo scrivere uw come somma di v e di un
elemento v" del nucleo di f. Affinché sia u = v + v’, 'elemento v’ cercato deve
essere u — v: dobbiamo allora mostrare che u — v appartiene a ker f. Sappiamo
che sia u che v appartengono a f~!(w), vale a dire f(u) = f(v) = w. Dunque:

flu—v)=f(u) - f(v) =w—w=0w,
cioe u — v appartiene a ker f, come richiesto. n

Esempio 28.18 Riprendiamo ancora una volta 'omomorfismo f: V — W
definito nell’esempio 27.10. Ricordiamo che la matrice rappresentativa di f
rispetto alle basi assegnate e:

113 0
A=1[(1 2 4 -1
1 3 5 =2
Supponiamo di voler calcolare la controimmagine del vettore w = 2 f; 43 fo+4f3.
Questo ¢ equivalente a risolvere il sistema lineare:

=W N

X
AlY] =

z

w

Dal momento che pero gia conosciamo ker f e sufficiente trovare una soluzione
particolare di questo sistema. Utilizzando, ad esempio, il metodo di Rouché-
Capelli, troviamo che (1, 1,0, 0) & soluzione di questo sistema. Dunque il vettore
v = ej + es ¢ tale che f(v) = w. Ma allora

fHw) =v +ker f.
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Nell’esempio 28.9 abbiamo calcolato il nucleo:
ker f = {(—2t —u)ey + (—t + u)es + tes +uey | t € R,u € R}.
Dunque:
fHw) ={(1 -2t —u)e; + (1 —t+u)es +tes +ues |t ER,ucR}. A

Nello svolgimento dell’esempio precedente abbiamo utilizzato il teorema 19.22. 11
teorema 28.17, nel caso in cui i due spazi vettoriali abbiano entrambi dimensione
finita, puo infatti essere visto come una interpretazione del teorema 19.22 che,
lo ricordiamo, dice che le soluzioni di un sistema lineare (in questo caso gli
elementi della controimmagine di un vettore w) si ottengono come tutte le
somme di una soluzione fissata del sistema (in questo caso un vettore v tale
che f(v) = w) e di una soluzione variabile del sistema omogeneo associato (in
questo caso un elemento variabile del nucleo).

Esercizio di base 28.19 Consideriamo I'omomorfismo f: R3 — R*[z] defini-
to da:

f(a,b,c) == (2a+b+8c)+ (3a — b+ Tc)x + (—a — 3c)x® + (b+2c)x>. A

utilizzato nell’esercizio di base 27.12. Determinare f~1(7 + 8z — 322 + 23).

28.4 Soluzioni degli esercizi di base

EB.28.5 Per definizione ’'omomorfismo nullo f manda tutti i vettori di V' nel vettore
nullo di W. Si ha cio¢ f(v) = Ow per ogni vettore v di V: ma allora ker f = V.

EB.28.10 Sappiamo gia che la matrice di f rispetto alle basi canoniche é:

2 1 8
3 -1 7
A= -1 0 -3
0 1 2

Per determinare il nucleo dovremmo risolvere il sistema lineare omogeneo:

. 0
1

0

A i) = 0

X3 0

Dal momento che nel risolvere I’esercizio di base 27.12 abbiamo gia ridotto a scalini la
matrice A possiamo considerare il sistema equivalente:

2 1 8 0
0 -2 —5|(“) o
0 0 0 2= ol
0 0 0 3 0

che ha come soluzioni
{(=3t,—2t,t) | t € R}.

Una base per ker f & allora formata dal singolo vettore le cui componenti rispetto alla
base canonica sono (—3,—2, 1), vale a dire dal vettore (—3,—2,1).
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EB.28.16

a. Possiamo dire subito che f non & iniettivo: infatti R[z] non ha dimensione finita
mentre R? ha dimensione finita.

b. Possiamo dire subito che f non & iniettivo: infatti dim M(2,2,R) > dim R?.

c. Poiché dimR? < dim M(2,2,R) non possiamo escludere a priori che f sia iniettivo.
Dobbiamo svolgere esplicitamente i calcoli. La matrice rappresentativa di f rispetto
alle basi canoniche e:

1 -4 0
0o 1 =2
1 0 3
1 1 1

Si verifica facilmente che questa matrice ha rango 3. Per il criterio 28.15 f & iniettivo.

d. Poiché dimR? < dimR? non possiamo escludere a priori che f sia iniettivo. Dob-
biamo svolgere esplicitamente i calcoli. La matrice rappresentativa di f rispetto alle
basi canoniche é:

Si verifica facilmente che questa matrice ha rango 1. Per il criterio 28.15 f non &
iniettivo.

EB.28.19 Si puo trovare utilizzando ad esempio il metodo di Rouché-Capelli, un
vettore particolare in f~!(7 + 8z — 322 4+ %), ad esempio (3,1,0). Poiché

ker f = {(-3t,—2t,t) | t € R},
abbiamo che

FHT+ 8z — 327 +2%) = (3,1,0) + {(=3t,—2t,t) | t € R}
={(3-3t,1—2t,t) |t € R}.

28.5 Sunto

Nucleo di un omomorfismo

Proposizione Se f: V — W é un omomorfismo di spazi vettoriali allora
f(0y) = 0.

Se f: V — W & un’applicazione tra spazi vettoriali per cui si ha f(0y) # Ow
allora f non e lineare. Chiaramente non & detto che un’applicazione f: V — W
tra spazi vettoriali che soddisfa la relazione f(0y) = Oy sia un omomorfismo.

Definizione Se f: V — W & un omomorfismo di spazi vettoriali chiamiamo
nucleo di f (in simboli ker f) I'insieme dei vettori di V' la cui immagine & il
vettore Oy . Dunque:

ker f:={ve V| f(v)=0w} A

Teorema Il nucleo di un omomorfismo f: V. — W di spazi vettoriali sul campo
e un sottospazio vettoriale di V.
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Calcolo del nucleo

Sia f: V — W un omomorfismo di spazi vettoriali di dimensione finita. Sia
fissata una base per V formata dai vettori ey, eo, ..., €,, e sia fissata una base
per W, formata dai vettori fi, fo, ..., fm. Sia A la matrice rappresentativa di
f rispetto alle basi fissate. Risolviamo il sistema lineare omogeneo

X1 0

T2 0
A =

T 0

I vettori del nucleo di f sono allora tutti e soli quelli del tipo
Z1€1 +Toez + -+ Tpey,
con (Z1,Z2,...,T,) soluzione del sistema lineare omogeneo.

Teorema Sia f: V — W un omomorfismo di spazi vettoriali di dimensione
finita. Fissate una base per V' e una base per W sia A la matrice rappresentativa
di f rispetto a tali basi. Risulta allora

dimker f = dimV —rk A.

Teorema Se f: V — W ¢é un omomorfismo di spazi vettoriali e se V ha
dimensione finita si ha:

dimV = dimker f + dim f(V).

Teorema Sia f: V — W un omomorfismo di spazi vettoriali. Allora f é
iniettivo se e solo se ker f = {0y }.

Osservazione Se f: V — W & un omomorfismo di spazi vettoriali e se si ha
dimV > dim W allora 'omomorfismo f non puo essere iniettivo. Nel caso in
cui dim V' < dim W non possiamo dire nulla a priori: dobbiamo valutare caso
per caso. A

Criterio Sia f: V — W un omomorfismo tra spazi vettoriali di dimensione
finita e sia A la matrice rappresentativa di f rispetto a delle basi per V e W.
Sono allora equivalenti le condizioni:

1. L’omomorfismo f & iniettivo,

2. tkA=dimV,

3. dim f(V) = dim V. A
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Controimmagini

Per definizione di nucleo, si ha:

f7H(0w) = ker f.

Se w ¢ un vettore di W che non appartiene a f(V) allora si ha f~(w) = &,
altrimenti abbiamo il:

Teorema Sia f: V. — W un omomorfismo di spazi vettoriali e sia w un
vettore di f(V). Allora f~1(w) ¢ un sottospazio affine parallelo a ker f. Per
determinare f~1(w) occorre allora determinare esplicitamente un vettore v di
f~YHw) (cioé un vettore tale che f(v) = w). Una volta determinato v abbiamo
che:

fHw)=v+kerf={v+v|v €kerf}

28.6 Esercizi
E.28.1 Dato 'omomorfismo
£ M(2,3,R) = M(2,2,R)
definito da
f<a b c) o (a—l—b—i—c b+c+d )
d e f c+d+e a+2b+3c+2d+e)’
stabilire se f & iniettivo. Determinare poi esplicitamente il nucleo di f.

E.28.2 Stabilire se 'omomorfismo f: M(2,2,R) — R? definito da:

a b
f(c d) =(a+bc+d)
¢ iniettivo.
E.28.3 Sia f: M(2,2,R) — R? 'omomorfismo definito da:
a b
f(c d) = (a+b,a+b)

Calcolare f~1(2,2) e f71(1,2).

E.28.4 Sia f: R?> — R?[z] 'omomorfismo la cui matrice rappresentativa
rispetto alle basi canoniche e:

10

(i o)

Determinare il nucleo di f. Determinare poi f=1(1), f~1(1+x) e f~1(2+ 22).
E.28.5 Stabilire se i seguenti omomorfismi sono iniettivi e/o suriettivi:

a. f: R3 — R2[z] definito da f(a,b,c) == (2a + ¢) + (a + b)x;

b. f: R%[z] — R3 definito da f(a + bx) :== (a — b,a + b, 2a);
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c. f:R® — R3[x] definito da f(a,b,c) = (a — b) + ax — (a + b+ c)z?;
d. f:R* — R3 definito da f(z,y,z,w) = (x —y + 2,0 +w,y — 2 + w);
e. f: M(2,2,R) — R? definito da

f. f: R[z] — R? definito da f(p(z)) == (p(0),p(1));
g f: M(2,2,R) — R* definito da

a b
f(c d> =(a—bb—c,c—d,d—a);

E.28.6 Determinare esplicitamente immagine e nucleo di ciascuno degli omo-
morfismi dati all’esercizio E.28.5.

E.28.7 In ciascun punto di questo esercizio utilizzare 'omomorfismo defi-
nito al corrispondente punto dell’esercizio E.28.5. Determinare le seguenti
controimmagini:

a.

f=(
b. f71(0,1,0) e f~1(-1,1,0);
=X

f. f710,1);

g. [71(1,0,0,0).

E.28.8 Sia f: R*[z] — R3[z] Pomomorfismo definito dalle condizioni
f(l+z) =142z + 2%

f(+2?) =142z + 22,
flz+2?) =1+ 2z + 22

a. Determinare ker f e f(R3[z]);
b. Determinare ker f + f(R3[z]) e ker f N f(R3[x]).

E.28.9 Sia f: R? = R3 'omomorfismo definito dalle condizioni

f(L 1, 1) = (1, 0, 1),
F(1,1,0) = (1,2,0),
£(1,0,0) = (0,0,0).

Determinare la matrice rappresentativa di f nei seguenti casi:
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a. rispetto alla base canonica di R?;

b. rispetto alla base di R? formata dai vettori vy := (1,1,1), vo := (1,1,0),
U3 = (1707 0)7

c. rispetto alla base di R? formata dai vettori w; = (1,2,1), ws := (0,1,0),
ws = (0,0,2).

Determinare poi nucleo e immagine di f.

28.7 Soluzioni degli esercizi

E.28.1 Poiché la dimensione di M(2,3,R) ¢ maggiore della dimensione di M(2,2, R)
possiamo subito concludere che f non & iniettivo. Se ora vogliamo calcolare esplicita-
mente il nucleo di f dobbiamo determinare la matrice rappresentativa di f rispetto a
basi a piacere, ad esempio le basi canoniche:

111 0 0 O
0 111 00
0 01110
1 2 3 2 1 0

Dobbiamo ora risolvere il sistema omogeneo associato a questa matrice. Nel risolvere
lesercizio E.27.1 abbiamo gia ridotto a scalini questa matrice, ottenendo la matrice:

0 0 0

1 1

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 0

Scrivendo esplicitamente il sistema troviamo che le soluzioni sono i vettori del tipo:
(t,u, —t — u, t,u,v)

al variare di ¢, u e v in R. Una base per lo spazio delle soluzioni ¢ allora data dai vettori
(1,0,-1,1,0,0), (0,1,—1,0,1,0) e (0,0,0,0,0,1). Se utilizziamo ora questi vettori
per scrivere le corrispondenti combinazioni lineari dei vettori della base canonica di
M(2, 3,R) otteniamo una base per ker f:

1 0 -1 0 1 -1 0 0 O

10 0)° 0o 1 0)° 0 0 1)°
E.28.2 L’omomorfismo f non pud essere iniettivo dal momento che dim M(2,2,R) >
dim R
E.28.3 Si vede che si ha

f*1(2,2):{<22b Z) IbeR,ceRdeR}

e f71(1,2) = @.
E.28.4 Si ha:
ker f = {(0,b) | b € R},
[y =e,
fH 4 2)={(1,b) [beR},
fH2+2z) ={(2,b) | be R}
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E.28.5

a. L’omomorfismo f non puo essere iniettivo perché la dimensione dello spazio di
partenza ¢ maggiore della dimensione dello spazio di arrivo. Per determinare se ¢
suriettivo calcoliamo il rango della matrice rappresentativa di f rispetto alle basi

canoniche:
2 0 1
A= (1 1 O) ’

Poiché A ha rango 2, abbiamo che dim f(R?) = 2, cio¢ f & suriettivo.

b. L’omomorfismo f non puo essere suriettivo perché la dimensione dello spazio di
partenza € minore della dimensione dello spazio di arrivo. Per determinare se & iniettivo
calcoliamo il rango della matrice rappresentativa di f rispetto alle basi canoniche:

1 -1
A=1[1 1
2 0

Poiché A ha rango 2, abbiamo che dim f(R?[z]) = 2 e, dunque:
dimker f = dim R*[z] — dim f(R*[z]) = 0,
cioe f & iniettivo.
c. Poiché lo spazio di partenza e quello di arrivo hanno dimensione uguale (cioé 3) non

possiamo a priori escludere né che f sia iniettivo né che f sia suriettivo. Consideriamo
allora la matrice rappresentativa di f rispetto alle basi canoniche:

1 -1 0

Poiché questa matrice ha rango 3 (il suo determinante & diverso da 0) abbiamo che
dim f(R?®) = 3 cioe f & suriettivo e dimker f = dim R* — dim f(R®) = 3 — 3 = 0, cioe
f € iniettivo.

d. L’omomorfismo f non puo essere iniettivo perché la dimensione dello spazio di
partenza e maggiore della dimensione dello spazio di arrivo. Per determinare se &
suriettivo calcoliamo il rango della matrice rappresentativa di f rispetto alle basi
canoniche:

1 -1 1 0
A= (1 0 0 1
0O 1 -1 1

Poiché A ha rango 2, abbiamo che dim f(R*) = 2 e, dunque f non & suriettivo.

e. L’omomorfismo f non puo essere iniettivo perché la dimensione dello spazio di
partenza (4) & maggiore della dimensione dello spazio di arrivo (2). Per determinare
se e suriettivo calcoliamo il rango della matrice rappresentativa di f rispetto alle basi

canoniche:
1 0 0 1
A= (0 1 1 0) ’

Poiché A ha rango 2, abbiamo che dim f(M(2,2,R)) = 2 e, dunque f & suriettivo.

f. L’omomorfismo f non puo essere iniettivo perché lo spazio di partenza non ha
dimensione finita mentre quello di arrivo ha dimensione finita. Per verificare se f &
suriettivo consideriamo un elemento generico (a,b) dello spazio di arrivo. Dobbiamo
stabilire se esiste un polinomio p(z) tale che f(p(z)) = (a,b). Scriviamo in maniera
piu esplicita 'omomorfismo f. Sia dato un polinomio generico

p(z) = ao + a1z + sz + - 4 anz™.
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Si ha f(p(z)) = (p(0),p(1)) = (a0, a0 + a1 + -+ + an). Dunque f(p(z)) = (a,b) se
ap =aeao~+ar+ -+ a, =0b. Sivede allora facilmente che f(a+ (b — a)z) = (a,b),
e, dunque, f & suriettivo.

g. Poiché lo spazio di partenza e quello di arrivo hanno dimensione uguale (cio¢ 4) non
possiamo a priori escludere né che f sia iniettivo né che f sia suriettivo. Consideriamo
allora la matrice rappresentativa di f rispetto alle basi canoniche:

1 -1 0 0
0 1 -1 0

Questa matrice ha determinante uguale a 0, dunque il suo rango € minore di 4.
Pertanto dim f(M(2,2,R)) < 4, cio¢ f non & suriettivo. Inoltre

dimker f = dim M(2,2,R) — dim f(M(2,2,R)) > 0,
pertanto f non & iniettivo.

E.28.6 In alcuni casi abbiamo gia determinato nucleo e/o immagine. Completiamo
con i dati mancanti.

a. Il nucleo di f si ottiene risolvendo il sistema
2a +c=0
a+b =0
Dunque ker f & formato dalle terne del tipo (¢, —¢, —2t). Una base per ker f & formata

dal vettore (1,—1,—2).

b. Sappiamo che f(R?[z]) & generata da f(1) e f(z) ovvero da (1,1,2) e (—1,1,0).
Poiché dim f(R?) = 2 (lo sapevamo gia dal primo esercizio), questi vettori costituiscono
una base per f(R?).

c. Tl nucleo di f & {(0,0,0)} e 'immagine di f & R*[z].

d. Il nucleo di f si ottiene risolvendo il sistema

T—y+z =0
T +w=0,
y—z+w=0

e, dunque, ker f & formato dalle quaterne del tipo (—t,u,u + t,¢). Una base per ker f
& allora formata dai vettori (—1,0,1,1) e (0,1,1,0). Sappiamo che I'immagine ha
dimensione 2 ed & generata dai vettori le cui componenti rispetto alla base canonica
sono date dalle colonne della matrice A rappresentativa di f rispetto alle basi canoniche
(che abbiamo gia trovata nel primo esercizio). Scegliendone 2 linearmente indipendenti
troviamo che una base per f(R?) & formata dai vettori (1,1,0) e (—1,0,1).

e. Il nucleo di f si ottiene risolvendo il sistema

a +d=0
b+c =0’
ovvero ¢ formato dalle matrici del tipo

(5 %)

Una base per ker f ¢ formata dalle matrici
0 1
-1 0/°

6 %)
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f. 11 nucleo di f & formato da tutti i polinomi
p(z) =ao+ a1z + asz® 4+ + anz”
tali che ap =0e ap + a1 + -+ 4+ a, = 0, ovvero dai polinomi del tipo:
p(x) = (—ag — -+ — an)x + a2z + - + anz”.

g. Se calcoliamo esplicitamente il rango della matrice A rappresentativa di f rispetto
alle basi canoniche si trova che il rango della matrice A & 3 e che le sue prime tre
colonne sono linearmente indipendenti. Dunque una base per 'immagine di f & data
dalle immagini dei primi tre vettori della base canonica di M(2,2,R), e cio¢ dai vettori:

(170,07_1)7 (07_17170) (07_17170)

Per trovare il nucleo notiamo che una matrice (¢ %) appartiene al nucleo se e solo se

(a=b,b—c,c—d,d—a)=1(0,0,0,0), cioe se e solo se a = b = ¢ = d. Dunque una

base per il nucleo & formata dalla matrice (11).

E.28.7 Sia f: V — W un omomorfismo di spazi vettoriali e w un vettore di W.
Abbiamo allora due possibilita per la controimmagine di w:

e scw ¢ f(W) allora f~H(w) = @;
e scw € f(W) e v & un vettore di V allora f~!(w) = v + ker f.

Poiché conosciamo gia il nucleo di ciascun omomorfismo si tratta allora di determinare
per ciascun vettore assegnato un vettore particolare della sua controimmagine (se
esiste).

a. Dobbiamo trovare un vettore (a, b, ¢) tale che (2a+c¢) + (a +b)z = 1+ x. Possiamo
scegliere ad esempio (0,1,1). Dunque

'+ x) =(0,1,1) + ker f = {(0,1,1) + (t, —t, —2t) | t € R}.

b. Dobbiamo trovare un polinomio a + bz tale che (a — b,a + b, 2a) = (0,1,0). Poiché
polinomi siffatti non esistono abbiamo che f!(0,1,0) = @.

Dobbiamo trovare un polinomio a + bz tale che (a — b,a + b, 2a) = (—1,1,0). Ad
esempio il polinomio . Dunque

F7Y(=1,1,0) = z + ker f = {z}.
c. Dobbiamo trovare un vettore (a, b, ¢) tale che
(a—b)+ax— (a+b+c)a® =z

L’unico vettore siffatto & (1,1, —2), pertanto f~*(z) = {(1,1, —2)}.

d. Dobbiamo trovare un vettore (z,y, z, w) tale che
(xfy+z,x+w,yfz+w) = (15071)

Poiché vettori siffatti non esistono abbiamo che f~!(1,0,1) = @.

Dobbiamo trovare un vettore (z,y, z, w) tale che
(z—y+z,24+wy—z+w)=(0,1,1).
Possiamo scegliere ad esempio (1,1,0,0). Dunque

£710,1,1) = (1,1,0,0) + ker f = {(0,1,1) + (—t,u,u +t,t) | t € R,u € R}.
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e. Dobbiamo trovare una matrice (¢ 9) tale che
(a+d,b+c)=(1,1).

Possiamo scegliere ad esempio (§ §). Dunque

f‘l(l,l):<(1) é>+kerf={(é (1)>+(fb fa)meR,beR}.

Dobbiamo trovare una matrice (¢ %) tale che

(a+d,b+¢)=(0,1).

Possiamo scegliere ad esempio (§ §). Dunque

f71(0’1)=<8 (1)>+kerf:{(8 (1)>+(_“b _ba)|ae]R,beR}.

f. Dobbiamo trovare un polinomio p(z) tale che (p(0),p(1)) = (0,1). Ad esempio il
polinomio z. Dunque
£710,1) = & + ker f.

g. Dobbiamo trovare una matrice (2 %) tale che
(a—bb—c,c—d,d—a)=1(1,0,0,0).
Poiché matrici siffatti non esistono abbiamo che f~'(1,0,0,0) = @.

E.28.8 Poniamo pi(z) = (1 + ), p2(z) = 1 + 22 e ps(z) :== 2 + 2. Osserviamo che
p1(z), p2(x) e p3(x) formano una base di R*[z] e, dunque, f & ben definito.

Lo spazio f(R®[z]) & generato dalle immagini dei vettori di una base di R3[z],
ad esempio dalle immagini di p1(z), p2(z) e ps(z). Dunque f(R*[z]) & generato da
1+ 2z + 22 e ha, pertanto, dimensione 1.

Sia ora p(x) un polinomio generico di R*[z]. Indichiamo con (a,b,c) le sue
componenti rispetto alla base formata dai polinomi pi(x), p2(z) e ps3(z), ovvero si
abbia p(x) = ap1(x) + bp2(z) + cp3(x). Si ha, dunque

f(p(@)) = af (pr(x)) + bf (p2()) + cf (ps(x))
=a(l+2c+23)+b(1+2z+2°) +c(l+22+42°) = (a+ b+ c)(1 + 2z + 7).
Allora p(z) appartiene al nucleo di f se e solo se a + b+ ¢ =0, ovvero
ker f = {(=b— ¢)p1(z) + bp2(z) + cp3(z) | b € R, c € R}.

Pertanto una base per ker f & data dai polinomi —pi(x) + p2(z) e —p1(z) + p3(x), cioe
—x+z?e—14+2%

La somma ker f + f(R®[z]) & generata dai polinomi 14 2z + z°, —z 4 2%, —1 + z°.
Poiché la matrice

1 0 -1
2 -1 0
1 1 1

ha rango 3 si ha che dim(ker f + f(R3[z])) = 3, cioe ker f + f(R*[z]) = R®. Per la
formula di Grassmann si ha

dim(ker f N f(R*[z])) = dim ker f 4+ dim f(R®[z]) — dim(ker f 4+ f(R®[z])) = 0,
ciog ker f N f(R3[x]) = {0}.

484 G. Accascina e V. Monti



28.7. Soluzioni degli esercizi

E.28.9
a. Esprimiamo i vettori della base canonica di R® come combinazione lineare dei
vettori (1,1,1), (1,1,0) e (1,0,0). Si ha

(1,0,0) = (1,0,0),

(0,1,0) = (1,1,0) — (1,0,0),

(0,0,1) = (1,1,1) — (1,1,0).

Pertanto:

f(1,0,0) = f(1,0,0) = (0,0,0),
£(0,1,0) = f(1,1,0) — f(1,0,0) = (1, 2,0),
£(0,0, 1) = f(17 1, 1) - f(la 1,0) = (07 -2, 1)'

Dunque la matrice di f rispetto alla base canonica é:

01 O
0 2 =2
0 0 1

b. Dobbiamo decomporre f(1,1,1), f(1,1,0), f(1,0,0) rispetto alla base formata dai
vettori (1,1,1), (1,1,0) e (1,0,0). Si ha:

f(17 171) = (1707 1) = 1(17 1, 1) - 1(17 170) + 1(1707 O)a
f(L 170) = (17270) = 0(17 17 1) + 2(17 170) - 1(1707 0)7
£(1,0,0) = (0,0,0) = 0(1, 1,1) +0(1, 1,0) + 0(1, 0,0).

Dunque la matrice di f rispetto alla base formata dai vettori (1,1, 1), (1,1,0) e (1,0,0)

1 0 O
-1 2 0
1 -1 0

c. Determiniamo f(1,2,1), f(0,1,0) e £(0,0,2). Possiamo a tal scopo utilizzare la
matrice rappresentativa di f rispetto alla base canonica. Ad esempio per determinare
f(1,2,1) basta calcolare il prodotto:

01 0 1 2
0 2 =2 21 =12
0 0 1 1 1

Dunque f(1,2,1) = (2,2,1). In maniera analoga si trova che f(0,1,0) = (1,2,0)
e f(0,0,2) = (0,—4,2). Decomponiamo ora i vettori cosi trovati rispetto alla base
formata dai vettori (1,2,1), (0,1,0) e (0,0,2). Risulta:

7(1,2,1) =(2,2,1) = 2(1,2,1) — 2(0,1,0) — %(0,0, 2),
£(0,1,0) = (1,2,0) = 1(1,2, 1) 4 0(0, 1,0) — %(o,o,z),
£(0,0,2) = (0, —4,2) = 0(1,2,1) — 4(0,1,0) + 1(0,0,2).
Dunque la matrice di f rispetto alla base formata dai vettori (1,2, 1), (0,1,0) e (0,0, 2)
. 2 0

1
-2 0 -4

1 1
3 —z 1
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28. NUCLEO

Per determinare poi nucleo e immagine di f possiamo ragionare cosi: sappiamo che
F(R3) & generato dalle immagini dei vettori di una base. Ad esempio f(R?) & generato
da f(1,1,1), f(1,1,0) e f(1,0,0), ovvero da (1,0,1), (1,2,0), e (0,0,0). Ovviamente
(1,0,1) e (1,2,0) sono linearmente indipendenti, dunque (1,0,1) e (1,2,0) formano
una base per f(R?). In particolare dim f(R?®) = 2: pertanto

dimker f = 3 — dim f(R?) = 1.

Poiché (1,0,0) appartiene a ker f si ha che (1,0,0) forma una base per ker f.
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CAPITOLO

Isomorfismi

Nei capitoli precedenti abbiamo dato delle condizioni per stabilire se un omo-
morfismo e suriettivo o iniettivo. In questo capitolo studieremo gli isomorfismi,
vale a dire gli omomorfismi biiettivi.

29.1 Isomorfismi

Cominciamo con la:

Definizione 29.1 Un omomorfismo f: V — W di spazi vettoriali ¢ detto
isomorfismo se f e biiettivo cioe se f & sia suriettivo che iniettivo. Due spazi
vettoriali V' e W si dicono isomorfi se esiste un isomorfismo f: V—W. A

Ricordiamo che nel capitolo 25, data una funzione biiettiva f: A — B, abbiamo
definito la funzione inversa f~': B — A. La definizione si da in questo modo:
dato un elemento w € W, dal momento che f e suriettiva, esiste almeno un
elemento v € V tale che f(v) = w: dal momento che f & iniettiva questo
elemento v ¢ unico. Abbiamo allora posto f~!(w) = v. La funzione cosi
definita & ancora una funzione biiettiva. Nel caso in cui abbiamo un isomorfismo
f:V — W di spazi vettoriali, consideriamo la funzione f~*: W — V. E
naturale chiedersi se f ! sia anch’essa un isomorfismo. La risposta ¢ affermativa:

Proposizione 29.2 Se f: V — W ¢é un isomorfismo di spazi vettoriali allora
la funzione inversa f~': W — V & un isomorfismo di spazi vettoriali.
Lasciamo per esercizio la dimostrazione di questo risultato.

Esercizio di base 29.3 Dimostrare la proposizione precedente.

La definizione di isomorfismo puo essere data per spazi vettoriali qualunque,
di dimensione finita oppure no. Uno spazio vettoriale di dimensione finita e
uno spazio vettoriale non di dimensione finita non possono pero essere isomorfi.
Questo & conseguenza del:
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29. ISOMORFISMI

Teorema 29.4 Se f: V. — W ¢ un isomorfismo di spazi vettoriali e V ha
dimensione finita allora anche W ha dimensione finita e dim W = dim V.

DIMOSTRAZIONE Dal momento che f ¢ suriettivo abbiamo che f(V) = W. Per
il corollario 27.8 abbiamo che W ha dimensione finita e dim W < dim V.

Dal momento che f & iniettivo, per il criterio 28.15 sappiamo che non puo
essere dim W < dim V. Ma allora dim W = dim V. u

Dunque due spazi vettoriali di dimensione differente non sono isomorfi. Viene
spontaneo chiedersi se due spazi vettoriali aventi la stessa dimensione sono
isomorfi. Prima di rispondere a cio diamo un metodo per stabilire se un
omomorfismo tra due spazi vettoriali di dimensione uguale € un isomorfismo:

Teorema 29.5 Sia f: V — W un omomorfismo di spazi vettoriali di dimen-
sione finita. Se dimV = dimW = n e A é la matrice rappresentativa di f
rispetto a delle basi per Ve W, allora sono equivalenti le condizioni:

1. f é suriettivo,
2. f é iniettivo,
3. f & un isomorfismo (cioé é biiettivo),

4. det A #£ 0.

DiMOSTRAZIONE Nei capitoli precedenti abbiamo visto come la conoscenza del
rango della matrice A ci permetta di stabilire se f & suriettivo e iniettivo. In
particolare dal teorema 27.11 sappiamo che 'omomorfismo f ¢ suriettivo se
e solo se tk A = dimW. Poiché dim W = n abbiamo che le proprieta 1 e 4
sono equivalenti. Per il criterio 28.15 sappiamo che f & iniettivo se e solo se
rk A = dim V. Poiché dim V' = n abbiamo che le proprieta 2 e 4 sono equivalenti.
Abbiamo cosi mostrato che le proprieta 1, 2 e 4 sono equivalenti.

Se ora f & un omomorfismo che soddisfa una qualunque delle proprieta 1, 2
o0 4, allora f le soddisfa tutte: in particolare f & suriettivo e iniettivo, cioe € un
isomorfismo. Viceversa se f ¢ un isomorfismo allora ¢ suriettivo, cioe soddisfa
la condizione 1, e quindi anche la 2 e la 4. n

Esercizio di base 29.6 Stabilire se i seguenti omomorfismi sono isomorfismi:

a. f: M(2,2,R) — R? definito da:

f(ccZ Z) =(a+b+2c,a+2b+c,c+d).

b. f:R* — M(2,2,R) definito da:

_ (a—4b+3d b-2c
fla,b,c,d) = <a+30+2d a+b+c>

c. f:R® — R3[x] definito da:

fla,b,¢) =a—b+ (b—c)x + (—a+ c)z> A
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29.1. Isomorfismi

Il teorema 29.4 ci dice che spazi vettoriali isomorfi hanno la stessa dimensione.
Vale anche il viceversa:

Teorema 29.7 Siano V e W due spazi vettoriali aventi la stessa dimensione
n. Allora Ve W sono isomorfi.

DIMOSTRAZIONE Dobbiamo determinare un isomorfismo f: V. — W. Consi-
deriamo una base di V, formata dai vettori ey, es, ..., e,, e una base di W,
formata dai vettori fy, fa, ..., fn. Consideriamo 'omomorfismo f: V — W
definito dalle condizioni f(e;) = f; per 1 < ¢ < n. Scriviamo la matrice
rappresentativa di f rispetto alle basi scelte. Notiamo che si ha:

fle)=0fi+---4+0fia+1fi+0fixa+ ... fn

per 1 < i < n. Si vede allora che la matrice cercata ¢ la matrice identica.
Quindi, per il teorema 29.5, f & un isomorfismo. ™

Abbiamo 'ovvio

Corollario 29.8 Se V' ¢é uno spazio vettoriale di dimensione n allora V é
isomorfo a R™.

Osservazione 29.9 Il teorema 29.7 non dice che ogni omomorfismo tra due spa-
zi vettoriali V' e W di dimensione uguale & un isomorfismo, ma, semplicemente,
che esiste un isomorfismo tra V e W. A

Esempio 29.10 Lo spazio vettoriale R?[z] dei polinomi di grado minore di 3
a coefficienti in R & isomorfo a R?. Entrambi gli spazi hanno infatti dimensione
3. Possiamo dare esplicitamente un isomorfismo f: R3*[z] — R3 tra questi
due spazi vettoriali considerando le rispettive basi canoniche e applicandovi la
tecnica utilizzata nella dimostrazione del teorema 29.7. Con semplici calcoli si
vede che esplicitamente si ha:

fla+ bz + cx?) == (a,b,c).
Se ora consideriamo I"omomorfismo g: R3[z] — R? definito da:
g(a +bx + cx?®) = (a —b,b+c,a+c).

vediamo che questo non & un isomorfismo dal momento che la matrice rappre-
sentativa rispetto alle basi canoniche é:

1 -1 0
o 1 1],
1 0 1

questa matrice ha determinante nullo, e, pertanto g non ¢ un isomorfismo (per il
teorema 29.5 possiamo anzi dire che g non & né iniettivo né suriettivo). Dunque

R3[z] e R? sono isomorfi ma g non realizza un isomorfismo tra di essi. A

Esercizio di base 29.11 Sappiamo che S(2,R) (lo spazio delle matrici sim-
metriche reali di ordine 2) ha dimensione 3. Determinare un isomorfismo tra

S(2,R) e R3.
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29.2 Soluzioni degli esercizi di base

EB.29.3 Sappiamo gia che f~! & biiettiva. Dobbiamo dunque mostrare che f~!
rispetta sia la somma che il prodotto.

Verifichiamo innanzitutto che f_1 rispetta la somma. Siano allora w; e ws
due elementi di W. Vogliamo mostrare che f~'(wy + ws) = f~ (w1) + f~ ' (w2).
Indichiamo con vz 1’elemento f~!(wi + wz), con v; 'elemento f~!(w1) e con vo
P’elemento fﬁl(wz). Dobbiamo allora mostrare che vs = v; + v2. Dal momento che
f & iniettiva, per far cio € sufficiente mostrare che gli elementi vs e v1 + v2 hanno la
stessa immagine tramite f, vale a dire che f(v3) = f(v1 4 v2). Poiché f & lineare il
secondo membro di questa uguaglianza ¢ uguale a f(v1) + f(v2). Dobbiamo dunque
mostrare che f(v3) = f(v1) + f(v2). Per come abbiamo scelto v1, v2 e v3, sappiamo
che f(vs) = w1 + wa, che f(v1) = wi e che f(v2) = w2, e, dunque, otteniamo subito
la nostra tesi.

Dobbiamo ora mostrare che f rispetta il prodotto. Sia allora w un elemento di
W e k uno scalare. Vogliamo mostrare che f~!(kw) = kf ™' (w). Indichiamo con v*
I'elemento f~'(kw) e con v Pelemento f~'(w). Dobbiamo mostrare che v* = kv.
Dal momento che f & iniettiva, per far cio ¢ sufficiente mostrare che gli elementi
v" e kvhanno la stessa immagine tramite f, vale a dire che f(v*) = f(kv). Poiché
f ¢ lineare il secondo membro di questa uguaglianza & uguale a kf(v). Dobbiamo
dunque mostrare che f(v*) = kf(v). Per come abbiamo scelto v e v*, sappiamo che
f(w*) = kw e che f(v) = w e, dunque, otteniamo subito la nostra tesi.

EB.29.6
a. Possiamo dire subito che f non & un isomorfismo: infatti dim M(2, 2, R) # dim R?.

b. La matrice rappresentativa di f rispetto alle basi canoniche &:

1 -4 0 3
0o 1 -2 0
A= 1 0 3 2
1 1 1 0

Poiché det A # 0, per il teorema 29.5 f & un isomorfismo.

c. La matrice rappresentativa di f rispetto alle basi canoniche é:

1 -1 0

Poiché det A = 0, per il teorema 29.5 f non & un isomorfismo. Possiamo anche dire
che f non & né suriettivo né iniettivo.

EB.29.11 Una base per S(2,R) ¢ data dalle matrici:

10 0 1 0 0
a= (g g) A= (] o) =5 9):

Un isomorfismo f: S(2,R) — R? & allora dato dalle condizioni:

f(A1) =(1,0,0),
f(A2) =1(0,1,0),
f(As) == 1(0,0,1).

f (Cb‘ i) = (a,b,c).

Questo non & ovviamente ’unico isomorfismo possibile.

vale a dire:
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29.3. Sunto

29.3 Sunto

Isomorfismi

Definizione Un omomorfismo f: V' — W di spazi vettoriali ¢ detto isomorfi-
smo se f & biiettivo cioe se f e sia suriettivo che iniettivo. Due spazi vettoriali
V e W si dicono isomorfi se esiste un isomorfismo f: V. — W. A

Data una funzione biiettiva f: A — B, possiamo definire la funzione inversa
f~': A — B. Nel caso in cui abbiamo un isomorfismo f: V — W di spazi
vettoriali, possiamo considerare la funzione f~': W — V.

Proposizione Se f: V — W ¢ un isomorfismo di spazi vettoriali allora la
funzione inversa f~1: W — V ¢ un isomorfismo di spazi vettoriali.

Teorema Se f: V — W ¢é un isomorfismo di spazi vettoriali e V ha dimensione
finita allora anche W ha dimensione finita e dim W = dim V.

Dunque due spazi vettoriali di dimensione differente non sono isomorfi. Uno
spazio vettoriale di dimensione finita e uno di dimensione infinita non son
isomorfi.

Teorema Sia f: V — W un omomorfismo di spazi vettoriali di dimensione
finita. Se dimV =dimW =n e A ¢é la matrice rappresentativa di f rispetto a
delle basi per Ve W, allora sono equivalenti le condizioni:

1. f é suriettivo,
2. f e iniettivo,
3. f & un isomorfismo (cioé é biiettivo),

4. det A # 0.

Teorema Siano V e W due spazi vettoriali aventi la stessa dimensione n.
Allora Ve W sono isomorfi.

Corollario Se V' ¢ uno spazio vettoriale di dimensione n allora V é isomorfo
a R™.

Notiamo che il teorema precedente non dice che ogni omomorfismo tra due spazi

vettoriali V e W di dimensione uguale & un isomorfismo, ma, semplicemente,
che esiste un isomorfismo tra Ve W.

29.4 Esercizi

E.29.1 Sia f: M(2,2,R) — R? 'omomorfismo definito da:

f(a Z) = (a+b,c+d)

C

Stabilire se f € un isomorfismo.
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E.29.2 Verificare che le condizioni:

f(1,2,1) =z — 2?
f(1,0,1) =2+ 2 42
f(oﬂo)]‘):x

definiscono un unico omomorfismo f: R® — R3[z]. Stabilire se f & un isomorfi-
smo.

E.29.3 Stabilire se 'omomorfismo f: R*[z] — R* definito da:
fla+bx+ca? +da®) = (a+b,c+d,a+b+c+d,2a—3b+c—d),
¢ un isomorfismo.

E.29.4 Stabilire se 'omomorfismo f: R*[z] — M(2,2,R) definito da:

2 3y._ [(a b
fla+bx + cx® +dzx?) = <c d)’

¢ un isomorfismo.

E.29.5 Sia T%(2) lo spazio vettoriale delle matrici triangolari superiori e sia
Tgr(2) lo spazio vettoriale delle matrici triangolari inferiori. Determinare, se
esiste, un isomorfismo

f: TR2) - Tr(2).

29.5 Soluzioni degli esercizi

E.29.1 L’omomorfismo f non & un isomorfismo dal momento che dim M(2,2,R) = 4
e dimR? = 2.

E.29.2 Poiché i vettori (1,2,1), (1,0,1) e (0,0, 1) costituiscono una base per R?, le
condizioni assegnate definiscono un unico omomorfismo f: R* — R®[z]. Dal momento
che dimR?* = dim R*[z] Pomomorfismo f potrebbe essere un isomorfismo. Per stabilirlo
consideriamo la matrice rappresentativa di f rispetto alla base di R® costituita dai
vettori (1,2,1), (1,0,1) e (0,0,1) e dalla base canonica di R*[z]:

0 2 0
1 1 1
-1 1 0

Questa matrice ¢ invertibile e, dunque, f € un isomorfismo.

E.29.3 Dal momento che dim R*[z] = dimR*, 'omomorfismo f potrebbe essere un
isomorfismo. Per stabilirlo consideriamo la matrice rappresentativa di f rispetto alle
basi canoniche:

N = O
= o~
=)

0
1
1
1

-3 -1

Questa matrice ha determinante nullo e, dunque, f non & un isomorfismo.
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29.5. Soluzioni degli esercizi

E.29.4 Si, infatti la matrice rappresentativa di f rispetto alle basi canoniche ¢ la
matrice identica.

E.29.5 Sappiamo che sia lo spazio T (2) che lo spazio Tg(2) hanno dimensione uguale
a 3. Sono quindi isomorfi.

Per determinare un isomorfismo tra essi, scegliamo due loro basi. Consideriamo
innanzitutto la base canonica di M(2,2,R):

10 0 1 00 00
m=o o) = (o o) 5= (0 0) 2= 1)

Sappiamo che Ey, Es, ¢ Fy formano una base di T®(2). Sappiamo poi che E1, Es, E,
¢ una base di Tr(2).
Consideriamo quindi I'isomorfismo

I TH?2) = Tr(2)

definito da:
f(El) = E17
f(E2) = Es,
f(E4) = E4

Si verifica facilmente che si ha:
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CAPITOLO

Endomorfismi

Vogliamo studiare quei particolari omomorfismi di spazi vettoriali in cui lo
spazio di partenza e lo spazio di arrivo coincidono. Vedremo come rappresentare
questi omomorfismi per mezzo di matrici e stabiliremo come variano le matrici
rappresentative al variare delle basi scelte.

30.1 Endomorfismi

Cominciamo con la:

Definizione 30.1 Dato uno spazio vettoriale V, un endomorfismo di V' & un
omomorfismo f: V — V. A

Un endomorfismo € quindi un particolare omomorfismo in cui spazio vettoriale di
partenza e di arrivo coincidono. Possiamo dunque utilizzare per gli endomorfismi
le stesse definizioni e gli stessi risultati dati nello studio degli omomorfismi. In
particolare, dati due spazi vettoriali di dimensioni finita e scelta per ciascuno
di essi una base, abbiamo visto che a ogni omomorfismo tra essi sia possibile
associare una matrice e, viceversa, data una matrice di dimensioni opportune
sia possibile associare a tale matrice un omomorfismo tra gli spazi vettoriali.
Nel caso in cui V abbia dimensione finita possiamo considerare gli endo-
morfismi di V e ripetere tali procedimenti. Dobbiamo scegliere una base per
lo spazio di partenza (in questo caso V') e una base per lo spazio di arrivo
(in questo caso ancora V). Potremmo ovviamente scegliere basi differenti. Ci
interessa pero studiare il caso in cui prendiamo la stessa base per V' pensato sia
come spazio di partenza, sia come spazio di arrivo. In questo caso abbiamo la:

Definizione 30.2 Sia f: V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di
dimensione finita. Fissata una base di V, formata dai vettori ey, es, ..., €,,
possiamo esprimere ciascun vettore f(e;) come combinazione lineare dei vettori
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della base e1, e, ..., €e;,:

fle1) = aner +azes+---+anien,

fle2) = arze1 + agoes + - - + ansey,

f(en) = ainer + azpes+ -+ + apnen.

La matrice di M(n,n,R) :

a1 a9 e A1n

a1 a2 e aon
A= ,

ap1 Ap2 ... Qpp

viene detta matrice associata all’endomorfismo (o matrice rappresentativa
di) f rispetto alla base eq, es, ..., e,. La j-esima colonna di A & data dalle
componenti del vettore f(e;) rispetto alla base formata da eq, ez, ..., ,. A

Possiamo anche dare il procedimento inverso:

Definizione 30.3 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita. Sia data

una base per V formata dai vettori ey, es, ..., e,. Se
ai;p aiz2 ... Qin
agy a9 e aAon,
A=
apl  Ap2 ... Qdnn

¢ una matrice di M(n,n,R) chiamiamo endomorfismo associato alla matrice
A rispetto alle basi fissate 'omomorfismo f definito dalle relazioni

fle1) =aner +azies+---+aniey,

fle2) = arze1 + agoes + - - + ansey,

f(en) = aine1 + agpez + -+ appey.

vale a dire ’endomorfismo f la cui matrice rappresentativa rispetto alle basi
assegnate ¢ esattamente A. A

Esempio 30.4 Consideriamo I'endomorfismo f: R3[z] — R3[z] definito da:
fla+bx 4+ cx?) = (3a +c) + (a + b)x + ca?.

Se vogliamo ora determinare la matrice rappresentativa di f rispetto alla base
canonica dobbiamo determinare le immagini dei vettori della base canonica e
decomporli rispetto alla base canonica stessa. Abbiamo dunque:

f)=34+2=3-14+1-2+0-22
fx)y=2=0-1+1-240-2%
f@)=1+22=1-14+0-2+1- 22
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30.2. Cambiamento di base

La matrice rappresentativa di f rispetto alla base canonica ¢ allora:
3 01
A=11 1 0
0 0 1

Se ora vogliamo rappresentare f rispetto a una base differente, ad esempio
quella formata dai polinomi py(z) =1+ 2 + 22, pa(z) =1+ e p3(v) =1,
calcoliamo le immagini di questi vettori. Ad esempio otteniamo:

f(p1(z)) = 44 22 + 22,

Dobbiamo ora decomporre il polinomio cosi ottenuto rispetto alla base formata
dai polinomi p; (), p2(x) e ps(x). Con semplici calcoli si trova:

fpi(x) =104z +2*)+1(1+2) +2-1.
Analogamente vediamo che

fpa(2))=3+22=01+z+2%)+2(1+z)+1-1,
fs(x) =3+2=00+x+2*)+1(1+2)+2-1.

Dunque la matrice rappresentativa di f rispetto alla base formata dai polinomi
p1(x), p2(x) e ps3(x) & la matrice

1 0 0
A=11 21
2 1 2

Esercizio di base 30.5 Sia f: M(2,2,R) — M(2,2,R) ’endomorfismo defini-
to da:
f(A) = A+ *A,

Determinare la matrice rappresentativa di f.

a. Rispetto alla base canonica:

(10 (01 _ (00 _ (00
By = (0 0>,E2._ (0 0),E3._ (1 0),E4._ (0 1).

b. Rispetto alla base formata dalle matrici:
, (10 , (0 1 , (0 0 , (0 1
B = (0 O) By = (1 0) B = (0 1) B = (1 O). )

30.2 Cambiamento di base

Abbiamo visto nel paragrafo precedente che, cambiando base, cambia la matrice
rappresentativa dell’endomorfismo. Ci chiediamo, in generale, come cambi tale
matrice. Per poter rispondere a tale domanda dobbiamo dare la:
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Definizione 30.6 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n. Si consi-
derino due basi di V: una formata dai vettori ey, e, ..., e,, I’altra formata
dai vettori e, €5, ..., el,. La matrice M € M(n,n,R) la cui j-esima colonna &
data dalle componenti del vettore e;- rispetto alla base formata dai vettori eq,
ey, ..., e, e detta matrice di passaggio dalla base formata da ey, es, ...,

e, alla base formata da e}, €5, ..., e. A

Esempio 30.7 Consideriamo lo spazio vettoriale R*[z], la sua base canonica:

1 (z) = 1,q(2) =z, q3(x) == 22,

e la base formata dai polinomi:
pr(z) =14z +2% po(z) =1+ x,p3(x) = 1.

Per trovare la matrice M di passaggio dalla base canonica alla seconda base dob-
biamo esprimere ciascuno dei polinomi p;(x), pa(z) e ps(x) come combinazione
lineare dei polinomi ¢ (), g2(x) e g3(x). Abbiamo:

pr(x)=1-q1(z)+ 1 qa(z) +1-g3(x).
Dobbiamo allora scrivere i numeri 1, 1, 1 sulla prima colonna di M. Abbiamo
poi:
1-q1(z) +1-g2(x) +0-q3(x),
L-qi(z) +0-g2(x) +0- g3(w).

p2()
p3(w)

Siamo ora in grado di scrivere la matrice M:
1 11

M=[1 10

1 00

Teorema 30.8 La matrice di passaggio M da una base di uno spazio vettoriale
V' a un’altra é invertibile.

DIMOSTRAZIONE Se M ¢ la matrice di passaggio dalla base formata dai vettori
ey, es, ..., e, alla base formata dai vettori e/, €5, ..., e}, le colonne di M danno
le componenti di €], €5, ..., e}, rispetto alla prima base. Per il teorema 17.36
il rango di M e allora uguale alla dimensione dello spazio vettoriale generato
dai vettori e}, e}, ..., el,: poiché questi formano una base per V abbiamo che
rk M = dim V, cioe det M # 0. ™

Esempio 30.9 Riprendiamo ’esempio 30.7. Supponiamo ora di voler determi-
nare la matrice di passaggio M’ dalla base formata dai polinomi p;(x), p2(x)
e p3(z) alla base canonica. Esprimiamo allora i polinomi della base canonica
come combinazione lineare dei polinomi p(z), p2(x) e ps(x). Questo richiede
un po’ piu di calcoli rispetto al caso precedente. Poiché ¢ () = p3(x) possiamo
scrivere g1 (x) = 0-pi(x) + 0 p2(z) + 1 - p3(x). Riportiamo allora i numeri 0, 0
e 1 sulla prima colonna di M’. Per decomporre gli altri vettori sono necessari
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un po’ piu di calcoli. Ad esempio per decomporre go(x) lo esprimiamo come
combinazione lineare generica dei polinomi p(z), p2(x) e ps(x):

r=h-(1+x+2%)+hy-(1+2)+hs-1.
Espandendo questa uguaglianza troviamo
xr = (h1 + ho + hg) + (h1 + hQ)Z‘ + h1$2.

Deve dunque essere hy + hy + hs =0, hy + ho = 1 e h; = 0 da cui ricaviamo
facilmente che h; =0, hy =1 e hg = —1. Riportiamo allora i numeri 0, 1 e —1
sulla seconda colonna di M’. In maniera analoga possiamo decomporre q3(z) e
troviamo cosi g3(z) = 1-p1(z) — 1 - pa(z) +0- p3(z). Riportiamo allora i numeri
1, —1 e 0 sulla terza colonna di M’:

Se ora effettuiamo il prodotto delle matrici M e M’ troviamo che MM’ =1,
cioe che M’ = M~ A

Il risultato trovato nell’esempio precedente ha, in realta, validita generale.
Diamo, senza dimostrazione il:

Teorema 30.10 Date due basi di uno spazio vettoriale V' sia M la matrice di
passaggio dalla prima base alla seconda. La matrice di passaggio dalla seconda
base alla prima ¢ allora M1,

Esercizio di base 30.11 Se V' ¢ uno spazio vettoriale di dimensione finita,
qual ¢ la matrice di passaggio dalla base formata dai vettori ey, eo, ..., e, alla
base formata dai vettori ey, es, ..., e, (cioe¢ alla base stessa)?

Diamo ora, senza dimostrazione, la relazione intercorrente tra le diverse matrici
rappresentative di un endomorfismo.

Teorema 30.12 Sia f un endomorfismo di uno spazio vettoriale V di dimen-
sione finita. Sia A la matrice rappresentativa di f rispetto alla base formata

dai vettori ey, es, ..., e,. Sia A’ la matrice rappresentativa di [ rispetto alla
base formata dai vettori e}, €5, ..., el. Sia M la matrice di passaggio dalla
base formata dai vettori ey, es, ..., e, alla base formata dai vettori e}, e},
.., el Siha:

A =M tAM.

Esempio 30.13 Consideriamo nuovamente I’endomorfismo
f:R3[x] — R3[x]

definito da:
fa+bx+cx®) = (3a+c) + (a+ b)x + ca’.
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Nell’esempio 30.4 abbiamo calcolato le matrici rappresentative di f rispetto a
due diverse basi di R3[z]. Rispetto alla base canonica f si rappresenta con la
matrice:

3 01
A=[1 1 0
0 0 1
Rispetto alla base formata dai polinomi:

pr(z) =14z +2% po(z) =1+ ps(x) =1,

la matrice rappresentativa di f e:

A=

NI

0 0
2 1
1 2

Dall’esempio 30.7 sappiamo inoltre che la matrice di passaggio dalla base
canonica alla base formata dai polinomi p; (z), p2(z) e p3(z) & la matrice:

1 1 1
M:=11 1 0
100
Si ha dunque A’ = M ~'AM: si potrebbero svolgere esplicitamente i calcoli per

controllare questa relazione. A

Esempio 30.14 Sia f: R? — R? I’'endomorfismo che rispetto alla base canonica
di R? (e; := (1,0) e e3 := (0, 1)) si rappresenta con la matrice:

0 -1
4= (0 7).
Vogliamo determinare la matrice rappresentativa A’ di f rispetto alla base di
R? formata dai vettori e} := (1,2) e € == (1, —1).
Utilizziamo il teorema 30.12. Determiniamo la matrice di passaggio dalla

base canonica alla base di R? formata dai vettori €] = (1,2) e e}, == (1, —1).
Abbiamo:

e = lej + 2es,

e, =le; — les.

-z 4)

Se calcoliamo 'inversa di M troviamo:

M= <
Ora A’ = M~YAM cioe:

A= (% f’;) ((f _11) @ —11> - (—éé
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30.2. Cambiamento di base

Vogliamo ora calcolare nuovamente A’, senza utilizzare il teorema 30.12, ma
utilizzando direttamente la definizione di matrice rappresentativa. Per far
questo dobbiamo determinare innanzitutto f(e}) e f(e}). Le componenti di e}
rispetto alla base canonica sono (1,2). Quindi possiamo ottenere le componenti
di f(e}) rispetto alla base canonica dal prodotto:

1 0 -1 1 -2
)= 6=
Dunque f(e}) = —2e; + 3e2 = (—2,3). Dobbiamo ora decomporre questo

vettore rispetto alla base formata dai vettori €] e e,. Svolgendo i calcoli si
trova:

1 7
fley) = gell - gelz-

Analogamente si trova:

Dunque:

Ovviamente il risultato trovato ¢ lo stesso che abbiamo ottenuto utilizzando il
teorema 30.12. A

Esercizio di base 30.15 Determinare la matrice rappresentativa dell’endo-
morfismo f dato nell’esempio 30.14 rispetto alla base formata dai vettori
el =(1,-1) e ef = (1,0).

Il teorema 30.12 ci dice che se A e B rappresentano lo stesso endomorfismo
rispetto a basi diverse allora esiste una matrice invertibile M tale che B =
M~YAM. Cio suggerisce la:

Definizione 30.16 Siano date due matrici A e B appartenenti a M(n, n,R).
La matrice B si dice simile alla matrice A se esiste una matrice M € GL(n,R)

tale che B = M~'AM (ricordiamo che GL(n,R) & l'insieme delle matrici
invertibili di M(n,n,R)). A

Esercizio di base 30.17 Dimostrare che:

1. Ogni matrice quadrata A & simile a sé stessa.

2. Se la matrice B & simile alla matrice A allora la matrice A & simile alla
matrice B.

3. Se la matrice A ¢ simile alla matrice B e la matrice B ¢ simile alla matrice
C allora la matrice A ¢ simile alla matrice C. A
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30.3 Soluzioni degli esercizi di base

EB.30.5
a. Si ha:

(]
(]

[}
—
N— —— 7 N~ 0

=2F; +0F2 + 0F3 + 0Fy,

o
o

O0F1 + Ex + E3 + 0Fy,

~
—~
S|
LM
-

Il
AN 7 N N
— O
S =

f(Es) = 1 0 =0F1 + E2 + E3 + 0Fy,
0 0
f(EBs) = 0 2 =0F1 +0E2 +0E3 4 2E}4.
Dunque la matrice rappresentativa di f rispetto alla base canonica é:
2 0 0 0
_ |0 1 1 0
A= 0 1 1 0
0 0 0 2
b. Si ha:
/ 2 O / / / /
f(El) = 0 0 :2E1 +OE2+OE3+0E47
/ 0 0 , / / /
f(EQ) == O 0 - OEI + 0E2 + OE3 + 0E4,
/ 0 0 , / / /
f(Es) = () o) =O0F1+0E; +2E; + 0F,
/ 0 2 / / / /
f(BL) = (4 ) =0F1+0E;+0E; +2F;.

Dunque la matrice rappresentativa di f rispetto a questa nuova base é:

2.0 0 0
;o 0o 0 o0
A=100 2 0

00 0 2

Notiamo che A’ & una matrice diagonale, mentre A non lo &.

EB.30.11 E la matrice identica. Infatti abbiamo:

61:1€1+062+"'+06n7
ey = 0e1 + lex + -+ - + Oey,

e, =0e; +0es +---+ len.

Scrivendo sulla prima colonna le componenti di e, sulla seconda quelle di e e cosi
via, otteniamo esattamente la matrice identica.

EB.30.15 La matrice di passaggio dalla base canonica alla base di R? alla base
formata dai vettori e e ey &:
1 1
v (L))
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30.4. Sunto

La matrice A” rappresentativa di f rispetto alla base formata dai vettori e e e5 &

allora:
o oar—1 (0 -1
oo (1),
Alternativamente calcoliamo f(e}) e f(e5) e decomponiamoli rispetto alla base e e
el. Si ha:
=e = 06/2/ + 1e'2',
f(es) =ex = —1lef + les.
EB.30.17

1. Sappiamo che I~ = I. Notiamo allora che si ha A = I"*AI. Dunque A & simile a
sé stessa.

2. Sappiamo che esiste una matrice M € GL(n, R) tale che B = M~'AM. Dobbiamo
trovare una matrice N € GL(n,R) tale che A = N"'AN. Notiamo che moltiplicando
la relazione B = M"Y AM a sinistra per M e a destra per M ! otteniamo:

MBM ' =MM *AMM™,

ovvero MBM™! = A. Ma allora se scegliamo come matrice N la matrice M1,
abbiamo che A = N"'AN, che & quel che volevamo.

3. Sappiamo che esiste una matrice M € GL(n,R) tale che B = M~'AM, e una
matrice N € GL(n,R) tale che C = N"'BN. Combinando le due relazioni che
abbiamo otteniamo:

C=N"'M'AM)N=N"'M"'AMN.
Poiché (MN)~! = N"'M~* possiamo dunque scrivere:
C = (MN)'A(MN),

e, dunque, la matrice C' ¢ simile alla matrice A.

30.4 Sunto

Endomorfismi

Definizione Dato uno spazio vettoriale V, un endomorfismo di V' & un omo-
morfismo f: V — V. A

Definizione Sia f: V' — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di
dimensione finita. Fissata una base di V formata dai vettori ey, es, ..., e,,
possiamo esprimere ciascun vettore f(e;) come combinazione lineare dei vettori
della base eq, es, ..., €,:

fle1) = aner +azes+ -+ anien,

f(e2) = aroe1 + axes + - - - + ansey,,

flen) = ainer + aznea + - - + annen.
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La matrice di M(n,n,R) :

a1 ai2 . A1n

a21 a2 oo Qo2p
A= ,

anp1  Ap2 cee Qpp

viene detta matrice associata all’endomorfismo (o matrice rappresentativa
di) f rispetto alla base ey, es, ..., e,. La j-esima colonna di A & data dalle
componenti del vettore f(e;) rispetto alla base formata da ey, ez, ..., €,. A

Definizione Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita. Sia data una

base per V formata dai vettori ey, es, ..., €,. Se
aipr a2 ... Qin
a1 a922 e aon
A=
an1 QAp2 ... QApp

¢ una matrice di M(n,n,R) chiamiamo endomorfismo associato alla matrice
A rispetto alle basi fissate ’'omomorfismo f definito dalle relazioni

fle1) = aner +agnes+ - +aniey,

f(e2) = a12e1 + azes + -+ - + ansey,

flen) = ainer + aznez + -+ annen.

vale a dire ’endomorfismo f la cui matrice rappresentativa rispetto alle basi
assegnate ¢ esattamente A. A

Cambiamento di base

Cambiando base, cambia la matrice rappresentativa dell’endomorfismo. Per
dare la relazione che lega le varie matrici rappresentative di un endomorfismo
diamo la:

Definizione Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n. Si considerino
due basi di V: una formata dai vettori eq, es, ..., e,, I'altra formata dai vettori
e}, e, ..., el Lamatrice M € M(n,n,R) la cui j-esima colonna & data dalle
componenti del vettore e;- rispetto alla base formata dai vettori ey, es, ..., €,
¢ detta matrice di passaggio dalla base formata da ey, es, ..., e, alla base

formata da e, €5, ..., e, A

Teorema La matrice di passaggio M da una base di uno spazio vettoriale V a
un’altra é invertibile.

Teorema Date due basi di uno spazio vettoriale V' sia M la matrice di passaggio
dalla prima base alla seconda. La matrice di passaggio dalla seconda base alla
prima & allora M1,
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Teorema La matrice di passaggio M dalla base di uno spazio vettoriale V

formata dai vettori e1, es, ..., e, alla base formata dai vettori e}, €5, ..., el
¢ invertibile. Inoltre la matrice di passaggio dalla base formata dai vettori e},
ey, ..., el alla base formata dai vettori ey, ea, ..., e, ¢ M~

Teorema Sia f un endomorfismo di uno spazio vettoriale V di dimensione
finita. Sia A la matrice rappresentativa di f rispetto alla base formata dai

vettori e1, es, ..., e,. Sia A’ la matrice rappresentativa di f rispetto alla base
formata dai vettori €}, €5, ..., el. Sia M la matrice di passaggio dalla base
formata dai vettori ey, e, ..., e, alla base formata dai vettori €}, el, ..., el,.
Si ha:

A'=M"TAM.

Definizione Siano date due matrici A e B appartenenti a M(n, n, R). Diciamo
che la matrice B ¢ simile alla matrice A se esiste una matrice M € GL(n,R)
tale che B = M~'AM (ricordiamo che GL(n,R) ¢ l'insieme delle matrici
invertibili di M(n,n,R)). A

Le matrici rappresentative di uno stesso endomorfismo sono tutte simili fra
loro.

30.5 Esercizi

E.30.1 Verificare che e} := (1,-1,0), e, := (1,0,—1), e5 == (1,1,1) formano
una base per R3.
Sia f I’endomorfismo di R? definito dalle condizioni

flel) =(1,1,1),

fley) = (1,1,1),

fles) = (1,1,1).
Determinare la matrice rappresentativa di f rispetto alla base formata dai
vettori €], e} e e} e la matrice rappresentativa di f rispetto alla base canonica.

E.30.2 Determinare la matrice rappresentativa A” dell’endomorfismo f dell’e-
sercizio precedente rispetto alla base di R? formata dai vettori e} == (1,1, 1),
ey =(0,1,0), e == (0,0,1).

E.30.3 Consideriamo I'endomorfismo D di R?[z] che associa a un polinomio
la sua derivata. Determinare la matrice A rappresentativa di f rispetto alla
base canonica e la matrice A’ rappresentativa di f rispetto alla base di R?[x]
formata dai polinomi p;(z) == 1, pa(x) :== 1+ z, p3(z) =1+ x + 2°.

E.30.4 Sia f I'endomorfismo di R* la cui matrice rispetto alla base formata
dai vettori:

e :=(1,1,0,0),e3 :=(0,1,2,0),e3 := (0,1,1,—1),e4 :== (0,2,0,1),

sia

O = O
oD = O
_ o O O
— o = N
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Determinare nucleo e immagine di f.

E.30.5 Sia f I’endomorfismo di uno spazio vettoriale V' di dimensione 3 che
rispetto a una base formata dai vettori e1, es, es si rappresenta con la matrice:

k1 0
A=|1 k k-1
k k 0

a. Stabilire per quali valori di & 'endomorfismo f & un isomorfismo;

b. determinare nucleo e immagine di f in dipendenza da k.

30.6 Soluzioni degli esercizi
E.30.1 Osserviamo che
f(e1) = 0e} + Oe; + le,
f(e2) = 0e} + Oe; + le,
f(es) = 0ey + Oes + lejs.
Dunque la matrice rappresentativa di f rispetto alla base formata dai vettori e}, e5 e
el &
0 0 O
A=10 0 O
1 1 1
Per determinare la matrice rappresentativa di f rispetto alla base canonica possiamo
determinare la matrice di passaggio dalla base formata dai vettori e}, e e e} alla base

canonica. Dobbiamo cioe esprimere i vettori della base canonica come combinazione
lineare dei vettori e, e5 e e5. Svolgendo i calcoli si trova:

1 1 1
(17070) = §e/1 + 56/2 + gei%
2 1 1
(07 170) = _gell + §6/2 + geé’n
1 2, 1
(0,0,1) = gell —3e + geg.

Dunque la matrice di passaggio dalla base formata dai vettori e}, €5 e e alla base

canonica e:
2

3

ol

M =

SIS I
W=
win

=

La matrice rappresentativa di f rispetto alla base canonica &, dunque A’ = M1 AM.
Calcolando in maniera esplicita l'inversa di M ed effettuando il prodotto matriciale si
trova che:

1 0 0
A=[1 00
1 0 0

Per evitare di calcolare la matrice inversa della matrice M, possiamo, in alternativa,
utilizzare le espressioni che danno i vettori della base canonica come combinazione
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lineare dei vettori e}, e e e}, e ottenere:

7(1,0,0) = 3 () + 5 7€) + 5 f(€h)

= SLD (L LD 4 (11 = (1, 1L1),
7(0,1,0) = =2 (eh) + 5 f(€h) + 5 f(eh)

=200+ L)+ 20,11 = (0,0,0),
7(0,0,1) = 3 f(€h) = 2 7€) + 5 (€h)

= SLLD) = 2011+ £(1,1,1) = (0,0,0),

E.30.2 Si trova:

1 0 0
A"=10 0 0].
0 0 O
E.30.3 Siha:
0 1 0
A=10 0 2
0 0 O
e
0
0
0

1 -1
0o 2 ].
0 0

E.30.4 Calcoliamo il rango di A. Riducendo a scalini la matrice A troviamo la
matrice:

1 0 0 2
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 O

Questa ¢ una matrice a scalini. Gli scalini sono in posizione 1, 2 e 3. Dunque
Iimmagine di f ¢ generata dai vettori le cui componenti rispetto alla base formata dai
vettori e, ez, es, e4 sono date dalla prima, seconda e terza colonna di A. Dunque
I'immagine di f & generata dai vettori:

161 + 062 + 183 + 064 - (17 27 17 _1)7

Oe1 + les + 2e3 + Oey = (0,374, —2),

Oe1 + Oes + Oes + 1les = (0, 2,0, 1).

Per trovare il nucleo di f risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice A.
Abbiamo gia ridotto a scalini la matrice A, quindi possiamo risolvere il sistema

1 0 0 2\ [z 0
o010 1|[y]_|o
001 1]|lz]| |o|
00 0 0/ \w 0

le cui soluzioni sono (—2t, —t, —t,t). Ponendo, ad esempio, ¢ = 1, troviamo che una
base per l'insieme delle soluzioni del sistema omogeneo & data da (—2,—1,—1,1). Una
base del nucleo ¢ allora fornita dal vettore:

—2e; — lex — les + ley = (—2, —2, —3,2).
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E.30.5

a. L’endomorfismo f & un isomorfismo se e solo se la matrice che lo rappresenta
rispetto a una qualsiasi base ¢ invertibile. Ora

det A = —k® + 2k — k.

Questo determinante si annulla per k = 0, 1. Dunque f & un isomorfismo per k # 0, 1.

b. Se k # 0, 1, si ha ovviamente ker f = {0}, f(R®) = R3. Consideriamo ora i casi
k=0ek=1.

Se k = 0 la matrice di f diviene:

Questa matrice ha rango 2 (sappiamo gia che non pud avere rango 3, e le prime due
colonne sono linearmente indipendenti). Dunque, una base per f(R?®) ¢ formata dai
vettori le cui componenti rispetto a e1, es, e3 sono date dalle prime due colonne di
A: tali vettori sono ez ed e;. Per determinare ker f consideriamo un vettore le cui
componenti rispetto alla base assegnata sono (z,y, z). Questo vettore appartiene a

ker f se e solo se:
y =0
z —z=0

(le equazioni corrispondono alle righe di A, ne abbiamo considerate solo 2 indipendenti
perché sappiamo gia che A ha rango 2). Risolvendo il sistema troviamo y =0, = = z.
Dunque

kerf = {te1 + tes ‘ te R},
cioé una base per ker f & formata da e; + es.

Se k =1 la matrice di f diviene:

1 1 0
A=1[1 1 0
1 1 0

Questa matrice ha rango 1. Dunque, una base per f(R?) ¢ formata dal vettore le cui
componenti rispetto a e1, €2, es sono date dalle prima colonna di A: questo vettore ¢
e1 + ez + e3. Per determinare il nucleo di f consideriamo un vettore le cui componenti
rispetto alla base assegnata sono (z,y, z). Questo vettore appartiene a ker f se e solo
se:  +y = 0 (le equazioni corrispondono alle righe di A, ne abbiamo considerate solo
una perché A ha rango 1). Dunque

ker f = {te; —tes + ues |t € R,u € R}.
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CAPITOLO

Autovalori e autovettori

In questo capitolo ci chiediamo sotto quali condizioni un endomorfismo di
uno spazio vettoriale possa rappresentarsi per mezzo di una matrice diagonale.
Questo ci conduce alla definizione di autovalori e autovettori di un endomorfismo.

31.1 Autovalori e autovettori

Nel capitolo precedente abbiamo dato alcuni esempi di endomorfismi di spazi
vettoriali di dimensione finita e abbiamo visto come sia possibile, una volta
fissata una base per lo spazio vettoriale, rappresentarli tramite matrici quadrate.
Ci chiediamo quando sia possibile rappresentare un endomorfismo per mezzo
di una matrice di forma particolarmente semplice, ad esempio una matrice
diagonale. Cominciamo con un esempio:

Esempio 31.1 Sia f I'endomorfismo di R?[z] definito da
fla+bx):=2b+ (3b — a)z.

Rispetto alla base canonica di R?[z] questo endomorfismo si rappresenta con la

matrice
0 2
=5 3),

che non ¢ diagonale. Se perd consideriamo la base di R?[z] formata dai due
polinomi py(z) =1+ z e pa(z) = 2 4 z, vediamo che si ha

f(p1(z)) =2+ 22 = 2p;1(x) + Op2(z),

f(p2(x)) = 2+ 2 = Ops (x) + 1p2 ().

Dunque, la matrice rappresentativa di f rispetto alla base formata dai polinomi
p1(z) e pa(z) & la matrice diagonale:

2 0
A= :
(o 1) A

509
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Lo stesso endomorfismo potra allora essere rappresentato rispetto ad alcune basi
con matrici diagonali e rispetto ad altre con matrici non diagonali. Ovviamente
un certo endomorfismo potrebbe non rappresentarsi con una matrice diagonale
rispetto ad alcuna base. Questo porta alla definizione:

Definizione 31.2 Un endomorfismo f: V — V di uno spazio vettoriale V' di
dimensione finita si dice diagonalizzabile se esiste una base di V rispetto a
cui f si rappresenta con una matrice diagonale. A

Secondo questa definizione I’endomorfismo dato nell’esempio 31.1 & diagonaliz-
zabile. Sottolineiamo ancora che dicendo che f ¢ diagonalizzabile non diciamo
che f si rappresenta con una matrice diagonale rispetto a tutte le possibili basi
dello spazio vettoriale ma solo rispetto ad alcune (almeno una).

Ci chiediamo come sia possibile stabilire se un certo endomorfismo si possa
rappresentare con una matrice diagonale e, in caso affermativo come possiamo
determinare una base rispetto a cui avvenga cio. Riguardando l’esempio prece-
dente notiamo che f(p;i(z)) & un multiplo di p;(x) e analogamente f(pa2(z)) &
un multiplo di pa(z). E abbastanza facile intuire che una simile condizione si
puo estendere al caso di dimensione qualunque, e dimostrare cosi la:

Proposizione 31.3 Sia f un endomorfismo di uno spazio vettoriale V di
dimensione finita. Si consideri una base di V' formata dai vettori ey, e, ...,
en. Allora la matrice rappresentativa di f rispetto a tale base é diagonale se e
solo se f(e;) € un multiplo di e; per 1 <1i <mn, vale a dire se e solo se esistono
scalari A1, A2, ..., A, tali che f(e;) = N\ie; per 1 < i < n. In tal caso la
matrice rappresentativa di f rispetto alla base formata dai vettori ey, es, ...,
e, ¢ la matrice:

A0 0
0 X 0
0 O An

Per stabilire se un endomorfismo f & diagonalizzabile dobbiamo allora stabilire
se esistono dei vettori v tali che f(v) sia multiplo di v. Questo conduce alla:

Definizione 31.4 Se f: V — V & un endomorfismo di uno spazio vettoriale
V', un vettore v # 0 si dice autovettore di f con autovalore A se si ha:

f(v) = .
In tal caso diciamo che A ¢ autovalore di f. A

Esercizio di base 31.5 Lo stesso vettore v # 0 puo essere un autovettore di
f rispetto a due autovalori diversi?

Osservazione 31.6 Nella definizione abbiamo richiesto che v # 0. Infatti se
v = 0 si ha, banalmente,
f(0) = Ao,

qualunque sia il numero reale A. Dunque se nella definizione non avessimo
chiesto v # 0, ogni numero reale A sarebbe autovalore di f. A
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31.1. Autovalori e autovettori

Anche se la definizione di autovettore ci € stata suggerita dallo studio degli
endomorfismi diagonalizzabili di spazi vettoriali di dimensione finita, essa
conserva senso per endomorfismi di spazi vettoriali non di dimensione finita
(in tal caso perd non parliamo di endomorfismi diagonalizzabili perché non
possiamo rappresentare un endomorfismo con una matrice).

Esempio 31.7 Sia f: R[z] — R[z] 'endomorfismo definito da
F(o(x)) = 2D (p())
dove D ¢ l'operazione di derivazione. Abbiamo cioe:
flap + a1z + asx? + -+ anx™) = x(ay + 2a02 + - - + na,z™t).

Si lascia per esercizio la verifica che questo sia effettivamente un endomorfismo.
Notiamo che un polinomio omogeneo a;x* di grado i &€ un autovettore di f con
autovalore ¢ infatti:

fla;z) = z(ia' ™) = iaz’. A

Esercizio di base 31.8 Sia dato I’endomorfismo di R? definito da
flz,y,2) = 2z + 2y + 2,y,0).
Stabilire per ciascuno dei vettori
v = (1,0,0), wv3:=1(0,1,0), w3:=(1,0,-2), w4:=(0,0,0), A

se & un autovettore di f oppure no. In caso affermativo determinare ’autovalore
corrispondente.

Prima di tornare al caso che ci interessa, cio¢ alla determinazione di condizioni
per la diagonalizzabilita di un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimen-
sione finita, diamo un risultato che si applica a un endomorfismo di uno spazio
vettoriale qualunque, di dimensione finita oppure no:

Teorema 31.9 Sia dato un endomorfismo f: V — V di uno spazio vettoriale
V' e sia A un autovalore di f. L’insieme

E\) ={veV]| f(v)=Xv}

é un sottospazio vettoriale di V.. Notiamo che E(\) é formato dagli autovettori
di f relativi all’autovalore A e dal vettore nullo. Per questo motivo E(\) viene
detto autospazio di f relativo all’autovalore \.

DIMOSTRAZIONE Ovviamente E()\) € non vuoto perché contiene il vettore nullo.

Dobbiamo mostrare che se v; e vy sono vettori di F(\) allora anche la loro
somma appartiene a E()A). Sappiamo cioe che f(vi) = Avy e f(v2) = Avg e
dobbiamo mostrare che f(vy + v2) = A(v1 + v2). Infatti:

f(v1 +v2) = f(v1) + f(v2) = Aoy + Avg = A(vg + v2).

Per completare la dimostrazione dobbiamo mostrare che se v € un vettore di
E(X) e k & uno scalare allora anche il prodotto kv appartiene a F(\). Sappiamo
cioe che f(v) = Av e dobbiamo mostrare che f(kv) = A(kv). Infatti:

flkv) = kf(v) = kdv = Akw. -
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Notiamo che, per definizione di autovettore, un autospazio non pud mai essere
costituito dal solo vettore nullo.

Esercizio di base 31.10 Se f: V — V & un endomorfismo di uno spazio
vettoriale V' mostrare che 0 ¢ un autovalore di f se e solo se f non & iniettivo.
In tal caso mostrare che E(0) ¢ il nucleo di f.

Torniamo adesso alla determinazione di condizioni per la diagonalizzabilita di un
endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione finita. Con la terminologia
appena introdotta la proposizione 31.3 puo essere reinterpretata nel modo
seguente:

Proposizione 31.11 Un endomorfismo f di uno spazio vettoriale V di dimen-
sione finita e diagonalizzabile se e solo se esiste una base di V formata da
autovettori di f.

Questa proposizione ¢ perd semplicemente una riformulazione della proposizio-
ne 31.3: non ci dice come stabilire se esiste una base formata da autovettori né
tantomeno come determinare esplicitamente una tale base, ammesso che esista.

31.2 Polinomio caratteristico

Determiniamo innanzitutto un metodo per la determinazione degli autovalori
e degli autovettori di un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione
finita. Consideriamo un esempio:

Esempio 31.12 Sia f: R*[z] — R*[z] 'endomorfismo che associa al polinomio:
ag +a1x + a2x2 + (133?3,
il polinomio
(a0 + a1) + (a1 — a2 + as)z + (ap + 2a; — ag)x2 + azz>.
Consideriamo una base di R%[z]: per esempio la base canonica formata dai

polinomi py(x) == 1, pa() := z, p3(x) == 22, ps(x) := 23. Rispetto a tale base
I’endomorfismo f si rappresenta con la matrice:

11 0 O

01 -1 1
A= 1 2 -1

00 0 1

Vogliamo ora determinare polinomi non nulli:
p(z) = ag + a1x + axx® + aza®,

tali che f(p(z)) = Ap(z) per qualche A € R. Se consideriamo il vettore colonna:
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delle componenti di p(z) rispetto alle base canonica, sappiamo che le componenti
di f(p(x)) rispetto alle base canonica sono:

ago
ai
as
as

Dunque p(x) & un autovettore se e solo se p(x) # 0 ed esiste A € R tale che:

1 1 0 0 apn ag
01 -1 1 aq —\ ay
1 2 -1 0 a2 a2
0 0 0 1 as as

Scriviamo questo sistema pil esplicitamente:

ap + a1 = Aag
a1 — as + az = Aag
ag + 2CL1 — az = )\CLQ

az = /\&3

Possiamo allora facilmente riscrivere il sistema cosl

(1 —=XNag + ay =0
(1—=Xa; — as + a3 =0

ap + 2a1 + (=1 = Naq =0
(I-=XNas=0

Se riscriviamo di nuovo in forma matriciale abbiamo cosi il sistemas:

1-x 1 0 0 ag 0
0 1-x -1 1 a| |0
1 2 —1-X 0 az | ~ |0
0 0 0 1-x/ \as 0

Questo puo essere descritto in forma sintetica:

ao
al o
(A-an| =

asg

o O O O

dove I & la matrice identica di ordine 4. Abbiamo dunque un sistema omogeneo
di 4 equazioni nelle 4 incognite a1, as, as e aq. Ricordiamo che stiamo cercando
autovettori, che sono vettori non nulli. Dunque stiamo cercando soluzioni non
banali di questo sistema omogeneo. Il sistema, essendo omogeneo, € sempre
risolubile. Nel caso in cui det(A — AI) # 0 il sistema & Crameriano & ha, dunque,
un’unica soluzione: quella banale. Nel caso in cui det(A — M) = 0 il rango
della matrice € minore del numero delle incognite e, quindi, esistono infinite
soluzioni: in particolare esistono soluzioni diverse da quella banale. Ad esempio
se poniamo A = 1 si vede facilmente che la matrice A — 11 ha determinante
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nullo, e, dunque, il sistema ha soluzioni non banali, cioe 1 & autovalore di f; se
invece poniamo A = 2 si vede che A — 2] ha determinante non nullo: il sistema
ha allora solo la soluzione banale, cioe 2 non e autovalore di f.

Per determinare gli autovalori di f dobbiamo dunque cercare gli scalari A
tali che det(A — AI) = 0: gli autovalori di f sono cioe le soluzioni dell’equazione
det(A — 2I) = 0 nell’incognita x. Scriviamo esplicitamente questa equazione:

11—z 1 0 0
0 1—x -1 1 —0
1 2 —1—=x 0 '
0 0 0 11—z

Se sviluppassimo questa equazione otterremmo un’equazione di quarto grado in
z. Lo faremo piu avanti. A

Questo esempio suggerisce che, dato un qualunque endomorfismo f di uno
spazio vettoriale V' di dimensione finita, per determinare gli autovalori di f
dobbiamo determinare le soluzioni nell’incognita x dell’equazione:

det(A—2I)=0

dove A & la matrice rappresentativa di f rispetto a una base di V. Questa
equazione, le cui soluzioni danno gli autovalori di f sembra dipendere da A,
cioe dalla base di V scelta per rappresentare f. Se prendiamo un’altra base
di V otteniamo una matrice A’ rappresentativa di f in generale diversa da A.
Otteniamo cosl una nuova equazione:

det(A"—zI)=0

le cui soluzioni sono ancora gli autovalori di f. In realta questa & proprio la
stessa equazione ottenuta in precedenza. Diamo infatti la:

Proposizione 31.13 Sia f: V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale
V' di dimensione finita. Sia A la matrice rappresentativa di f rispetto a una
base di V e sia A’ la matrice rappresentativa di f rispetto a un’altra base di V.
Allora si ha:

det(A" — zI) = det(A — zI).

DIMOSTRAZIONE Sappiamo che esiste una matrice invertibile M tale che
A= MTAM.
Ma allora:
det(A’ — 2l) = det(MYAM — xI) = det(M Y AM — M~ (zI)M)
=det(M YA — 2I)M) = det M~ ' det(A — =) det M
= det(A — zI).

Si noti che nella catena di uguaglianze abbiamo utilizzato il semplice fatto che
I = M~'IM, il teorema di Binet e il fatto che det M ~! = (det M)~L. m

Si puo facilmente dimostrare che det(A — zI) & un polinomio in z di grado
uguale all’ordine di A (cioe alla dimensione di V). La proposizione 31.13 ci
permette allora di dare la:
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Definizione 31.14 Sia f: V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale
V' di dimensione finita n e sia A la matrice rappresentativa di f rispetto a una
base di V. Chiamiamo polinomio caratteristico di f il polinomio

ps(z) == det(A — zI),
di grado n nell’incognita x. A

Questa definizione ¢ sensata perché abbiamo dimostrato che det(A — zI) non
dipende dalla matrice rappresentativa scelta.

Esercizio di base 31.15 Sia D: R*[z] — R3[z] 'endomorfismo che asso