
CAPITOLO 1

Funzioni esponenziali e logaritmiche

1. Introduzione

Vedi:
Courant R. Robbins H. Che cos’é la matematica, Boringhieri
Cap. VIII, § 6

La presentazione tradizionale di ax, a > 0, procede per i seguenti
passi:

• si definisce an, n ∈ N, come semplice prodotto di n fattori,
• si definiscono le radici a1/n e, quindi le potenze am/n

• si definisce ax, x ∈ R per continuitá.
• si definiscono i logaritmi come inverse delle esponenziali.

Il punto 4, il prolungamento per continuitá non viene generalmente
provato adeguatamente.

2. Il logaritmo

Consideriamo la funzione

ln(x) =

∫ x

1

1

t
dt, ∀x > 0

che, geometricamente, almeno per x ≥ 1 rappresenta l’area in Figura
1
Proprietá della ln(x)

•
ln′(x) =

1

x
derivata sempre positiva, quindi ln(x) é crescente.

• Scelto comunque a > 0 osserviamo che

d

dx
ln(ax) =

1

x
=

d

dx
ln(x)

da cui

ln(ax) = ln(x) + c, ∀x
1
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Figura 1. ln(x) =
∫ x

1
1
t
dt, x ≈ 2.6

Scelto x = 1 e tenuto conto che ln(1) = 0 si scopre che

ln(a) = c

ovvero che
ln(ax) = ln(x) + ln(a)

(la proprietá tipica dei logaritmi)
• Dalla proprietá precedente segue che

0 = ln(1) = ln(x
1

x
) = ln(x) + ln(

1

x
) → ln(x−1) = − ln(x)

Dalle proprietá osservate discende, vedi Figura 2, che ln(x)

• é una funzione continua, definita per x > 0
• é crescente da −∞ a +∞,
• quindi esiste uno ed un solo valore x0 in cui vale 1

L’unico valore in cui ln(x) vale 1 prende il nome di e.

2.1. La funzione esponenziale. Tenuto presente che y = ln(x)
é

• definita per x > 0
• é continua e crescente,
• prende valori da −∞ a +∞

si puó definire la sua inversa x = ey

• definita per y ∈ (−∞, +∞)
• continua e crescente,
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Figura 2. Il grafico di ln(x)

• che prende valori x > 0

Relazione fondamentale tra logaritmo ed esponenziale:

a = ln(x) ↔ ea = x

Teorema 2.1.

ln(ab) = ln(a) + ln(b) → ea+b = ea eb

Dimostrazione.

ea = x ↔ a = ln(x)

eb = z ↔ b = ln(z)

ln(x z) = ln(x) + ln(z) = a + b ↔ x z = ea+b

ovvero
ea eb = ea+b

�

3. Altre basi

Sia
α = ln(a) ↔ a = eα

Tutte le funzioni esponenziali

ax

si esprimono, per definizione, con
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a = eα → ax = eα x = ex ln(a)

Il diverso segno del fattore ln(a) a seconda che a < 1 o a > 1 produce
i due diversi caratteri di monotonia:

• ax crescente se a > 1
• ax decrescente se a < 1



CAPITOLO 2

I teoremi sulle funzioni continue

1. Applicazioni dell’esistenza zeri

Vedi:
Courant R. Robbins H. Che cos’é la matematica, Boringhieri
Cap. V, § 6

• Siano A e B due regioni limitate del piano: esiste una retta r
che taglia A e B e le dimezza contemporameamente.

• Data una regione del piano esiste una coppia di rette perpen-
dicolari che la dividono in quattro parti equivalenti.

5
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xa b

η[f(a),f(b)]
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1. Applicazioni dell’esistenza zeri

Vedi:
Courant R. Robbins H. Che cos’é la matematica, Boringhieri
Cap. V, § 6

• Siano A e B due regioni limitate del piano: esiste una retta r
che taglia A e B e le dimezza contemporameamente.

• Data una regione del piano esiste una coppia di rette perpen-
dicolari che la dividono in quattro parti equivalenti.
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