Esercizi sulla Dinamica dei Sistemi di Punti Materiali
A cura del Prof. T.Papa

1. Due masse m; e m,, appoggiate su un piano orizzontale privo d’attrito, sono unite
da una molla ideale di costante elastica k. Calcolare il periodo di oscillazione del sistema
quando le masse vengono spostate dalla posizione di equilibrio. (m; = 600 gm, my = 400 gm,
k=6N/m)

Si tratta di un problema a due corpi soggetti ad una forza di interazione. Si ha:
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ossia,
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dt my M2 my
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essendo p la massa ridotta.
Nel caso del problema, detta z la distanza relativa delle masse, si ha

1 .
i=-f o Tzzyr\/ﬁ:m/mlmzzmm
1% k km1+m2

Si colga I'analogia del problema con la vibrazione di una molecola biatomica.

2. Due corpi dello stesso materiale, di masse m; = 5kg ed my = 10kg, sono collegati con
una molla ideale di costante elastica k = 50 N/m, poggiati su un piano orizzontale scabro.
Alla massa m; e applicata una forza orizzontale di modulo F = 15 N in modo che il sistema
si muova con la stessa velocita, costante. Determinare I'allungamento della molla ed il
valore del coefficiente di attrito cinetico.

Nel moto le forze interne non intervengono; inoltre il moto del sistema & uniforme
quindi, detti 4; e As i moduli delle forze d’attrito relative alle due masse, si ha:

F
F—Al—AQZO, = Hd:mzo,l

L’allungamento della molla va ricavato considerando le forze, elastica e di attrito, che
agiscono su una delle due masse, per esempio ms. Detto Al I'allungamento, si ha:

EAL= Ay, = Al:“d’:“’gzo,zm.

3. Un corpo puntiforme di massa m = 1kg & lanciato orizzontalmente dal bordo di un
carrello di massa M = 6kg, inizialmente fermo su un binario privo d’attrito. Il corpo
attraversa intera lunghezza | = 2m del carrello in un tempo ¢t = 0,4s. Si trovi 'energia
rilasciata nel lancio.

Il sistema corpo-carrello nella direzione orizzontale non & soggetto a forze esterne,
dunque il suo centro di massa, inizialmente in quiete, resta tale dopo il lancio del corpo.
Fissato un riferimento con origine nel centro di massa del sistema e dette v; e vy le
velocita del corpo e del carrello rispetto a tale riferimento, per la legge di conservazione
della quantitad di moto, si ha:

mvy + Mvy, =0, = wvy=——11. (1)
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Ma la velocita del corpo € somma della velocita [/t, relativa al carrello, e della velocita di

trascinamento v,,
l

v = ¥ + va,
pertanto, dalla (1) si ha:
m (1 m
=g (i) =t b )
e di conseguenza,
M 1 3)
v, = -
"Tmr Mt

L’energia rilasciata nel lancio ¢ somma delle energie cinetiche della massa e del carrello
che rincula:

1 1 .
E= §mvf + §MU§,

e, tenuto conto delle (2) e (3),

1 M N\’ [\ 1 m N\ (I\* 1 mM [\
E=- -) +-M -) =-——(3) =107
2m<m—|—M> (t) T3 (m—l—M) <t> 2m+M<t> 0.7
11 problema puo essere risolto considerando gli spostamenti del corpo e del carrello, prima

e dopo il lancio; le rispettive velocita vanno ottenute dividento per il tempo ¢. Nel riferi-
mento adottato si ha:

_maxy + Mz,  mai + M
- m+M  m+M

To =

)

dove 1, z2 sono le ascisse iniziali del corpo e del centro di massa del carrello e z}, 2}
quelle finali.
Dalle precedenti si ottiene:

M(zhy — x2) = —m(x] — 1), MAzy = —mAzy,

Lo spostamento assoluto del corpo, come per le velocita, ¢ somma dello spostamento
relativo [, lunghezza del carrello, e dello spostamento di trascinamento Az, del carrello:

Az =1+ Axs. (4)

Pertanto:
m

MAJ,‘Q = —m(l + AZ‘Q), = AJIQ = —m n Ml,

in verso opposto allo spostamento della massa che, per la (4) risulta:

4. Due masse puntiformi 4m ed m sono rigidamente collegate ad una sbarretta di massa
trascurabile, che puo ruotare senza attrito per un suo estremo A. Le masse si trovano
rispettivamente a distanza [ = 0,1m e 2I da tale estremo. Calcolare il periodo delle piccole
oscillazioni del sistema.

Si tratta del noto problema del pendolo composto, T. Papa; Lezioni di Fisica, Mecca-
nica, pagina 347. In questo caso, posto sinf ~ 6 (piccole oscillazioni) e detta m; la massa
totale, I'equazione della dinamica si scrive:

146 + meglcf =0,
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dove I ¢ la distanza del centro di massa da A. Essendo:

_4ml +2ml _§

my; = bm, lc 51, Iy =4mi® + m(20)? = 8ml?,

5m

Toon |14 _or éi:0,733.
miglc 39

5. Una particella di massa my, all'istante iniziale ¢ = 0 ha velocita nulla vo = 0 ed e
individuata dal vettore posizione

il periodo risulta:

Irg = —3i+j — 4k
Applicando la forza, funzione del tempo,
F =2mi+ 3mtk,

all’istante t = 2 s urta un’altra particella di massa ms, = 3m, animata di velocita

4,
vy = gl— 2k.

Determinare le coordinate del punto in cui avviene 'urto e la velocita delle particelle dopo
I'urto, supponendo che sia completamente anelastico.

Velocita e posizione della prima particella si ottengono integrando la relazione che
assegna l'accelerazione:

1 3.
v, = —/th =2ti + ~t’k + C1, (1)
m 2

dove C; = 0 in quanto inizialmente la particella & ferma. Integrando ancora:
2. 1 3 2 . . 1 3
r; = vdt:t1+§tk+r0:(t“—3)1+_]+ §t -4k,

che per t = 2s fornisce:
ry = i +j
Quindi le coordinate del punto in cui avviene I'urto sono:
z1=1m y1 =1m, z; =0.
Dopo l'urto, per la conservazione della quantita di moto, si ha:

mivi +mave = (mq +ma)v, = vy +3vy =4dv,

da cui si trae

vV = Zvl + sz.

Sostituendo la (1) e Pespressione di v, si ottiene:
/1 . (3, 3

v = 2i.

che, per t = 2 s diventa

Le particelle procedono lungo 'asse x con velocita pari a 2m/s .
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6. Un cubo di massa m & posto alla sommitd dell’ipotenusa di un cuneo triangolare di
massa M, poggiato su un piano orizzontale. Noto I’angolo 6 che l'ipotenusa del cuneo
forma col piano e supponendo che l'attrito su ogni superficie sia nullo determinare, una
volta liberato il cubo, ’accelerazione con cui esso giunge sul piano. Inizialmente il blocco
si trova fermo all’altezza h dal piano.

Per una soluzione semplice del problema, occorre stabilire riferimenti opportuni. Tali
sono: un riferimento fisso Q, £, solidale col piano ed un riferimento Ozy mobile, solidale
col cuneo, con asse x volto nel verso discendente ed asse y ortogonale, uscente.

Le forze che agiscono sul cuneo sono: il peso, la reazione vincolare R, esercitata dal
piano e la reazione R, esercitata dal cubo, quindi I’equazione di Newton si scrive:

Mg+R+R; = May,

dove a; € l'accelerazione, che ¢ anche l'accelerazione di trascinamento del riferimento
mobile. Proiettando sugli assi 7-¢£, si ha
— Rysinf = May

_ (1)
— Mg+ R—Rycos8=0

Le forze che agiscono sul cubo sono: il peso, la reazione vincolare Rs, esercitata dal cuneo,
in modulo uguale ad Ry ma di direzione opposta, e la forza di trascinamento F;; pertanto

mg + Rs + F; = ma,.
Proiettando sugli assi mobili z-y:

mgsin @ — mas cos 8 = mE

Ry —mgcosf —ma;sinf =0

Dalla prima delle (1) si trae,

R, .
at:—ﬁlmnH (3)

e sostituendo nella seconda delle (2):
mo
Ry =mgcosf — MRl sin? 6.

Si ottiene:
_ mMcosf
M + msin® 99'

Sostituendo nella (3) si ricava l'accelerazione del cuneo (di trascinamento):

Ry

msin 8 cos 6

ap = ———
! M+msin29‘q’
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negativa, rispetto al riferimento fisso.
Sostituendo la (5) nella prima delle (2), si ottiene l'accelerazione (relativa) del cubo
nel riferimento mobile, dove ha una unica componente:

_ (m+ M)sing
N M—f—msinzeg'

(6)

Ma laccelerazione nel riferimento fisso (assoluta) &
a=a; +a,.
Indicando con 1 il versore dell’asse = e con i e j i versori degli assi &-7, €
u = cos fi — sin 6j;
quindi:
a; = ad; a, = a,1 = a,(cos6i — sin 6j).

Si ottiene:
a=(a; + a,cos80)i— a,sinfj = (a; + Zcos )i — i sin 6.

Pertanto, ricordando le (5) e (6), le componenti dell’accelerazione nel riferimento fisso
sono:

m sin § cos § (m + M) sinf cos b M sin 6 cos
M+msi1120'g+ M 4+ msin® @ g:M+msin29‘q
(m + M) sin® 4

M +msine 7

(I/g:f:—
ap, = —%sinf = —

Si puo verificare immediatamente che si ha conservazione della quantita di moto orizzon-
tale. Infatti, essendo costanti le accelerazioni, nell’istante 1/2h/g in cui il cubo raggiunge
il piano orizzontale, si ha

mM sin @ cos 6 % mM sin 6 cos 6 %—O
Mt+msin20\ g~ Mamsin2o?\ g ~

Il metodo descritto per risolvere il problema, in cui si fa uso dell’equazione di Newton, puo
apparire piuttosto complesso in quanto vanno determinate correttamente le reazioni vin-
colari e, inevitabilmente vanno assuni due riferimenti in moto relativo. Un altro approccio,
pitt semplice, consiste nell’'usare le equazioni di Lagrange per una sollecitazione conserva-
tiva. Tuttavia occorre che il lettore possegga qualche nozione di Meccanica Analitica. Di
seguito se ne d un cenno.

Si definisce lagrangiana L del sistema la funzione,

L=T-T,

dove T € l’energia cinetica ed U ’energia poteziale. Le equazioni di Lagrange nella seconda
forma (vedi un testo di Meccanica Razionale) sono

qk qk
dove g e ¢ sono le coordinate libere e le loro derivate rispetto al tempo. Per quanto
riguarda il concetto di coordinata libera si veda T. Papa, Lezioni di Fisica, pagina 38. Le
coordinate libere del sistema cuneo-cubo sono: D'ascissa X del punto piti alto del cuneo
e Pascissa x del cubo. Infatti, detta h l'altezza del cuneo, 6 I'angolo che Iipotenusa del
cuneo forma col piano orizzontale, 'ordinata y del cubo puo essere espressa dalla relazione

h—y=(zx—X)tanf, = y=h+(X—x)tané.
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Indicando, per comodita, con k = tan 8, la lagrangiana del sistema si scrive:

1 . 1 .
L= im(a’sz +79%) + §MX2 — mgy

1 . . ) 1 .
:5m4ﬁ+(X?+#—2X@H +§MXQ—WWM+LY—xM}

Si ha:
L . 2. 2y 1

— =mt+mk x —mk*X,
ot

ed inoltre,

d OL . 2. 9o oL
7 95 mi +mk“d — mk* X, o mkg
Pertanto, per la (7):

%% - gm =m# + mk*% — mk*X —mkg=0. (8)
Analogamente
I3 . . .
—SX =mk?’X —mk*s + MX,
¢ d oL oL
dOL _ ne o . _
& 9% mk*X —mk“E + MX, X mkg.
Quindi,
7, I . . ..
%gg_ggzmﬁX—mHi+MX+m@:Q (9)

Dalle (8) e (9) si traggono le equazioni dei moti:

(14 k)i - kX —kg=0

.. 10
(mk* + M)X — mk*i + mkg =0 (10)

Dalla prima delle(10) si ricava,

. kKX +kg
TR (1
che sostituta nella seconda fornisce:
mk

T T2+ MY (12)

Sostituendo nella (11) si ricava,

M

i = i (13)

M+mkz+ M7
Infine, ponendo nelle (12) e (13) k =siné/ cos#, si trova:

. M sinfcos @
= —"—"—""5-g
M +msin® 68
msin @ cos 6
M—f—msinQHg.

Le relazioni precedenti rappresentano le componenti secondo 1’asse orizzontale delle ac-
celerazioni assolute, coincidenti rispettivamente con ¢ ed a;. Come si vede, non ¢ stato
necessario assumere riferimenti mobili né determinare le reazioni, che peraltro possono
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anche essere trovate mediante le equazioni di Lagrange nella prima forma. E immediato
verificare la conservazione della quantita di moto del sistema.

7. Due masse puntiformi 4m ed m, con m = 0,1kg, sono rigidamente collegate ad una
sbarretta di massa trascurabile, che pud ruotare senza attrito attorno ad un asse orizzon-
tale passante per il suo estremo O. Le masse si trovano rispettivamente a distanza [ e 2!
da tale estremo. Calcolare la reazione vincolare in O quando la sbarretta, inizialmente
ferma nella posizione orizzontale, viene lasciata libera e raggiunge la posizione verticale.

Detta M = 5m la massa totale ed o la distanza del centro di massa dall’asse, si ha

o Aml+m2 6
T " m 57

La reazione vincolare nella posizione verticale, § = 0, va ricavata dalla prima equazione
della dinamica dei sistemi rigidi:

2
F+R=Mao, = R:Mg+M%, (1)
C

dove ac e ve sono accelerazione e velocita del centro di massa. Il rapporto v2 /lc va trovato
mediante la conservazione dell’energia:

. 1 _v2 v2 2M gl
Mgle = -Iw* = -I-5 £ = =3
gzt Tty I 1

Tenuto conto che il momento d’inerzia del sistema &
I =4mi® + m4l® = 8mi®,
dalla seconda delle (1) si ottiene

R =14mg = 13,72 N.



