EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI NON OMOGENEE A COEFFICIENTI COSTANTI
DEL SECONDO ORDINE

y'+ay +by=f(x)

L'integrale generale di (*) ha la forma y(x) = z(x) + ¢(x), dove z(x) e’ I'integrale generale della omogenea
associata, mentre ¢(x) e’ UNA soluzione particolare dell'equazione non omogenea.

Equazione caratteristica dell'omogenea associata: A?+ai+b=0, con soluzioni A1 , A2

M#L € R z(X) = cie’* +coe "
z(x) | M=% <R z(x) = e**(cy +Cox)
M=o+ B Aa=a-if | z(x) = e™ (c1cosPx + cosinpx )

Come trovare ¢(x) (ossia determinare i valori delle costanti) col metodo di somiglianza

Se f(x) = polinomio di grado n

Se 0=0 NON & soluzione di 2%+ar+b=0 , cio& b0 o(X) = apX™+ang X"+ .
Se a=0 & soluzione di 2*+ai+b=0 di molteplicitd 1, cioe b=0 a0 o(X) = x(aX"™ap X"+, ..
Se a=0 & soluzione di 2%+ar+b=0 di molteplicitd 2, cio& b=a=0 o(X) = X2 (X ™A1 X"+ ..

Se f(x) = P(x)e™ , con P(x) = polinomio di grado n

Se a. NON & soluzione di A%+ai+b=0 o(x) = e™(anx"+an1x"+.. +ap)

Se o & soluzione di A%+ai+b=0 di molteplicita r o(x) = x"e™(anX"+an1X"+...+ap)

Se f(x) = P(x)e”cospx + Q(x)e**senpx , con P(x) e Q(x) polinomi di grado rispettivamentem,n >0

Se a+ i NON e o(x) = e”(A(x)cosBx + B(x)sinpx) con A(x) e B(x) polinomi di grado
soluzione di A%+a)+b=0 | non superiore al piti grande fra i gradi di P(x) e Q(X)

Se a+ ip e soluzione di | ¢(x) =x[e™(A(x)cospx + B(x)sinBx)] con A(x) e B(x) polinomi di
A2+al+b=0 grado non superiore al pit grande fra i gradi di P(x) e Q(X)

Se f(x) = fi(x) + f2(x)

Sovrapposizione delle soluzioni

Applico 2 volte uno dei procedimenti precedenti, una volta per f(x) = f1(x) e ottengo ¢:(x);
poi lo applico a f(x) = f2(x) e ottengo ¢,(x).
La soluzione cercata sara quindi ¢(x) = ¢1(x) + ¢2(x)

CASO GENERALE (METODO DI VARIAZIONE DELLE COSTANTI, DI LAGRANGE)

Trovo l'integrale generale dell'omogenea associata z(x) = cryi(x) +cay2(x) come fatto in precedenza.
Cerco poi l'integrale particolare ¢(x) della non omogenea nella forma ¢(x)=y1(x)y:1(x)+ y2(x)y2(x), dove
y1(x) e y2(x) sono proprio le funzioni con cui abbiamo costruito z(x), e dove y1(x) e v2(x) sono
funzioni da determinare.

Ir_lzl::):?ri;i;);r:La’r;?(:)i p:r:/a.?x;isolvere il sistema, lineare { },:[ {I}_‘-':L (x) + },:" {A‘}_‘.‘: (x)=0
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O () + ya (e (x) = Flx)
da cui ricavo y1'(x) e y2'(x) che, integrate, mi consentono di trovare le due funzioni incognite yi(x) e

Ya(X).

L'integrale generale sara quindi y(x) = ciyi(X)+cay2(x)* y1(x)y1(x) + y2(x)y2(x).



