Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina - 11/7/2006)

(ogni esercizio, risolto correttamente, vale 6 punti)

1. Tre studenti, Sy, .55, 53, sostengono una prova d’esame con probabilita di essere promossi,

rispettivamente, g, ;?1, %. Assumendo che gli eventi F; = 7S; supera 'esame”, 1 = 1,2, 3,
siano stocasticamente indipendenti, calcolare la probabilita p che esattamente due dei tre

studenti abbiano superato 1’esame, supposto che almeno uno sia stato promosso.
p =

2. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione caratteristica (t) del numero
aleatorio X = |Ey| + |Es|.

p(t) =

3. Da un’urna contenente 1 pallina bianca e 2 nere si effettuano 2 estrazioni senza restituzione.
Definiti gli eventi A = ”la pallina bianca esce nella 1* estrazione”, B = "la pallina bianca
esce nella 2% estrazione”, determinare la funzione di ripartizione del numero aleatorio
X =|A| +2|B].

F(r) = ’
Y

Y

4. Dati due numeri aleatori continui X ed Y, stocasticamente indipendenti e con distribuzione
uniforme, rispettivamente, negli intervalli [1,4] e [0, 2], calcolare la probabilita p dell’evento
(X +Y >3).

p =
1‘2 2
5. La densitd congiunta di un vettore aleatorio continuo (X,Y) ¢ f(z,y) = 5=¢~ 3 per
ogni (z,y). Calcolare la covarianza dei numeri aleatori U = X + Y,V =X - Y.

Cov(U,V) =

6. La funzione di rischio di un numero aleatorio continuo X non negativo ¢ h(z) = z + 1, per
x >0, con h(x) = 0 altrove. Determinare la previsione di X.

P(X) =

7. Da un’urna contenente 2 palline bianche e 3 nere si tolgono a caso 3 palline senza osser-
varle; successivamente, dall’'urna si effettuano tre estrazioni con restituzione. Calcolare la
probabilita che nella terza estrazione esca pallina bianca, supposto di aver ottenuto pallina
bianca nelle prime due estrazioni.

(utilizzare gli eventi H, = ”le palline bianche rimaste nell’urna sono v”, r = 0,1,2; E; =
"l’i-ma pallina estratta ¢ bianca”, i =1,2,3)

P(Eg | ElEQ) -



Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina)

Soluzioni della prova scritta del 11/7/2006.

1. Osservando che

2 1 1 49
P(E\V EyV Bs) =1 = P(EYE;E5) =1 — P(ET)P(E5) P(E3) = 1 — =

segue

P(EyEyES) + P(E\ESEs) + P(ESELE
p = P(E\E,ESV E\ESEs N ESEyFs | EyVE,VEs) = (FAE, 3>;<E< le2 v‘”’Lf) (EiE:Es)
1 2 3

3 3 1,3 1 4,2 3 4

_5'a's5t5 i s5t5 3 5_4_5

= -+ =
= 98

2. Siha X € {0,1,2}, con

2 1 1
P(X =0) = py = P(ESES) = = - = = —

( 0) Po (1 2) 51 10’

. ) 31 23 9
P(X:U:Plzp(E1E2)+P(E1E2):g';ﬁ'gq:Q—O;

3 3 9
P(X =2)= =P(E ) =—- - = —
( J=p=P(EEy) =2 0= 55

Pertanto

2 . i

itn 2 + 9et + 9e2it
plt) = e = 20 '
h=0

. Essendo AB = (), i costituenti sono C; = AB° = A, Cy, = A°B = B, (3= A°B¢, ai quali
corrispondono per X rispettivamente i valori: 1, 2, 0. Inoltre
1 1
P(Cy) = 5, PCy) = P(AB) = P(A)P(BIA") = -+ = =, P(Cy) = P(A)P(BAY) =
Pertanto: P(X =0) = P(X =1) = P(X =2) = ;. Allora
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4. Si ha fi(x) = 3, per z € [1,4], con fl( ) = 0 altrove; fo(y) = %, per y € [0,2], con
f2(y) = 0 altrove. Pertanto: f(z,y) = &, per (z,y) € [1,4] x [0,2], con f(z,y) = 0 altrove.
Allora

3 3—x 3 3 :61 2
:P(X—I—Y>3):1—P(X+Y§3):1—/ dx f(x,y)dyzl—/ da:/ de:---:§.
1 0 1 0
5. Si ha .
& ]_ x2+y2 ]_ z2
= —e 2 dy=-.---= -7 VY
fi(z) /_OO 5¢ 2 dy \/ﬁe 2, Va,
oo 1 z2+y2 1 %

f2(y):/00 %6 2 dl'::\/%e ; vyu

con f(x,y) = fi(x)fa(y) per ogni (z,y). Pertanto X ed Y sono stocasticamente indipen-
denti e con distribuzione normale standard. Allora

PX)=PY)=P(X+Y)=P(X-Y)=0, P(X?)=PY?=1,
e quindi
Coo(U)V)=Coo(X+Y, X -Y)=P[(X+Y)X-Y)-PX+Y)P(X-Y)=
=P(X*-Y? =P(X?) - P(Y?) =0.

6. Si ha
S(x) _ e_ foz h(t)dt — 6—7—1’, T 2 O7

e quindi, per x > 0 si ha f(z) = h(z)S(z) = (z + 1) e’é"”, con f(z) =0 altrove. Allora
oo +o0 22 22 +oo too o
P(X) = / vf(z)dr = / z(x+1)e” 2 %dx = [—xe‘T_g’] +/ ez dr =
0 0

o 0

+oo 1 z 2
:\/27re/ \/_ e dx = /2me N_ll( Ydx =
0

= V2rme [l — ®_11(0)] = V2re [l — B(1)] :fV@Z;E(l——(18413)::(11587x/§%5.

7. Si ha
()G _ 3 HE) 3 (o) (3)
P(Hy) = 5 = T4 PHl:T:_7 P(H;) = 5 = —
I T T A R R
P(E1E2|H0> :O, P(E1E2|H1> = -, P(E1E2|H2>
P(E E>Es | Hy) =0, ma@&umzé,ma@&um:L
Allora )
P(E\Ey) =Y P(E\Ey|H,)P(H,) = = e
P(E\EyEs) =Y  P(E\EEs|H,)P(H,) = -+ = 4—70;

pertanto P(Es| EyEs) = % =5



