Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina - 22/4/2006)

(ogni esercizio, risolto correttamente, vale 6 punti)

. Da un’urna, contenente sei palline, di cui due numerate con il numero 0, tre con il numero
1 e una con il numero 2, si effettuano due estrazioni senza restituzione. Indicando con X il
risultato della prima estrazione e con Y il risultato della seconda estrazione, sia Z = X +Y.
Calcolare la probabilita dell’evento (Z < 0).

P(Z<0)=

. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione caratteristica del n.a. Z.

pz(t) =

. Dati due n. a. X,Y incorrelati e con distribuzione normale standard, calcolare il coeffi-
ciente di correlazione pdein. a. U =2X+Y, V =X —2Y.

p =
. Dati tre eventi scambiabili E, Ey, B3, con P(E)) = 3, P(E\Es) = X, P(E\Ey,E3) = 3,
calcolare P(FEy | Es) e P(E; | ExEs).

P(E1| Es) = P(E,| E3Es) =

. La densita congiunta di un vettore aleatorio continuo (X,Y) ¢ f(x,y) = ax + by, per
(x,y) € [0,1] x [0,1], con @ > 0,b > 0 e con f(z,y) = 0 altrove. Esprimere la den-
sita f(x,y) utilizzando solo la costante a. Inoltre, determinare il valore di a tale che
P(X<Y)=P(X >Y).

flz,y) = a=

. Con riferimento all’esercizio precedente, assumendo a = 1, determinare la funzione di
ripartizione marginale Fi(x).

Fl(x) = 5

. Dato un n.a. continuo non negativo X, con funzione di rischio h(x) = % x, x > 0,
calcolare la densita f(z), per ogni = > 0, e la costante ¢ tale che P(X) = I'(c).

fl@) = =
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Soluzioni della prova scritta del 22/4/2006.

1. Siha (Z<0)=(Z=0)=(X=0,Y =0); pertanto

2 1
P(Z<0)=P(X=0Y=0)=PX=0PY=0/X=0=c--=
2. Siha Z €{0,1,2,3}, con P(Z =0) = ;= e con

2 3 3 2 2
P(Z=1)=PX=0Y=1)+PX=1Y=0))==-—+=-=-=—;

32 12 21 1

PZ=2=P(X=1Y=14+P(X=2Y = P(X=0Y=9)=2.242-.2, 2" __
31 1 3 1
P(Z=3)=PX=1Y=2)+PX=2Y=1)==- -4+ -—-=—.

Pertanto

1 + 6e* + 5e?t 4 3e3it

t :P itz — itzp —
) = P = S e 5

h

3. Siha IP(X) = IP(Y) =0 e quindi P(2X +Y) = P(X —2Y)) = 0; inoltre
P(X*)=PY* =1, P(XY)=PX)P(Y)=0.
Pertanto
Cov(U,V) = Cov(2X +Y, X —2Y) = P[(2X +Y)(X —2Y)] - P(2X + Y)IP(X —2Y) =

= P(2X? - 3XY —2Y?) = 2IP(X?) — 3P(XY) — 2IP(Y?) = 0.
Quindi: p = 0.

4. Dall'ipotesi di scambiabilita segue P(F») = P(E)) = %, P(E2E3) = P(E1Ey) = . Allora

P(E1|E2):—: = = P(E1|E2E3):



5. Si ha

b
// (azx + by) dxdy = - - :a; =1;
pertanto b = 2 — a e quindi: f(z,y) = axr + (2 — a)y. Inoltre
1 1 1 1 2 a 1
P(XgY):/ dm/ f(a:,y)dy:/ d:c/ [ax+(2—a)y]dy:---:§—6:§ — a=1.
0 T 0 T

6. Per x € [0, 1] si ha

A = [ @ty = =at 3,

con fi(x) = 0 altrove. Pertanto Fj(z) = 0 per < 0, Fy(x) = 1 per x > 1. Inoltre, per
0<x<1,siha

z 1 4 x
F = 1+ Vdt=.-.-= .
@)= [ ¢+3) ;
7. Si ha
() foz%\/idt:_.‘ze—l\/i’ xzo

Allora: f(z) = h(z)S(z) = 3\/ze~*V*, per x > 0, con f(z) = 0 altrove.
Inoltre

+o00 +oo 3 .y +o0 s 5
P(X) = zf(x)de = éx\/fe dr = tse”'dt =T 3)
0 0 0

pertanto: ¢ = g



