Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina 12/1/2007)

(i punteggio massimo corrisponde a 5 esercizi risolti correttamente)

1. | quattro componenti, b, ¢, d del sistema in figura, in un dato intervallo di tempohanno ognuno
una probabilita di funzionamento senza guasti pasi lndicando conA I'evento "il componenteu
funziona senza guasti nell'intervalld’, e analogamente per gli altri ever}i C, D, si assumano i 4
eventi stocasticamente indipendenti. Indicando eda probabilita che il sistema funzioni nell'inter-
vallo 7, condizionata all'eventd® v C', determinare per quale valore grisultac = % Verificare
inoltre che, per ogni fissaig sihaP[AA (BVC)AD | Bl=P[AN(BVC)AD|C| =a.

—aH —d- P=

2. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione caratterjsticael numero aleatorio
X di componenti del sistema che funzionano senza guasti nell'interiallo

p(t) =

3. | tempi aleatori impiegati da due veicoli per percorrere un tratto di strada sono rispettivafente
e Y. La densita congiunta del vettof&,Y") & f(z,y) = x + vy, per(x,y) € [0,1] x [0, 1], con
f(z,y) = 0 altrove. Stabilire se vale 'uguaglianZa(X < z,Y < y) = P(X <y, Y < x), con
(x,y) € (0,1) x (0,1).

PX<z,Y<y)=PX<yY<zx)?

4. Con riferimento all'esercizio precedente, calcolare la funzione di ripartizioe) del n. a.X.

Fl(l') = )

5. Date 8 scatole di componenti elettronici, in un2i% dei pezzi sono difettosi, mentre le altre 7
contengono in parti uguali pezzi difettosi e pezzi buoni. Si sceglie a “caso” una scatola e da questa si
estraggono con restituzione 3 pezzi. Definiti gli everiti= "'i-mo pezzo estratto € non difettoso"

i =1,2,3, stabilire seE, £y, E5 sono scambiabili e calcolare(E;) e P(E,E;), coni # j.
(si indichi conH I'evento “la scatola scelta a caso € quella che contieri#gilo di pezzi difettosi)

El, EQ, E3 scambiabili ? P(EZ) = P(EZEJ) =

6. Un sistema & composto da due dispositivi in paralléle B, con B che entra in funzione nell'istante
in cui si guastad. | tempi di durata fino al guasto di e B sono due numeri aleatoki e Y stocastica-
mente indipendenti e con distribuzione esponenziale di parametri rispettivamentel, \, = 2.
Calcolare la probabilitd condizionajache il sistema si guasti nell'intervall, 6], supposto che
nellistante3 il dispositivo A sia ancora in funzione.

p:

7. Con riferimento all’esercizio precedente calcolare, per egri0, la funzione di sopravvivenzsy (z)
e la funzione di rischidiz(z) del numero aleatori@ = X + Y.

Sz(z) = hz(z) =
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Soluzioni della prova scritta del 12/1/2007.

1. Il sistema funziona se e solo se si verifica I'evento\ (B vV C') A D; pertanto, osservando che
[AN(BVC)AND|AN(BVC)=AN(BVC)AD e che, per l'indipendenza stocasticaAdiB, C, D
sihaP[AN(BVC)AD]=P(A)P(BVC)P(D), segue

a=P[AN(BVC)AD|BVC] = -

P(BV )
P(A)P(BV C)P(D) , 1 1
= = P(AP(D)=p"=— = —"
BBV O) ()()pQ<:>p\/§
Inoltre, osservando chié3 v C') A B = B, siha
[AN(BVC)ANDIANB=ANAN(BVC)ANBAND=ABD;
pertanto
_ P(ABD) P(A)P(B)P(D) ,
PIAN(BVC)AND | B]= PB) P(B) =p°=a.
Con un ragionamento simile si ottien@fAA (BVC)AD | C] =--- = p* = a.

2. SihaX = |A| + |B| + |C| + |D|; essendo gli eventi indipendenti ed equiprobabiliha una distri-
buzione binomiale di parametti p. Pertanto

4
P(X =h)= <h>phq4h, h=0,1,...,4;

Allora
2 /4 , . 4
¢(t):Z(h)phq4_heZt}l: ':(pelt‘l‘Q)
h=0
3. Siha
x Yy x u2 )
PX<zY <y =|[ dt [t—i—u]du:/ {tu—i——] dt =
0 0 0 2 0
x 2 2 2 Z 2 2
y oy oy ry(r +y)
/O<y+2) {y2+2]0 5 ol >

Yy x2 t2 1.2 ) 2 x2 T g
0



4. SihaX € [0,1] e quindiFy(xz) = P(X < z) = 0perz < 0; inoltre F;(z) = 1 perxz > 1. Infine,
osservando cheX <z) = (X <z,0<Y <1),per0 <z < 1siha

T 1 T 2 2 r 2
Y 1 t t x T
= dt t dy = t —|dt= t dt = - ==+=.
/0 /o(+y” /o[‘“z] /0(+2> [2+2h 272

Metodo alternativo f1 (x) =...=ux+3perz € [0,1], conf(z) = 0 altrove. Allora, per) < z < 1,
siha:F(z) = z g

5. Trattandosi di estrazioni con restituzione da un’urna di composizione incognita, gli &enti, F
sono scambiabili. Inoltre, si ha

P(E;) = P(E|H)P(H)+ P(E}[H*)P(H®), P(E;E;) = P(E;E;|H)P(H)+ P(E.E;|H)P(H),

con
puny =L paim =2, pire = L pmem = (3 = 2 pmep = (L)
_87 ) _47 (3 _27 1) - 4 _167 1 - 2
Pertanto
31 17 17 9 1 17 37

PE)="-2+-. L0 2123 PEE)=— ~4+--Lt=20 =123 i#j.

E)=15T25 3" Bk =16 3718 18 ™ i
6. Sihap = P(X +Y < 6| X >3) = X502 conP(X > 3) = [[Fevdr = = e,

Inoltre, tenendo conto ch&z,y) = fi(x) f2(y), si ha

6 6—= 6
PIX+Y <6,X>3)) = / dx/ 2" dy = / e (1 — e 2670 g =
3

6 6
= / e "dx — / e Pdr == -2 4e? =31 -2+,
3 3

Pertantg = % =1-2e34+e0=(1-e3)72

7. Perognifissate > 0,sihaSz(z) = P(Z >2)=P(X+Y >2)=1—-P(X+Y <z),con

P(X+Y <2) / dm/ Ty = / e™(1 — e 272 dg =,

—/ *mda: / x2zdl‘:“':1—2€7z+6722;

pertanto :Sz(z) = 2e* — e "2, z > 0. Inoltre

—5%(2) 2e7F — 2% 2—2¢F
h — Z\% L= = 0.
2(2) Sz(2) 2e % — e 2= 77




