Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina - 21/12/2007)

(il punteggio massimo si ottiene risolvendo correttamente 5 esercizi)

. Da un lotto contenente 6 pezzi (2 difettosi e 4 buoni) si effettuano 3 estrazioni senza
restituzione. Definiti gli eventi E; = "l"i-mo pezzo estratto & difettoso”, i1 = 1,2,3, sta-
bilire se F1, Fy, E3 sono: (i) logicamente indipendenti; (ii) stocasticamente indipendenti;
(iii) scambiabili.

logic. indip. ? stocast. indip. ? scambiabili ?

. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la probabilita condizionata v che esatta-
mente due dei tre pezzi estratti siano buoni, supposto che almeno uno dei tre pezzi estratti
sia difettoso.

/y:

. Con riferimento all’esercizio 1, determinare la funzione caratteristica del numero aleatorio
X di pezzi difettosi fra i 3 estratti.

p(t) =

. La funzione di rischio di un numero aleatorio continuo X non negativo & h(z) = 2z, per
x >0, con h(z) = 0 altrove. Determinare la previsione di X.

P(X) =

. Un foro da eseguire con un trapano e accettabile se la sua distanza da una posizione assunta
come origine di un sistema di riferimento cartesiano ¢ al massimo 2mm. Indicando con
(X,Y) il punto aleatorio in cui viene effettivamente eseguito il foro, si assuma che i numeri
aleatori X e Y siano stocasticamente indipendenti e con uguale distribuzione normale di
parametri m = 0,0 = v/2. Calcolare la probabilita p che il foro non sia accettabile.

p:

. Un vettore aleatorio (X,Y’) ha una distribuzione uniforme sul cerchio C di centro l'origine
e raggio 1. Definiti gli eventi A = (X < 0), B = (Y < 0), calcolare la funzione di
ripartizione F'(z) del numero aleatorio Z = |A| + | B|.

Y

F(z) = ’

)

)

. La distribuzione iniziale 5(#) di un parametro aleatorio © ¢ esponenziale di parametro

Ao = 1. Le componenti di un campione casuale X = (X3,...,X,), subordinatamente a
ogni fissato valore #, hanno una distribuzione gamma di parametri ¢ = 2, A = 6. Calcolare
la previsione di © condizionata ad un campione osservato = (z1,...,Z,).

PO |z) =
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1. (i) si ha Ey1EyE5 = (); pertanto Ey, Es, E3 non sono logicamente indipendenti;
(i) osservando, ad esempio, che P(E1E,) = 2-1 # P(E1)P(E;) = 2-2, si ha che Ey, Es, Ey
non sono stocasticamente indipendenti;
(iii) gli eventi E; relativi a estrazioni con o senza restituzione, da un’urna di composizione
nota o incognita, sono scambiabili; pertanto E;, Es, F3 sono scambiabili. Infatti, si puo
osservare che

P(E,) = P(E3) = P(E3) = 2; P(EE,) = P(EyE3) = P(E1E5) =

(@20l \)
o] =
—_
ot

2. Si ha

P(E{E5E; V E{E;E5V E\E5E;
y = PE{ESE, V B{E,ES ByESES | EyV By v By) = B QP?EE ST ) B5E5)
1 2 3

_ 3P(E{ESE;) _ 3P(E{)P(E5|Ef)P(Es| E{ES) _ 3-5-%-3 3
1 — P(ESESES) 1 — P(EY)P(B5| Ef)P(B§| EfBs)  1—5-3-7 4

3. Si ha X = |Ey| + |Es| + |Es| € {0,1,2}; inoltre, X ha una distribuzione ipergeometrica
() ()
G)

di parametri N = 6,n = 3,p = % Allora, applicando la formula P(X = h) =

si ottiene

4. Si ha .
S(z) = e~ Jo ROt _ o—a? , v >0;

quindi, per z > 0 si ha f(z) = h(z)S(z) = 2ze™, con f(z) = 0 altrove. Allora,
osservando che la funzione %e*m ¢ una densita normale N, 1 (z) (di parametri m =

0,0 = %), segue (indicando con X, 1 il numero aleatorio con tale densita)
v 0.5

L
2

+o0 +oo +o00
xf(z)dr = / 202 dr = / 22e " dy =

—00 0 —00



Metodo alternativo (integrando per parti):

2 ) 05
. Si ha ] ,
fitw) = falw) = =T v,

Pertanto, la densita congiunta del vettore aleatorio (X,Y) &
1 7x2+y2
fley) = Al foly) = —e 17, V().
Osserviamo che il foro non & accettabile se (X,Y) € esterno alla circonferenza di equazione
22 4+ y? = 4; ovvero se risulta: v X2 +Y?2 > 2. Allora, sfruttando il passaggio a,lle co-
ordinate polari, x = pcosf, y = psinf, e poi il cambiamento di variabile ¢t = L, si
ottiene

+2  p+VaA—a? 2242
PWX2ZHY2>2) =1-PWX2+Y2<2)=1— 5 dedy —
—V4—22 47T

2

2 b b 2 o
:1—/ /—e’Tpd,odG—l—QW/—e’Tpdp—l—/Be’po:
o Jo 4w 0 2

1
_1—/ etdt =1—(1—e V)= et ~0.367879.
0

. Siha f(z,y) = %, per (z,y) € C, con f(x,y) = 0 altrove. Inoltre, si ha Z € {0, 1,2}, con

PZ—0) = PAB) = [ [V Ly =L T ]
Z=0=H >—A The AT
1 =« 1
P(Z =2) = P(AB) / - T
( 2) = dw VIeZ T dy T 4 4’
1
P(Z=1)=1-P(Z=0)-P(Z=2) =,

Pertanto F(z) = 0, per 2 < 0, F(z) = 5, per 0 < z < 1, F(z) = 3, per 1 < z < 2,
F(z) =1, per z > 2.

. Si ha 3(0) = e per § > 0, con 3() = 0 altrove. Inoltre, ricordando che G.(z) =

FA(Z)xC_le_M; per x > 0, con G (x) = 0 altrove, per ogni i =1,...,n si ha

92
f(z|0) = Gop(x;) = F(Q)x?_le_exi — Pge 0 4, > 0.

a(z|0) = f(1]0) - - f(2n]0) = Pxie70 - Prpe™n = 1y - 2,07 2%
Allora
B|z) = k(z)3(0)a(x]8) = k(z)e ay - 2,07me 0 Li™ = ky(2)0% e L = G, 4 (6),

en )2t
conc, =2n+1, A\, =1+>,2; ki(z) = F)Ezn) (1+Z(:2n) :
Pertanto

Cn  2n+1

POz = =TT



