Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina - 16/4/2008)

(il punteggio massimo si ottiene risolvendo correttamente 5 esercizi)

. Ivalori possibili di un vettore aleatorio discreto (X, Y') sono: (0,2),(1,2),(2,2),(0,3),(1,3),

di probabilita rispettivamente: g, 3, g, 5, 5- Calcolare il coefficiente di correlazione di X, Y.

p:

. Dato un numero aleatorio X con distribuzione uniforme nell’intervallo [1, 3], calcolare, per
ogni y € [0,1], la funzione di ripartizione G(y) del numero aleatorio ¥ = -1

Gy) =

. Un sistema S e costituito da due dispositivi in parallelo dy, ds, con dy che entra in funzione
nell’istante in cui si guasta d;. Analogamente, un sistema X € costituito da due dispositivi
in parallelo d3,d4, con d4 che entra in funzione nell’istante in cui si guasta ds. Siano
Ty, ..., T, i tempi aleatori di funzionamento dei 4 dispositivi. La densita congiunta di
(Tl,TQ) e leTQ(tl,tg) = )\1)\26_/\1t1_>\2t27 per tl 2 O, t2 Z 0. La densita congiunta di
(T3, Ty) & frr,(ts, ty) = N2e A+ per t5 > 0, t, > 0. Siano X e Y i tempi aleatori di
funzionamento di S e X. Stabilire la condizione che devono soddisfare i parametri Aj, Ag, A
affinche S e ¥ abbiano lo stesso tempo medio di funzionamento.

A:

. Da un’urna U contenente 3 palline bianche e 1 nera si estrae a caso una pallina che viene
inserita in un’urna V', contenente inizialmente 1 pallina bianca e 2 nere. Sia H l'evento
“la pallina estratta da U é bianca”. Successivamente, da V' si estraggono in blocco 2
palline. Sia Ey 'evento "le palline estratte da V' sono entrambe nere”. Posto P(H|E,) =
rP(H), P(H|Ey) = roP(H®), calcolare ry, rs.

™ = Ty =

. Con riferimento all’esercizio precedente, sia F, 'evento “le palline estratte da V' sono una
bianca e laltra nera” ed E, I'evento ”le palline estratte da V' sono entrambe bianche”.
Inoltre, siano X e Y i numeri di palline bianche rimaste, rispettivamente, nell'urna U e V'

al termine dell’esperimento. Calcolare per ogni valore possibile (z,y) del vettore aleatorio
(X,Y) la probabilita p(z,y) = P(X = z,Y =vy).

(x7 y) : b) b) b) b) b
p(z,y) : , , , : :

. La densita congiunta di un vettore aleatorio (X,Y) e f(x,y) = e * ¥ per z > 0,y > 0, con
f(z,y) = 0 altrove. Calcolare, per ogni z € (0,1), la funzione di rischio h(z) del numero
aleatorio Z = .
h(z) =

. La distribuzione iniziale 3() di un parametro aleatorio © € [0, 1] & di tipo beta di parametri
ro = so = 1. Le componenti di un campione casuale X = (X7,..., X,), subordinatamente
a ogni fissato valore #, hanno una distribuzione binomiale di parametri 1, #. Avendo
osservato un campione r = (z1,...,24), con y»,x; = x1 + -+ + x4 = 2, calcolare la
previsione di © condizionata ad x.

P(©|z) =
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Soluzioni della prova scritta del 16/4/2008.

1. Siha X €{0,1,2}, Y € {2,3}, XY €{0,2,3,4}, con

1 1 1 1

Allora:
P(X) = 0-3+41-342-5 = g5 P(Y) =2-3433 = 3;71139()(1/) = 0-142.143.144.1 = 15,
quindi: Cov(X,Y) = P(XY) - P(X)IP(Y) =% — 5+ 7 = —35. Inoltre
1 5 9 3 21
PXQ 202_7 12_7 22_7_7 PY2 :22_7 32.7:7,
(X5 4+ 8 * 8’ ¥") 4 * 4 47

quindi: 0% =2 - (£)2 =2, o} =2 —(§)* = &. Pertanto

_CoXY)  —m 3 )61
—- /B 23 |
XY 64~ 16

2. Essendo X € [1,3], si ha Y € [0,1]; pertanto G(y) =0 pery < 0e G(y) =1 pery > 1.
Inoltre, fissato y € (0, 1), si ha

2y+1 1

X -1
I S S
1

(2y+1-1) =y.

1
Gl) =Py <9) =P :

In conclusione, Y ha una distribuzione uniforme sull’intervallo [0, 1].

Nota: osserviamo che, per ogni x € [1,3], risulta F(z) = %%, quindi, Y = ¥71 = F(X).

3. Siha X =T, +1T,, Y =15+ Ty; inoltre per le distribuzioni marginali risulta

oo A=A A A
fl(tl)Z/ MAge MRty = o= Ne Mt >0 folty) =0 = Aae 2 1y > 0
0

+00
falts) = / Ne M)y = o= N 13 > 05 fa(ty) == Ae M 1, >0
0

Allora: P(X) = IP(Th) + P(T3) = /\—11 + /\iz , P(Y)=P(T3) + P(Ty) = + + 1 = %, e si ha
P(X)=PY) < A= ﬁ In altri termini, S e ¥ hanno lo stesso tempo medio di

A1 A2
funzionamento se e solo se A ¢ la media armonica di A;, As.
Nota: la media aritmetica ¢ maggiore o uguale della media armonica; infatti, essendo

(/\2—>\1>220, siha%ZLQ

1
>\1+>\2




(©)E)

4. Siha: P(H) =3, P(Eo|H) = o = L. P(Eo|H®) = o =5
2 2
: _ P(EoH) _ P(Eo|H) .
Allora: P(H’EO) - P(]_?To) - P(EO|H)P(H)+33(EO|HC)P(HC) -P(H),
ertanto: r; = P(Eo|H) _ &2
P + LT PEHPUH)+P(BHOP(HY) . L3+LT = 3
In modo analogo: 1y = P(Eo|H) = 2 =2
80" T2 = BB [HYP(H)+P(BJJHP(HY) — L3411 = =

. Tenendo conto che H°FEy = (), i casi possibili relativi alle due estrazioni da U e V' sono:
C, = HEy, Cy = HE,, (3 = HE,, Cy, = H°Ey, C; = H°E;. 1 corrispondenti
valori per il vettore aleatorio (X,Y) sono: (2,2), (2,1), (2,0), (3,1), (3,0). Posto
P(X =xz,Y =y) = p(x,y), si ha:

p(2.2) = P(Ch) = P(H)P(Eo|H) = § - ¥ = ¢,
p(2,1) = P(Cy) = P(H)P(E\|H) = 3 - (fé()f) —3.2_1
p(2,0) = P(Cy) = P(H)P(Ey|H) = 3 (3()3()3) _s1_1
pl3.1) = P(Cy) = PPN = - B8 11—
p(3,0) = P(C5) = P(H)P(E|H¢) = L. G();()?) SR,

. Fissato z € (0,1), si ha

z +o0 +o00
S()=P(Z>2)=PlY >2X+Y) =P (y > X) _ / dx/ ety —
1 -z 0 1izx

+oo B +0oo 1 too ] 1
= / e e T=dy = / e T="dr = (1 — z)/ e = "dr=1—2; 2€(0,1).
0 0 o 1—=2

Allora, indicando con g(z) la densita di probabilita di Z, si ha: g(z) = —=S'(z) = 1, per
ogni z € (0,1); ovvero Z ha una distribuzione uniforme nell’intervallo (0,1). Pertanto

h(z):g((z))zliz; z€(0,1).

. Si ha
P(TO —|— 80)

B(6) = ot )
O T
con 3(f) = 0 altrove (ovvero, © ha una distribuzione iniziale uniforme in [0, 1]). Inoltre
f(x;]0) = 0% (1 — )= i=1,... 4; quindi

gro-t1 -0yt =1, 9e€l0,1],

a(z]|f) = 627 (1 — )" 2% = g%(1 — )2

Allora
B(0lz) = k(z)B(0)a(x]0) = k(x)6*(1 - 6)*, 6 < [0,1],

con B(f|x) = 0 altrove. Quindi, la distribuzione finale di © ¢ di tipo beta di parametri

ry = 84 =3, con k(x) = FI;E"ZL)F?;Z) = F(g)(lé)(3) = 2,5—'2, = 30. Pertanto: IP(© |z) = e = %




