Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina - 11/06/2010)
(il punteggio massimo si ottiene risolvendo correttamente 5 esercizi)

. Dato un numero aleatorio X, con densita di probabilita f(z) = a(z* — 1) per z € [1,2],
con f(x) = 0 altrove, calcolare la costante a e la funzione di ripartizione F'(x).

a= F(z) =

. Da un’urna, contenente 1 pallina bianca e 3 nere, si effettuano 3 estrazioni senza resti-
tuzione. Definiti gli eventi E; = "l’i-ma pallina estratta é bianca”, 1 = 1,2,3, si ponga
X = |Ey| + |Es|, Y = |Es| + |Es|. Calcolare la covarianza di X, Y.

(nota: indicare P(X = z,Y = y) con pyy).

Cov(X,Y) =

. Le lunghezze (in un’opportuna unita di misura) di due barre metalliche sono due numeri
aleatori X, Y, con distribuzione di probabilita congiunta uniforme sull’insieme C = {(z,y) :
1 <z <3, 2<y <4} Saldando le due barre si ottiene un’unica barra di lunghezza
aleatoria Z = X 4+ Y. Calcolare la previsione my e lo scarto standard oz di Z.

my = Oy =

. Un operatore forma un lotto L prelevando a caso 4 componenti da un altro lotto che
contiene 5 pezzi buoni e 1 difettoso. Successivamente, 'operatore prende a caso dal lotto
L due pezzi. Definiti gli eventi H = ”il componente difettoso é presente nel lotto L”, E =
i due pezzi scelti a caso dal lotto L sono entrambi buoni”, calcolare v = P(H|E).

f}/:

. Un sistema S & costituito da due dispositivi in parallelo D; e D, che funzionano contem-
poraneamente. I tempi aleatori di durata dei due dispositivi sono due numeri aleatori X
eY, con f(z,y) =2e2* ¥ per x>0,y >0, con f(z,y) =0 altrove. Calcolare, per ogni
z > 0, la funzione di rischio hz(z) del tempo aleatorio Z di durata del sistema S.

hz(Z) =

. Dati 3 eventi scambiabili E\, Es, E5, con P(E;) = 1,
calcolare le probabilita a = P(ESE3) e § = P(Ey | E{E;

o= g =

127

P(E\E5) = %,P(ElEQEg) = L
).

. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione caratteristica del numero
aleatorio X = |Ey| + |Es| + | Es.

px(t) =
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1. Dev’essere: f_Jr;o f(x)dx = 1; ovvero: ff a(z?—1)dxr = a [% - :1:} =3a=1;alloraa=3.
1

Quindi f(z) = 3(z? — 1), per « € [1,2], con f(z) = 0 altrove. Inoltre, ricordando che

F(z) = [* _ f(t)dt, si ha: F(z) = [*_0dt =0, per < 1; si ha: F(z) = [ 3(t* = 1)dt =

%3—%1:+%,per1<x<2;siha: F(z) =1, per z > 2.

. Si ha

X €{0,1}, Y €{0,1}, (X,Y) € {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)}, XY € {0,1},

con P(X =0) = P(EfE5) =32-2=13=P(X =1), econ
e ¢ e e e 1 21 3 21 1
e e 3 2 1 1 e 1 1
pOOIP(E1E2E3):Z'§‘§:Z, plOIP(ElEQE:;,):Z—l‘l'l:ZL,
e 3 2 1 1 . . 3 1
P01=P(E1E2E3)=Z'§'5217 P11:P(E1E2E3)—;l' '121;
3
P(XYZO):p00+p10+p01:ZL,P(XY—l):pll—_
Pertanto
1 1 1 3 1
PX)=0--+1-===-=PY): PIXY)=0-—-+1-—-=—;

quindi: Cov(X,Y) = P(XY) - P(X)P(Y)=1—-3-3=0.

. L’area del quadrato C ¢ 4; pertanto, si ha f(z,y) = %, per (z,y) € C, con f(z,y) =0
altrove. Si ha

A = [ Jav=5. 0 €13 A =0, ¢ [13]

Al = [ Gdo =3 ve A, filn) =0, y ¢ 2.4,

Quindi X e Y sono stocasticamente indipendenti e con distribuzione uniforme nei rispettivi

intervalli; allora

1+3
==

244

P(X) 2, P(Y)

Pertanto



4. Siha

P(H) = (3)6(1) =§7 P(E|H) = L)) _ % P(E|H®) = 1;

_ P(H)P(E|H) 33
"= PUH)P(E|H) + P(HOP(E|H?) 2.}

5. Si ha: Z = maz{X,Y}, con

P(Z<z)=Fyz2)=P(X <zY <2)= / / 2e 2 Vdxdy = / 2e " dx / e Ydy =
o Jo 0 0

=(l—e®)(l-e)=1l-e*—e*+e ¥, 2>0.
Pertanto
fz(z) =e " +2e% 3%, Sy(z)=e " +e ¥ - 2>0;
quindi, per ogni z > 0, si ha

hy(2) fz(z2) e +2e% -3 4273
z = = == .
g Sz(2) eFte ¥ —e 3 e +e -1

. Ricordiamo che: (i) per ogni coppia di eventi A, B, si ha P(ACB) = P(B) — P(AB);
(i) per l'ipotesi di scambiabilita si ha P(E;) = P(EI), P(E,E;) = P(E\E,), per i # j.
Allora

1 2 5
o = P(ESEy) = P(Ey) — P(Byy) = 5 — = =
inoltre
c 2 1 5 . . 5
1H283) = 283) — 14243 ST 15 T aq0 L) = obs) = —.
P(E{EsE3) = P(EyE3) — P(E1EyEs) = 5 12" 38 P(E{E3) = P(ESES) 13
Pertanto .
P(ESEyE3) = 1
f=P(Ey|EE3) = ————"24 = 36 — _
(B2 | BiES) = ey = £ =5

. Siha X €{0,1,2,3} e, tenendo conto che gli eventi sono scambiabili, si ha

P(X =0) =py= P(E{ESES) = 1-P(E\VEyVE3) = 1—[3P(E,)—3P(E Es)+P(E1EyE3)| =

—1-3.i43 2 1oL
B 2 9 12 12’
[ nlé c c 5 5 5
P(X =1)=p, =--- = 3P(E\ESE) = 3[P(E\ES) — P(E\ESEs) =3 = — = ) = —
18 36 12
. 2 1 5

Pertanto

3 I Beit 4 He2it 4 3it
> pne™ = ~

12

px(t) =P(e") =



