Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina - 12/02/2010)
(il punteggio massimo si ottiene risolvendo correttamente 5 esercizi)

. Da un’urna contenente 2 palline bianche e 4 nere si effettuano 3 estrazioni senza resti-
tuzione. Definiti gli eventi F; = "l"i-ma pallina estratta ¢ bianca”, i = 1,2, 3, calcolare la
probabilita a dell’evento condizionato (E; V Es)|(Ey V Es).

o =

. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione caratteristica del numero
aleatorio X = |Ey| + |Eq| + | Es.

px(t) =

. Un sistema S e costituito da due dispositivi in parallelo A e B, con B che entra in funzione
nell’istante in cui si guasta A. I tempi aleatori X e Y di durata fino al guasto di A e B
hanno una densita congiunta f(z,y) = e ¥ per x > 0,y > 0, con f(z,y) = 0 altrove.
Definiti gli eventi H = (0 < X < 1,0<Y < 1), E = (X +Y > 1), calcolare la probabilita
p dell’evento condizionato E|H.

p:

. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la previsione m e lo scarto standard o
del tempo aleatorio 7" di durata fino al guasto di .S.

m = g =

. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione di rischio hz(z) del numero
aleatorio Z = %, per ogni z > 0.

hz<Z) =

2
. La densita di probabilita iniziale di un parametro aleatorio © ¢ 3(0) = #ﬂe_%s; inoltre,

per ogni fissato 6, le componenti di un campione casuale X = (X,..., Xy) sono stoca-
sticamente indipendenti subordinatamente a 6 e con distribuzione normale di parametri
m = 0,0 = 2; ovvero: X;|0 ~ f(z;|#) = Nya(z;). Calcolare la probabilita p dell’evento
condizionato (—\/% <0< \/% | x), assumendo x = (z1,...,24) = (—2,—1,1,2).

p:

. Siano dati 2 lotti: L; contenente 4 pezzi buoni e 2 difettosi; Ly contenente 1 pezzo buono e 5
difettosi. Scelto uno dei due lotti, L; (con probabilita p) oppure Ly (con probabilita 1 —p),
da esso si effettuano un numero aleatorio X di estrazioni con restituzione fino ad ottenere
per la prima volta un pezzo buono. Definiti gli eventi £ = (X = 2), H = "le estrazioni
sono state effettuate da Ly”, calcolare per quale valore di p risulta P(H|E) = 2P(H°|E).

p:
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1. Gli eventi sono scambiabili, con
P(E;) = %, i=1,2,3; P(E\E;) = P(EyE3) = P(ELE) = %
inoltre
(Ey V E3) N (EyV E3) = EYEsV E1E3V EyV EyEs = EyV EVE3, E1EE3 =10

pertanto

Pl(EyV Ey) N (Ea V Es)]  P(EyV B Es)]

— P[(El V Eg)‘(EQ V E3)] = P(Ez v E3> o P<E2 V EB)

_ P(B) + P(E\E3) — P(E\EyB3) _ 1yl
P(E,) + P(E3) — P(EyEs) I 1 1

2. Siha X ~ H(6,3, %), con X € {0,1,2} e, posto P(X = h) = py, risulta

616 N R 1) B B ) [ R
G I A () N A () R

pertanto: px(t) = P(e"Y) = Ygpre™ = §(1+3e™ + ).

3. Posto D ={(z,y) : 0 <2 <1, 1 -2 <y<1} siha P(E|H) = nglg), con

P(EH)://Df(fuy)d:ccly:/o1 dx/; e " Vdy = ¢! /01(1_61’)@:62’
//f:vydxdy—// Iydxdy—/ wdx/ ey = (1— 1),

pertanto: p = ﬁ =(e—1)" = 1)2

4. SihaT = X +Y e per ogni fissato t > 0, indicando con G la funzione di ripartizione di
T, risulta

Glt) = P(T <) = P(X +Y < 1) = /dx/ e Vdy —

/ eytxda:—/(e_”’c—e Nde =--=1—e"—te";
0

allora: G'(t) = g(t) = --- =te™", t > 0, con g(t) = 0 altrove (distribuzione Gamma di
parametri ¢ = 2, )\ = 1) Pertanto

+o0 +oo c oo
m = / tg(t)dt = / e ldt =T(3) =2 = 1 P(T?) = / t2g(t)dt =
0 0 0



+o0o
:/ t3e—tdtzr(4):3!=6,aQZP(TQ)—[IP(T)]?:Q:%, o=v2.
0

(Nota: in alternativa, si possono calcolare prima P(X),P(Y),P(X?),P(Y?),P(XY), e poi
i valorim =P(X)+P(Y), 0 =/Var(X) + Var(Y) +2Cov(X,Y))

5. Indicando con F la funzione di ripartizione di Z, per ogni z > 0 si ha
Fs(2)=P(Z<2)=P(T<22)=G(22) =1—¢e % — 2z %

quindi
Fy(z) = falz) = - = dze™, 220,

con fz(z) = 0 altrove (distribuzione Gamma di parametri ¢ = 2, A = 2). Allora
Sy(2)=P(Z>2)=1-Fzp(z)=1—-(1—e* —2z¢ *)=e 2 +2z¢ %, 2>0;

pertanto
fz(2) 4re™?* 4z -0
— = 2
Sz(z) e +2ze % 1422 T

6. Osservando che © ~ Ny oy, con mg = 0, 0g = 3, e che T = LEFE — () segue

B0 [x) = k(x)B(0) (x| 0) = k(x)Nos(0) No2(x1) - - - Noo(w4) = - -+ = Niny o, (0)
con ) .
L EmerET 1 1 a1 410
LA T 262 2 9 4 90

6 6 6 6
b P< 10 — 0= 10 | X) ok (\/1_0> o (/ﬁ)
B(2) — B(=2) = 2B(2) — 1 ~2 x 0.9772 — 1 = 0.9544.

7. Siha P(H) =p, P(H®) =1 — p; inoltre

P(E|H) = P(X =2|H) = - . 2= 2 P(BIH") = P(X = 2[H") = 2. L = 2.
3370 66 36
quindi
2 5 3p+5
P(E) = P(X =2) = P(X = 2{H)P(H)+ P(X = AH)P(H) = - pt 2 (1-p) = 22,

allora, tenendo conto che deve essere P(H|E) = 2, segue

_ P(EH) P(E|H)P(H) 2p 8 2
PUHE)="pm) = pE) %28 3pis5 3 7

O | ot




