Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina - 9/04/2010)
(il punteggio massimo si ottiene risolvendo correttamente 5 esercizi)

. Da un’urna U, contenente 2 palline bianche e 1 nera, si prelevano a caso 2 palline che
vengono inserite in un’urna V', contenente inizialmente 1 pallina nera; successivamente, da
V' si estraggono in blocco 2 palline. Sia X il numero aleatorio di palline bianche estratte
da U e inserite in V; inoltre, sia Y il numero aleatorio di palline bianche estratte da V.
Calcolare la covarianza di X,Y. (nota: si ponga p,, = P(X =2,Y =y)).

Cov(X,Y) =

. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione caratteristica del numero
aleatorio Z = X +Y.

pz(t) =

. Il rendimento finanziario, in un’opportuna unita di misura, ottenuto in due investimenti

economici ¢ rappresentato da un vettore aleatorio (X, Y’), con densita congiunta f(z,y) =
@=3)% _ (y=6)? ..
ﬁe‘ >~ s, con (z,y) € R?. Calcolare la previsione my e lo scarto standard o del

rendimento aleatorio totale Z = X + Y.

myg — Oz —

. Un oggetto e stato smarrito in una regione rappresentata dal parallelogramma D di vertici
(2,0),(2,2),(0,3),(0,1). Assumendo una distribuzione uniforme per la posizione aleatoria
(X,Y) dell’oggetto, calcolare la probabilita a dell’evento condizionato (X > 1)[(Y > 2).

o =

. Un operatore preleva a caso 3 componenti da un lotto L contenente 4 pezzi buoni e 1
difettoso. L’operatore utilizza in periodi successivi tali componenti, scegliendo ogni volta
a caso un componente e rimettendolo insieme agli altri due al termine dell’operazione.
Definiti gli eventi H = il componente difettoso é presente fra i 3 componenti prelevati
da L7, E; = 7"li-mo pezzo scelto a caso dall’operatore ¢ buono”, i = 1,2,3, calcolare
v= P(H|E\Ey) e p= P(Es|ELEy).

v = p=

. Un sistema S e composto da 2 dispositivi in serie, con tempi di funzionamento aleatorio
X e Y, rispettivamente. Assumendo X,Y indipendenti e con distribuzione esponenziale,
con Ax = 1, Ay = 2, calcolare, per ogni z > 0, la funzione di rischio hyz(z) del tempo di
funzionamento aleatorio Z di S.

hz(z) =
. Un sistema S utilizza in modo parallelo n dispositivi simili, che funzionano uno per volta.
I tempi aleatori di funzionamento dei dispositivi, Xy, ..., X,, sono ugualmente distribuiti

e indipendenti, subordinatamente a ciascun valore # di un parametro aleatorio ©, la cui
distribuzione iniziale ¢ 8(#) = fe%, per § > 0, con B(f) = 0 altrove. Assumendo che,
per ogni fissato 0, la densitd di X;|0 sia f(x;]0) = 0e=%% per z; > 0, con f(x;]0) = 0
altrove, calcolare la densita finale di ©, supposto che S abbia funzionato per un tempo
totale 1+ - -+x, = t, dove (xy,--- ,x,) ¢ il vettore delle osservazioni per gli n dispositivi.

B(9|x1’ . 73;11) =
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Soluzioni della prova scritta del 9/04/2010.

1. Si ha
X e{1,2}, Y e{0,1,2}, (X,Y) €{(1,0),(1,1),(2,1),(2,2)}, XY €{0,1,2,4},

con P(X=1)=2, P(X =2)=1,econ

PY=0X=1)==,PY=1X=1)==, PY=1X=2)==, P(Y =2|X=2)=—;
21 2 2274 12 2 11
Pm—3 379’ 1011—3 379’ p21—3 379’ p22—3 379’
2 6 1
P(Y:0>:p10:§7 P(Y:1)=p11+p21:§7 P(YZQ)—Z?22—§;
2
pertanto
2 1 4 2 6 1 8 2 4 2 1 4
PX)=1-"42-=—-, P(Y)=0-4+1-"42-—-=—-, P(XY)=0—-4+1-4+2-—4+4.— = —:
(X) 3+3 3’<) 9+9+9 9’<) 9+9+9+9 37
quindi: Cov(X,Y) = P(XY) - P(X)P(Y)=5—3-5= 3.
2. Siha Z € {1,2,3,4}, con
2 4 2 1
P(Z:1)2p1o:§, P(Z:2):p11:§, P(Z:3):p21:§, P(Z:4):p22:§;
pertanto, posto P(Z = h) = py, si ha:
; ; 2ezt+4622t+263zt+e4zt
pz(t) = P(e"”) = ;phe th = ) .
3. Osservando che
1 _@3? @62 1 (z-3)2 1 (y=6)2
—e 2 T8 =—¢e 2z . e~ 8 = N. x )N, ,
- = o 31(7)No2(y)
si ha
+00 +oo
fl(x) = f(xay>dy:N3,1(x) N6,2(y)dy:N3,l($)>
+00 +oo
f2(y) = f(l‘ay)df = N6,2(y) N3,1($)dl‘ = N6,2(y);
pertanto

mX:37 UX:17 mY:67 UY:27 f(l',y) :fl(x)f2(y)7 COU(va) :07

da cui segue: mzy =mx +my =9; oz = /0§{+052/:\/5‘



. L’area del parallelogramma (in un’opportuna unita di misura) ¢ pari a 4, pertanto f(z,y) =
1. per (z,y) € D, con f(z,y) = 0 altrove. Inoltre, osserviamo che: (i) risulta Y > 2 se e
solo se (X,Y") appartiene al triangolo T' di vertici (2, 2), (0,3), (0,2), di area u(T) = 1;
(ii) risulta (X > 1,Y > 2) se e solo se (X,Y) appartiene al triangolo A di vertici
(2,2),(1,2),(1,2), di area p(A) = 1. Allora

P(X>1Y >2)

— P[(X > D)|(Y >2)] =

P(Y > 2) ’
con
A 1 w(T
PW>LY>%=/Aﬂ%wM@=§%-16 P(Y > 2) //fxyw@—%%
pertanto: o = % = i—ﬁ :}l
4
. Si ha
4\ (1
3 2 2 4
HHPJ%yZE,HEEMD=P@Wﬂ(@W) §§=§wﬂﬁ%Wﬂ=h
3
v P(H)P(E Es|H) _ 3§ _:_2
P(H)P(E\Ey|H) + P(H®)P(E\Eo|He)  2-3+2-1 2 5’
3 8 2 26

P(E,E,FE 26 13
_ P(By|E By = BB 5 13

P(E\E,)  © 715

. Siha Z=min{X,Y}, hz(z)= gz((z)) con

Sz(2)=P(Z>2)=P(X>2Y >2)=P(X >2)P(Y >2)=¢ e ¥ =¢ "

fz(2) = =S,(2) =3¢, 2> 0;

pertanto Z ha una distribuzione esponenziale di parametro Ay =3 = hz(2), Vz > 0.

. Si ha
B(mmla o 71771) == ]{?(33'1, T ,ZUH)B(Q)O[(ZBb L, Ty ‘ 9) )
con
alxy, 2, 0) = f(21]0) - - - f(2,]0) = G071 ... g0 — g0,
pertanto

B<0|I17 e 7xn) - k(xh e 7$n>06_99n€_9t - k(xla e 7xn)8n+16_(t+1)0 - Gc,)\(e) )

con
)\c (t + 1)n+2

c=mt2 A=tHl K@ a) = o = o




