Probabilita e Statistica (Ing. Amb. Terr. - Latina - 16/4/2011)

(il punteggio massimo si ottiene risolvendo correttamente 5 esercizi)

. Un numero aleatorio continuo X € [—3,1] ha una densita di probabilita f(z) = k(x — 1) per
z € [-3,1], con f(z) = 0 altrove. Calcolare la costante k e il valore zg tale che [*° f(z)dx = 2.

k:: o =

. Un operatore preleva a caso tre componenti da un lotto che contiene 4 pezzi buoni e 2 difettosi.
Successivamente, ’operatore utilizza a caso due dei tre componenti, che risultano non difettosi
(evento E). Indicando con H, l'evento “fra i tre componenti prelevati a caso dal lotto ce ne sono
r difettosi”, r =0, 1,2, calcolare P(HoV Hy1|H1 V Ha) e P(Hy | E).

P(Ho\/H1|H1\/H2): P(H0|E):
. Dati due numeri aleatori continui X,Y’, indipendenti e con distribuzione normale Ny, 1, calcolare

la probabilita p dell’evento condizionato (X <m+1,Y <m+2)| (X >m—-2,Y >m—1)ela
covarianza della coppia di numeri aleatori (3X — 2Y,2X + 3Y).

p= Cov(3X —2Y,2X 4 3Y) =
. Dati 4 eventi A, B,C, D, con (AVB)A(CVD)=0,P(A) = P(B)=P(C)=P(D)=p,P(B|A) =
P(D|C) = 3, calcolare: (i) i valori coerenti di p; (ii) il valore di p tale che « = P(AVB|CD¢) = 2.

pE p=

. Con riferimento all’esercizio precedente, assumendo p = é, calcolare la previsione mx, lo scarto

standard oy e la funzione caratteristica ¢x(t) del numero aleatorio X = |AV B| —|C V D|.

mx = ox = ox(t) =

. La distribuzione iniziale di un numero aleatorio © ¢ normale con parametri my = o9 = 2. Le
componenti di un campione casuale (X1, X2, X3, X4), subordinatamente ad ogni fissato valore 6
di ©, hanno una distribuzione normale con valor medio # e scarto standard ¢ = 1. Supposto di
aver osservato un campione casuale x = (x1,x2,23,x4), con x1 + x2 + x3 + ¥4 = 8, stabilire per
quale valore 6 risulta P[(2 — 0y < © <2+ 6)) | x] =2P(1) — 1.

0o =

. La densita congiunta di un vettore aleatorio (X,Y) € [0,400) x [10,+00) & data da

ke=(2etY) perz >0, y > 10;
Flz,y) = { 0 altrove

Calcolare: (i) la costante k; (ii) la funzione di sopravvivenza Si(y) di Y, per y > 10;
(iii) la funzione di rischio ho(y) di Y, per y > 10.

k= Sa(y) = ha(y) =
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1
1. Dev'essere [ f(x)da = 1; ovvero f_13 k(x —1)dz =k {% — x] = —8k = 1; quindi k = —3.

Inoltre, osservando che

0, X S -3 07 €T S -3
Fla)=P(X <a)={ - [%(t-1dt, -3<z<1 = { _@=20219 559
1, x>1; 1, z2>1
dev’essere N 5
0 — 2z — 15 3
/ f(:li)dl':F(:L‘o):—(xo 0 ):f, —3<xy<1,
o 16 4
da cui segue: rg = —1.

2. Indicando con X il numero aleatorio di pezzi difettosi presenti fra i tre componenti prelevati dal
lotto, si ha X ~ H (6,3, %), allora P(H,) = P(X =r),r=0,1,2, con

P(XZO)ZM—E,P(X:U:(3)(§)—§,P(X—2) (411)(3)_1

6 6 6
(3) 5 (3) 5 (3) 5
. . P{(HoVH H{VH P(H
Quindi: P(Ho vV Hy | Hy v Hy) = HUgg)oCitlll o ) — 3,
Inoltre: P(E|Ho) =1, P(E|H\) =% 3= 1, P(E|Hs) =0;
: _ _ P(E[H)P(Hy)  _ 1z _1
pertamto: P(Ho| E) = s by = et it — 2

3. Si ha:
p=P[(X<m+1L,Y<m+2)|(X>m-2Y >m—-1)]=

Pm—-2<X<m+4+1m—-1<Y<m+2) Pm-2<X<m+1)Pm—-1<Y <m+2)

PX>m-2Y>m-—1) B PX>m—-2)P(Y >m—1) ’
con
P(X>m—2)=1—®p(m—2) =1 —d(—2) = (2) =~ 0.9772,
POY>m—1)=1-®pi(m—1)=1—d(—1) = B(1) ~ 0.8413,
e con

Pm—-2<X<m+1) =&, 1(m+1)—0p1(m—2) = ®(1) - (-2) = &(1) + D(2) —1 ~ 0.8185,
Pm—1<Y <m+2)=®,,1(m+2)—Pp1(m—1) = ®(2) —P(—1) = $(2)+P(1) — 1 ~ 0.8185.

2
Pertanto: p ~ 0.8185 N

~ go7axo.si3 = 0.8149. Inoltre, osservando che

P(X)=PY)=m, P(X?) =P(Y?), Cov(X,Y)=0, P(XY) =P(X)P(Y) =m?,
segue
Cov(3X —2Y,2X 4 3Y) = P[(3X — 2Y)(2X + 3Y)] — P(3X — 2Y)P(2X 4+ 3Y) =

=P(6X% - 6Y2+5XY) — (3m — 2m)(2m + 3m) = 5m? — 5m? = 0.



4. Siha: P(AVB)=P(CVD)=p+p—15=3p;allora
P[(AVB)V(CVD)=PAVB)+P(CVD)=3p<1;

pertanto: p € [0, 3]. Inoltre: AV B C C°D®, ovvero (AV B) AC°D® = AV B, con P(C°D) =
—P(CVvD)=1- %p; quindi

P(AV B) 2p 3p 2 1
= P(AV B|C°D) = = = =5 <<= p=-.
( DY) = B(ceDe) 1-3p 2-3p 3 P=%
5. Siha X € Cx = {-1,0,1}, con P(A):---:P(D):%econ
3 1 1
P(X=1)=P(AVB)=3Sp=1=P(OVD)=P(X=-1), P(X=0)=.
Allora
N T n_ b oyl 2l
mx =7 (1)+2 O-|-4 1=0, Var(X) =P(X°) = 4(1)+ 0~ + 1—2,

e quindi: ox = @ Inoltre, posto pr = P(X = zy), xx € Cx, segue

px(t) =P(e"*) = > pre’ttt = —

rrECx

6. Siha © | x ~ Ny, 04, cON My = mgy = 2, in quanto T = mg = 2. Inoltre

L1 41,07
ai_ag o2 4 4

e quindi o4 = \ﬁ’ pertanto © | x ~ N, 2 . Allora

7\/17

2+ 6o — 2 2 — 6o — 2
P(2—) <O <240y | x) = B, »_(2+00) =D, 2 (2—0p) = <+2"> —® (20) =

V17

_2q><9°>—1_2<1>(1)—1 — ®<0>_¢(1),
V7 V17

da cui (essendo ® un funzione crescente) segue: 6y = oy

V17

f
7. Si ha

+00 +oo +oo +00 k +oo k
/ / flx,y)dzxdy = k:/ e_%da:/ e Ydy = — 6_10/ 2¢ 2dr =~ 10=1,
o Jio 0 10 2 0 2

da cui segue: k = 2¢'9. Inoltre, per ogni y > 10, si ha
—+00 —+00
faly) = / 2e10e 20V g = eloe_y/ 2¢ ¥ dy = eleY = ¢~ W710)
0 0

con fa(y) = 0 altrove. Pertanto, per ogni y > 10, si ha

f2(y) =1.

Sa(y) fﬂo elletdt = eV = e~ W10 = fo(y);  ho(y) = Sy

=



