Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina - 19/11/2011)

(il punteggio massimo si ottiene risolvendo correttamente 5 esercizi)

. Da un’urna contenente 1 pallina bianca e 3 nere si effettuano un numero aleatorio X di
estrazioni senza restituzione fino all’'uscita della pallina bianca. Calcolare la previsione m
e la varianza o2 di X; inoltre calcolare la probabilitd p dell’evento (m — o < X < m + o)

(si osservi che, indicando con E; l’evento "li-ma pallina estratta é quella bianca”, si ha:
E,=FE¢---Ef |E;;i=2,34).

m = o = p:

. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione caratteristica del numero
aleatorio X2.

p(t) =

. Sia @ il quadrato di vertici i punti (0,0), (2,0),(2,2),(0,2). La densita congiunta di un
vettore aleatorio (X,Y) ¢ f(z,y) = kzy, per (z,y) € @, con f(z,y) = 0 altrove. Calcolare
la costante k e il valore yg tale che P(Y > yo) = 2P(Y < y).

k= Yo =

. Una persona, affetta con probabilita p da una certa malattia (ipotesi H), si sottopone per
3 volte ad un’analisi con un’apparecchiatura che ogni volta fornisce con probabilita 0.9 la
diagnosi corretta: esito negativo se la persona e sana; esito positivo se la persona ¢ malata.
Definiti gli eventi E; = "nell’--mo esame la risposta € positiva”, 1 = 1,2, 3, determinare
per quali valori di p risulta P(H | E1ESE3) > P(H®| E1ESE3).

pE

. Un’azienda produce componenti di un certo tipo utilizzando due apparecchiature simili,
la prima per un tempo aleatorio X e la seconda per un tempo aleatorio Y. La densita
congiunta del vettore aleatorio (X,Y) ¢ f(z,y) = 4e72@+¥) perx >0, y > 0, con f(z,y) =

0 altrove. Calcolare la previsione p del tempo aleatorio totale di produzione X + Y e la
probabilita p dell’evento condizionato (X +Y < 2| X < 2).

/"L: p:

. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare per ogni z > 0 la funzione di soprav-
vivenza S(z) e la funzione di rischio h(z) del numero aleatorio Z = X + Y.

S(z) = h(z) =

. Dati tre eventi scambiabili Ey, Ey, E3, con P(E,) = P(E\E,) = P(E,EyE3) = 3, calcolare
P(E3| Es), P(ETES) e P(ET| E3ES).

P(E3| Es) = P(ETE;) = P(EY| ESE;) =
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Soluzioni della prova scritta del 19/11/2011.

1. Si ha
1 . . . 31 1
P(X=1)=P(E)) = 1’ P(X =2) = P(E,) = P(E{Ey) = P(EY)P(EL|EY) = 13- 1
C C C (& C C C 3 2 1 1
P(X =3) = P(Ey) = P(E{E; Es) = P(EY)P(E3| BY)P(Es|ETE;) = 7 -5 5 =
(& (& C C (& C (& C (& C C C 3 2 1 1
P(X = 4) = P(E1E2E3E4) = P(E1E2E3) = P(E1)P(E2|E1)P(E3|E1E2) = 4 ) g ) ) = 4
Allora: P(X) = #2348 = 2 P(X?) = w =2, 0% =2 -5 = 2 inoltre,
osservando che o = ‘/75 ~ 1.118, si ha: m — o >~ 1.382, m + 0 ~ 3.618; pertanto
1

p:P(m—a<X<m+0):P(X:2)+P(X:3):5,

(Nota: P(m —20 < X < m+ 20) = 1; mentre, con la disuguaglianza di Cebicev si ha
soltanto: P(m —20 < X <m+20) > 3.)

. Siha X% € {1,4,9,16}, con

1 1
P(X2:1):P(X:1):Z—17 P(X2:4):P(X:2):Zl,
2 1 2 1
P(X :9):P(X:3):Z’ P(X :16):P(X:4):Z.
Pertanto, posto P(X* = h) = pp, h =1,4,9,16, si ha

pheith ezt + 641t + 691t + 6161t
Z 4

. Si ha: fo f(z,y)dzdy = l{:f02 xdx f02 ydy = kf02 2zdx = 4k = 1, quindi: k = 1. Inoltre,
essendo P(Y > yo) + P(Y < yo) =3P(Y <yp) =1, segue

P(Y < o) / :vdx/ ydy = Qxdx _ y42
ovvero: yj = 3; pertanto: yo = \[
. Si ha
P(E\E5Es| H) = P(E\|H)P(E5|H)P(Es|H) = 0.9* x 0.1 = %’
P(E\E5Es | HY) = P(Eq|H°)P(E5|HY)P(E3|H) = 0.9 x 0.1° = % ;

P(E\E3E3 | H)P(H) —

pertanto: P(H | EvE5Es) = prg me Ty (R + P(B: B Bs THOPTHE) —

81

= 1009 "2 = . p(H| B ESE)

12(1)0 P+ To00 1000 (1-p) 8p+1

9p 1
> - < >0.1.
Sp+r1- 2 P



5. Si ha

+oo  p+too +o00 +OO +oo  pAo00
/ / (z4y)4e 2@V dady = / / e 2@ drdy+ / / dye 2T drdy =
0 0
+o00 +oo
:/ (2xe™ 2’”/ 2e” 2ydy)dx+/ (2y6_2y/ 2e " dx)dy =
0 0 0 0

+o00 +0oo 1 1
= / 2re **dx —i—/ ue Hdy =~ + - =1.
0 0 2 2

Inoltre (X +Y <2, X <2)=(X+Y <2); quindi: P(X+Y <2|X <2)= Pgi;;sf)?
con

2 22 2
PX+Y <2)= / (26_230/ 2e 2V dy)dr = / 2e7%(1 — e 20 dg =
0 0 0

2 2
= / 2e 2 dr — 264/ dr=1—e*—4et=1—-5e"4,
0 0

2 400 2
P(X<2)= / (26_2””/ 2edy)dx = / 2e dy =1—¢e*.
0 0 0

4_
Pertanto: p = 15—‘14 = 24_5 =1- 7

6. Siha: S(z) =P(Z>2)=P(X+Y >2)=1-P(X+Y <z), con

PX+Y <z)= / (26_21/ 2¢ 2 dy)dx = / 2e7 % (1 — e 270 dy =
0 0 0

z 2
= / 2 dx — 2622/ dr=1—e % —2ze % =1~ (1+22)e %;
0 0

pertanto, per ogni z > 0, si ha: S(z) = (1+22)e?*. Inoltre, indicando con g(z) la densita
di Z, si ha: g(z) = =5'(z) = —2e72* — (1 4 2z2)e"**(—2) = 4ze™?* = Gq(z). Allora, per

. z ze” 2% z
ogni z > 07 segue: h(Z) - g‘((z)) = (1j4r2z)e—22 - 1j4rQZ'

7. Dall’ipotesi di scambiabilita segue

P(E¢ _ P(E§E3> _ P(E3) _P(EQEB,) . P(El) —P(ElEQ) - %—% A
(B3| E3) = = = === =0;
P(E3) P(E3) P(Ey) 5

¢ e 1 1 1 1

P(E{E;) = 1= P(EyV E3) =1 = P(Er) = P(Ey) + P(E\Es) = 1= 5 — 5+ 5 = o
P(ESESES) 1— P(E,V EyV Es)
P(E¢| ESES) = — _
(| B55) = s %
_ 1-3P(E)) +3P(E\Ey) — P(E\ExE)  1—3432—-3 .

2

[\

Nota: 1 valori di probabilita proposti in questo esercizio si presentano, ad esempio, nel
caso di estrazioni con restituzione da un’urna di composizione incognita, che contiene solo
palline bianche (con probabilita %), oppure solo palline nere (con probabilita %)



