Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina - 9/9/2011)
(il punteggio massimo si ottiene risolvendo correttamente 5 esercizi)

. Da un lotto L di componenti elettronici, contenente 4 pezzi buoni e 1 difettoso, si estrag-

gono a caso 3 pezzi senza restituzione. Definiti gli eventi E; = "l'i-mo pezzo estratto e
difettoso”, i = 1,2, 3, calcolare la probabilita condizionata o = P(Ey V Ey | E1 V Es V E3).
Posto inoltre X = |E\| + |Es| + |E5| e indicando con m e o la previsione e lo scarto

quadratico medio di X, calcolare la probabilita p = P(m —o < X <m + o).

o= p:

. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la covarianza dei numeri aleatori
U=I[E|+|Ey, V = |Ey| + | Es|.

Cov(U,V) =

. La densita congiunta di un vettore aleatorio continuo (X,Y) ¢ f(x,y) = k(z + y), per
(z,y) € @ =[1,3] x[1,3], con f(z,y) = 0 altrove. Calcolare la costante k e la mediana M
del numero aleatorio X; inoltre, stabilire se X e Y sono stocasticamente indipendenti.

k= M = stoc. indip.”?

. 1l ricavato di due attivita economiche ¢ costituito da un vettore aleatorio (X,Y’), con
1) N2
densita congiunta f(x,y) = é e~ Caleolare 1a probabilita p dell’evento con-

dizionato (2 < X <6,1 <Y <7)|(X <6,Y <7) e lo scarto standard o, del guadagno
aleatorio totale Z = X + Y.

p: O'Z:

. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione caratteristica del numero

2
aleatorio Z. (ricordiamo che per una distribuzione normale standard si ha p(t) = e~z e che
un numero aleatorio X con distribuzione normale di parametri m,o si puo rappresentare
come X = 0Xo1+m, dove Xo1 ha una distribuzione normale standard)

pz(t) =

. Dato un numero aleatorio X, con distribuzione esponenziale di parametro A ed una costante
positiva a, sia Y = aX. Fissati due valori reali y > 0,y > 0, calcolare la probabilita
condizionata a = P(Y >y +yo|Y > yo) e la funzione di rischio h(y) di Y.

a= h(y) =

. La distribuzione iniziale di un numero aleatorio © & normale con parametri mg, 0g. Le
componenti di un campione casuale (X, --- , X,,), subordinatamente ad ogni fissato valore
f di ©, hanno una distribuzione normale con valor medio # e scarto standard o = %0’0.
Indicando con x un campione osservato (z1, ..., x,) € con m, e g, la previsione e lo scarto
quadratico medio di ©[x, calcolare la probabilita p = P[(m, — 0, < © < m,, + 0,,)|x]
e stabilire per quale intero n 'ampiezza dell’intervallo [m,, — o,,m, + 0,] & % di quella

dell'intervallo [mg — og, mg + 9.

p: n =
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1. Si ha P(E;) = %,i =1,2,3, con E;E; =0, # j; allora

a:P[(ElvEg)/\(El\/EQ\/Eg)]: P(E\VE,) P(E,) + P(E») _2

P(E,V EyV Es) P(E\V E,V E3)  P(Ey) + P(Ey) + P(Es) 3

Inoltre X € {0,1}, con P(X =0) = P(E{ESES) =+ -3-2=2, P(X =1) = ; pertanto
2 3 3 2 3 3 9 6
PX)=0--+1--=-=0*-Z+1*. 2 =P(X? =)= —— =
(X) 51575 Ty =PY, o 5 25 5 °

5

da cui segue: O<m—az§——6<1, m+0=%+‘/?6>1.
Allora l'evento (m — o < X < m + o) coincide con l'evento (X =

p=Pm—oc<X<m+o)=PX=1)=

2. Osserviamo che Cou(|A[, |A]) = Var(|A|), Cov(|Al,|B|) = P(AB) — P(A)P(B); inoltre
P(ElEg) = P(ElEg) = P(E2E3) = 0, con P(El) = P(EQ) = P(Eg) = % Allora
Cov(|Ev|+| Es|, | Ex|+|Es|) = Cov(|Exl, [Ex|)+Cou(|Erl, | Es|)+Couv(| Ea|, [ Ea|)+Cov(|Esl, | Es|) =
1 1 4 1 1

= —P(E)P(Ey) = P(B)P(Ey) + Var(|By|) = P(E2) P(Es) = — o2 — 5o+ o2 — 52 = 5 -

In alternativa: osservando che |E;||E;| = |E;E;| = 0,1 # j, |Ei||E;| = | Eil, segue
UV = (IE] + | Ea|) (| Ex| + | Es|) = |Eq|| Eo| + |Ev[| Es| + | Eof | Bo| 4 [Eal| Es| = [Ex|;

pertanto
1 22 1
Cou(U, V) = PUV)~P(U)B(V) = P(Ey)~[P(E))+P(E][P(Ea)+P(Ey)] = s—== = 5
3. Si ha
3 3 3
k/ dx/ (x—l—y)dy:---:k/ (2x +4)dx =--- =16k =1;
1 1 1
pertanto: k = %. Inoltre
I T+ 2
= — dy =---= 1<z<
hiw) =35 [ @i "2 i<ass,
con fi(z) = 0 altrove. Allora
My +2 M?+4M -5 1
— .= TP <M .
/1 S dx 16 5 < <3;
ovvero: M? +4M —13=0, 1 < M < 3, da cui segue: M = /17 —2 ~ 2.123. Infine
I +2
fln) =55 [ wrnde = =T 1<y <,
16 J, 8

con fy(y) = 0 altrove. Osservando che f(x,y) # fi(z)f2(y), segue che X e Y non sono
stocasticamente indipendenti.



_ w92

4. Si ha: fi(x eroofxy)dy—%/lg by = [T fay)de = gdme T
con f(x, y) fi(z) fa(y). Pertanto X ~ N4’1( ),Y N473( ), con X,Y stocasticamente
indipendenti; allora, osservando che ®(1) ~ 0.8413, ®(2) ~ 0.9772, segue

< < <Y < < <
p=P2<X<61<Y<T)|(X<6y<n)=ABSXSCISV TN SOV T)]_

P(X<6,Y <)

_P(2§X§6,1§Y§7)_P(2<X<6)P(1<Y<7)

P(X <6,Y <T)  P(X<6)PY LT
_ [041(6) = ®aa(2)][Pas(7) = Pas(1)] _ [@(2) — B(=2)][®(1) — D(=1)] _
©41(6) - Pus(7) ®(2) - &(1)
292 —1)20(1) — 1] (2x0.9772—1)(2 x 0.8413 — 1)
B ®(2) - (1) - 0.9772 x 0.8413 = 07925

Inoltre: 07 = \/Var(X)+Var(Y)=+y/1+9= V10.
5. Siha: z(t) = ox(t) - oy (t), con X = X1 +4,Y = 3Yy, + 4; pertanto
px(t) = B(EY) = B(eH0K0rt4) = HUB(pit¥on) = it — gt
oy (t) = P(eitY) _ P(eit(3Y0,1+4)) _ e4itp(ei(3t)yo,1) _ 64%_# _ 64”_% '
02(1) = ox(b) - oy (£) = =7 . Hit=% — S5

(Nota: Z ~ Ng /15)

6. Ricordando la proprieta di assenza di memoria della distribuzione esponenziale, si ha

=P >y+y|Y >uy)=PX>2 +—yX> ) p(X>%>:

+o0
= / Ae Mdy = eV = P(aX >y) = P(Y > y);

a

pertanto Y ha una distribuzione esponenziale di parametro A\y = % e quindi h(y) = %, per
y > 0.

7. Si ha: @|X ~ mn On 9 é = % + o__ng == 1+9n Allora

p= P[(mn —op < ) <m,+ O-n)‘x] = (I)mn,crn (mn + Un) - (I)mn,an (mn - O-n) =

= ®(1) — B(—1) = 2d(1) — 1 ~ 0.6826;

inoltre il rapporto delle ampiezze degli intervalli [m,, — o, m,, + 0,] ed [mg — o¢, Mg + 00|
e —_L_ —Lperpn=11
200 Vv 149n 10 :

Nota: P[(m, — 0, <O <m, +0,)|x] = P(my— 0o <O <mg+ 0y) ~ 0.6826.



