Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina - 27/01/2012)
(il punteggio massimo si ottiene risolvendo correttamente 5 esercizi)

. Sia R il rettangolo di vertici i punti (0,0),(2,0),(2,1),(0,1). La densita congiunta di un
vettore aleatorio (X,Y) ¢ f(x,y) = kxy, per (z,y) € R, con f(z,y) = 0 altrove. Calcolare
la costante k e la probabilita p dell’evento (m — o < X < m + o), dove m e o sono la
previsione e lo scarto quadratico medio di X.

]{j: p:

. Da un’urna contenente 1 pallina bianca e 4 nere si effettuano 5 estrazioni senza restituzione
(Tizio effettua la prima e la seconda estrazione, Caio la terza e la quarta). Se uno dei due

estrae la pallina bianca vince un premio. Posto E; = ”"l’i-ma pallina estratta é bianca”,
i=1,2,3,4,5, A = "Tizio vince il premio”, B = ”Caio vince il premio”, calcolare: P(B)
e P(B| EY).

P(B) = P(B|ES) =

. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione caratteristica del numero
aleatorio X = |A| — |B|.

p(t) =

. Una macchina M produce 3 pezzi, ognuno dei quali e difettoso con probabilita % indipen-
dentemente dagli altri pezzi. Sia X il numero aleatorio di pezzi difettosi fra i 3 prodotti da
M. Supposto che due pezzi estratti a caso risultino entrambi buoni (evento E); calcolare
la probabilita che i 3 pezzi siano tutti buoni (evento Hy) condizionata all’evento E.

P(Ho|E) =

(z—5)2

2
. La densita congiunta di un vettore aleatorio (X,Y) & f(z,y) = g™ 1 -7, (z,y) € R%
Stabilire se X e Y sono stocasticamente indipendenti; inoltre, calcolare la mediana M del
numero aleatorio X.

stoc. indip.? M =

. La densita congiunta di un vettore aleatorio (X,Y) ¢ f(x,y) = e~ (¥ perz > 0, y > ax,
a > 0, con f(x,y) = 0 altrove. Calcolare la costante a e la funzione di rischio hs(y) del
numero aleatorio Y, per y > 0.

a= ha(y) =

. La distribuzione iniziale di un numero aleatorio © ¢ normale di parametri mg = 0, 09 = 2.

Le componenti di un campione casuale (Xq,---,X,), subordinatamente ad ogni fissato
valore 6 di ©, hanno una distribuzione normale con valor medio 6 e scarto quadratico medio
o= %. Posto x = (z1,...,x,), con 1+---+x, = 0, siano m,, e o, la previsione e lo scarto

quadratico medio di ©|x. Calcolare la probabilita p dell’evento (—20, < © < 20,)|x ¢
stabilire per quali valori di n ampiezza dell’intervallo [m,, — 20, m,, + 20,] € minore di %

p= n e
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Soluzioni della prova scritta del 27/01/2012.

1. Siha: [ [, f(z,y)dedy = kf02 xdx fol ydy = ngQ xdr = k; quindi k¥ = 1. Inoltre

1

1 2 T 2
t
fl(x):/ mydy:x{—y] :f’ Fl(:v):/ —dt:—w , 0<2<2;
; 2|, 2 ; 2

2
2 2.2 312 4 2 2 .3
P(X):/ xfl(x)dx:/ T dr = [a:_} =—; IP’(X2):/ 2 f1(z)dx = Ty = ;
0 0 2 6], 3 0 0o 2
16 2 2 4 —+/2 4 2
Var(X):2—§:§, 0:\/?—2().47, m—o = 3\/_>O,m—i-0: +3\/_<2
Pertanto:
4+v2 9 4+V2
3T T 3 42
=Pim—-—0o< X< = —dr = |— = = —— =~ (0.6285.
P (m—o<X<m+o) l—ﬁ 5 de [4]4¢§ 3

3 3

In altro modo: p = P(m—a <X < m+o’) = Fl(m—l—a)—Fl(m—U) = (m-;a)2 _ (m=0)? _
= =m-o="12 ~ (.6285.

2. Gli eventi sono scambiabili, con P(E;) = %,z’ = 1,2,3,4,5, E;E; = 0, per ogni i # j.
Pertanto P(B) = P(E3 V Ey) = 2 = P(Ey V Ey) = P(A). Infine, osservando che

Ei=EV---VE,=AVB, AB=0, AN(AVB)=A,

segue: P(AV B) = P(A)+ P(B) =%, P(B|E{)=P(B|AVB)= pfﬁ@g) =1

3. Si hanno tre costituenti: A= E\VE,, B=FE3VE,, A°B°= Ej5; quindi X € {-1,0,1},
con

2 1
P(X=-1)=P(B) = s = P(A)=P(X =1), P(X=0)=P(A°B°) = P(E;) = 5
Pertanto )
27 4+ 1+ 2e% 1
_ ith — —
go(t)—hg_lphe = 7 = --—g—i-gwst.



Inoltre

P(E|H) =1, P(E|H,) = @)3(‘1)) = % P(E|Hy) = P(E|H;3) = 0.

Allora
P(E) = iP(EW )P(H,) = P(E|Hy)P(Ho)+P(E|Hy)P(H,) = 1.(§)3+3.1.(§>2 _ 112
e A O DRV TG 5\5) ~125°
P(E|H)P(Hy) _1-(4)" 4
P(Hy|E) = _ _ 4
(1| ) o -
. Si ha
+o0 1 _w Too ) _ﬁ
fi(z) = flx,y)dy =--- = s foly) = flz,y)de =--- = 2

= e e 7,
— 3V 21 —o0 V2T
con f(x,y) = fi(x)f2(y). Pertanto, i numeri aleatori X e Y sono stocasticamente indipen-
denti, con X ~ N53(z), Y ~ N(y). Inoltre, ricordando che ®(0) = 3 (e che ® & crescente),
si ha
M—-5

. 1
/_Oo fl(l’)dJ? = 5 = ‘I)5,3(M) = CI)(T) — (I)(O) ;

quindi: % = 0; ovvero: M =5 =P(X).

+oo +oo +oo +o0o +o0
/ f(z,y)dzxdy :/ e“”da:/ e Ydy :/ e e dy =
0 ax 0 ax 0

1 Foo 1
= — 2ae 2y = — =
2a Jq 2a

pertanto: a = %, con f(z,y) =e (G perz >0,y > %, con f(x,y) = 0 altrove. Inoltre

. Si ha

1 .

Y

2y
faly) = / e Gt gy = ... =27 Y — 26—2y;
0

allora
+00 “+o0o “+00
Ss(y) = P(Y >y) = / fo(t)dt = 2/ e tdt — / 2e 2dt =2V — e W,
y y y

Pertanto

foly)  2e7Y—2e72  2e¥ —2 1
hQ(y) = = _ ) — = — .
So(y) 2e¥—e2  2ev—1 2e¥ — 1
. SihaOx ~ N, 0., cOn
oz Mo+ Jr X o l_l.n_ 1 . 1+6n 2
mn = = s _— = — —_— = - n — s O'n = ——
Uig + 2 o2 ot o2 4 4 1+ 64n

p = P[(—20, <O < 20,)|x] = ®y,,(20,) — Po o, (—20,) =
— B(2) — B(—2) = 20(2) — 1 ~ 0.9544;

inoltre, 'ampiezza dell'intervallo [m,, — 20, m, + 20,] & 40, = ——=

1
\/ﬁ<§pern24.



