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Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina - 14/6/2013)
(risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

La densita congiunta di un vettore aleatorio (X,Y) e f(z,y) = 2e * Yperx > 0,0 <y < x,
con f(z,y) = 0 altrove. Posto Z = X — Y, calcolare la funzione di rischio hz(2) e la
probabilita a dell’evento condizionato (Z > 5|2 > 3).

hz(Z) = o =

Tizio e Caio lanciano ognuno per 3 volte un dado. Siano definiti gli eventi A; = "nell’i-mo
lancio Tizio ottiene un risultato minore di 57, 1 = 1,2,3; B; = "nel j-mo lancio Caio
ottiene un risultato maggiore di 27, 7 = 1,2,3; H = "Tizio ottiene almeno una volta un
risultato minore di 57; K = ”"Caio ottiene al massimo 2 volte un risultato maggiore di 27.
Calcolare P(HV K) e Cov(HK,H V K).

P(HV K) = Cov(HK,HV K) =

Un lotto L di 3 pezzi e stato prodotto da un’apparecchiatura A (ipotesi H), oppure B
(ipotesi H¢). Ogni pezzo (indipendentemente dagli altri) & difettoso con probabilita £ se
prodotto da A, con probabilita % se prodotto da B. Supposto P(H) = %P(HC), sia X
il numero aleatorio di pezzi difettosi nel lotto. Calcolare la probabilita p = P(X < 2).
Inoltre, supposto che almeno un pezzo del lotto sia difettoso (evento F), calcolare la

probabilita « che il lotto sia stato prodotto da A.

p: O =

Il codominio di un vettore aleatorio discreto (X,Y) e {(—1,1),(—1,0),(1,0),(1,—1)}, con
p(—=1,0) = p(1,0) = a < §,p(—1,1) = p(1,-1), dove p(z,y) = P(X = z,Y =y). Calco-
lare Cov(X,Y') e stabilire se X e Y sono stocasticamente indipendenti; inoltre, stabilire se
per qualche valore di « € [0, %) i numeri aleatori X —2Y e —2X 4 Y sono incorrelati.

Cov(X,Y) = Indip. St.? a=

Con riferimento all’esercizio precedente, posto a = i, calcolare la funzione di ripartizione
e la funzione caratteristica del numero aleatorio Z = X + Y.

Fy(2) = pz(t) =

Due veicoli V' e W, posizionati in un punto A, partono con velocita aleatorie rispettive X e
Y verso un punto B. Sia T il trapezio di vertici i punti (1,1), (3,1),(3,4), (1,2). La densita
congiunta di (X,Y) e f(x,y) = axy, per (z,y) € T, con f(z,y) = 0 altrove. Calcolare la
costante a e la probabilita p che W arrivi in B prima di V.

a = p:

La distribuzione iniziale di un numero aleatorio © ¢ esponenziale di parametro A = 1;

inoltre ciascuna componente X; di un campione casuale (X7, ..., Xy), subordinatamente
ad ogni fissato valore 6 di ©, ha una densita fx, (z;|0) = 0*x,e=%, x; > 0, con fx,(x;]0) =0
altrove. Indicando con x un campione osservato (zy,...,x4), con xy--- x4 = a,x1 + - +

x4 = t, calcolare la previsione my e lo scarto quadratico medio o4 di O|x.

my = 04 =



Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina)

Soluzioni della prova scritta del 14/6/2013.

1. Siha Z > 0 e per ogni fissato z > 0 I'evento (Z > z) ¢ vero se e solo se (X,Y) appartiene

all'insieme D = {(z,y) : ¢ > 2,0 <y < x — z}; pertanto

Sz(2)=P(Z>z)=PY <X —2)= //fa:ydxdy—/+ood$/ e Vdy =

+oo +°°
= 2/ e (1 —e ") dx = 2/ e dr —e / e ¥dy = 2eF —efe = 7.

Pertanto: hz(z) = —%8 = Z: = 1; ovvero Z ha una distribuzione esponenziale di
parametro 1. Inoltre

P(Z>572>3) P(Z>5) e?°
- P(Z 7 — — = — = = P(/ > 2).
(2>5|2>3) P(Z > 3) P(Z>3) e3¢ (Z2>2)

(proprieta di assenza di memoria: P(Z >5|Z >3)=P(Z >2+3|Z > 3) = P(Z > 2))

. Siha: P(A;) =2,i=1,2,3;P(B;) = 2,j =1,2,3; allora

P(H) = P(AyV Ay V Ag) = 1 — P(ASASAS) = 1 — P(AS)P(AS)P(AS) = g :
P(K) = P(BSV BSV BS) = 1 — P(ByByB3) = 1 — P(B,)P(Bs)P(B3) = ;g
P(HV K) = P(H) + P(K) — P(HK) = P(H) + P(K) — P(H)P(K) = % ~ 0.989 .

Inoltre
Cov(HK,HV K)=P[(HK)N(HVK)|— P(HK)P(HVK)=P(HK)—- P(HK)P(HVK) =

P(HK)[1 - P(HV K)| = P(HK)P(H°K*) = 20 . 19 1 /8 _ 392

57 97 o7 o7 m3aal ~ 004

. Siha P(H)=1 P(H?)=2 p=P(X <2)=1—P(X =3), con P(X =3) =
3 3 0 3 0
= P(X = 3[H)P(H) + P(X = 3|H°)P(H )= () G) () s+ GG @) 5=
= % ~ 0.0228; pertanto: p = P(X§2): ——:09772
Inoltre E = (X > 1), E°= (X =0), P(E) = ( Y=1-P(X =0), con
12\ 2 (3\° 985
P(X =0) = P(X = 0|H)P(H)+P(X = 0|H)P(H) = - = ) +5-( 5] = -5 ~0.38;
(X =0) = PX =0l P +PX =0l P(ee) = (3] +5(3) = oy = 038
pertanto: P(H|E) = P;f;? = P(H);(PE()ECH) — P(H)[llj(;gEC'H)] —

_ P(H)[1 — P(X =0]H)] _3 -] o Gos

— - 985 T 1607 T
1 - P(X =0) — 3 I T 607

~ (.3783.




4. Siha p(-1,1) =p(1,-1) =3 —a, X € {-1,1}, con

P(X:—1>:p(—1,0)+p(—1,1>:a+%—a:lzp(1,0)+p(1,—1>zp(xz1);

2
pertanto P(X) = 0,P(X?) = 1,0% = 1. Inoltre
XY € {-1,0}, P(XY =0) =2a, P(XY = —1) =1 — 20, P(XY) = —1 + 20"

allora: Cov(X,Y) =P(XY) —P(X)P(Y) = =1+ 2a < 0, per ogni o < 3. Pertanto, X e
Y non sono indipendenti. Inoltre Y € {—1,0,1}, con

P(Y =0)=p(=1,0) +p(1,0) =20, P(Y = —-1)=P(Y =1) = = —q;

pertanto P(Y) = 0, P(Y?) = 1 — 2a = o%. Allora

Cov(X —2Y,-2X +Y)=—-2Cov(X,X)+ Cov(X,Y) +4Cou(Y,X) —2Cou(Y,Y) =
= —2Var(X)+5Cov(X,Y)-2Var(Y) = —2—5+10a—2+4a = —9+14a < 0, Va € [0, 5)
Pertanto, per nessun valore di « in [0, ) i numeri aleatori X — 2Y e —2X + Y sono

2
incorrelati.

5. Siha Z € {—1,0,1}, con

1

P(Z=-1)=p(-1,00)===p(1,0)=P(Z=1), P(Z=0)=

1.

éa

allora: per z < —1si ha Fz(z) = P(Z < z) =0; per =1 < z < 05si ha Fz(z) = P(Z <
2)=P(Z=-1)=1;per0<z<lsihaFy(2)=P(Z=-1)+P(Z=0)=3;perz>1
si ha Fz(z) = 1. Inoltre

pz(t) = P(e") =

A~ |

1 _it+1+1 i 2+e e 24 2cost 1+ cost
—e — —e" = = e .
4 2 4 4 4 2

6. Dalla condizione [ fRQ x,y)dzdy = 1, osservando che I’equazione della retta passante per
i punti (1 2) (3,4) ¢ y =z + 1, segue

3 4 9 73
/ da:/ axydy = / r[y? )it de = g/l (2% + 22°%)dx = g {% + §x3} 1 536a =1;

pertanto a = %. Inoltre, W arriva in B prima di V se e solo se si verifica ’evento (Y > X);
pertanto

3 3 [2 1.,]° 4
P(Y > X) d 2 ydy = —— natlg, - S |28, 1 o _ 4
/ x/ 67V = 113 x[y]f ST R A

7. Siha B(0) = e%,0 > 0; fx,(2:]0) = w70 = Gop(x;), i = 1,2,3,4; per la funzione
di verosimiglianza, si ha a(0|x) = 6%x1e7%%1 - 0%xye %2 . 92x3e79%3 . P2p4e 0% = afSe 0.
Pertanto

B(O]x) = k(x)B(0)a(8|x) = ak(x)e @ = ki (x)0%e 10 9> 0;

ovvero O|x ~ Gg441(0), con ki(x) = F)EZ) = Hl . Allora

C
—POX) =5 =7, o=y =

+
—_



