Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr., Ing. Mecc. - Latina - 11/6/2014)
(risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

. Da un’urna contenente 3 palline nere e 3 bianche si effettuano 2 estrazioni sequenziali. Ad
ogni estrazione, se la pallina estratta e nera si inseriscono nell’'urna la pallina estratta piu
1 pallina bianca; se invece € bianca, si inseriscono la pallina estratta piu 1 pallina nera.
Indicando con E; l'evento “la i-esima pallina estratta e bianca”, ¢ = 1,2, verificare se:
(1) P(Ey) = P(Es); (1i) P(E1|EyV Ey) = P(Eqy|Ey V Es).

(@) SI  NO @) SI  NO

. La densita congiunta di un vettore aleatorio continuo (X,Y), con X > 0,Y >0, ¢ f(x,y) =
xye *Y per x > 0,y > 0, con f(z,y) = 0 altrove. Calcolare, per ogni y > 0, la funzione
di sopravvivenza e la funzione di rischio di Y.

Sa(y) = ha(y) =

. Il tempo aleatorio X impiegato da una persona per completare un lavoro ha una densita
f(z) = (az® + ), per x € [0,1] e zero altrove. Calcolare il valore della costante a, la
funzione di ripartizione F(z) e la varianza di X.

a= F(zx) = Var(X) =

. Da un’urna, contenente 6 palline numerate da 1 a 6, Tizio e Caio effettuano ciascuno 4
estrazioni con restituzione. Definiti gli eventi A = ”"Tizio ottiene sempre un numero pari

oppure sempre un numero dispari”, B = ”Caio ottiene sempre un numero inferiore a /
oppure sempre superiore a 3”, calcolare P(A|AV B), P(B|AV B) e P(AB|AV B).
P(A|AVB) = P(B|AVB) = P(AB|AVB) =

. La funzione caratteristica di 3 numeri aleatori X7, X5, X3, ugualmente distribuiti e stocasti-
camente indipendenti, & ¢(t) = ¢~ Indicando con Z la media aritmetica di X7, X, Xj,
calcolare la funzione caratteristica di Z; inoltre, utilizzando la funzione caratteristica, cal-
colare la previsione m e la varianza o2 di Z.

QOZ(t): m = o° =

. Un vettore aleatorio continuo (X,Y) ha una distribuzione uniforme sul triangolo 7" di
vertici i punti (0,2), (2,0), (2,2). Calcolare le densita marginali fi(x), per x € [0,2], ed
f2(y), per y € [0,2]; inoltre, calcolare la densita di probabilita ¢g(z) del numero aleatorio
Z=X+Y, per z €[2,4].

fi(z) = foly) = 9(2) =

. La distribuzione iniziale di un numero aleatorio © € normale con parametri my = 3, oo = 1.
Le componenti di un campione casuale (Xi,---,Xy), subordinatamente ad ogni fissato

valore 6 di ©, hanno una distribuzione normale con valor medio # e scarto standard o = \/Lg.

Supposto di aver osservato un campione casuale x = (z1,- -+ ,x4), con x3 + -+ + x4 = 12,
calcolare il valore a tale che P(3 —2a < © <3+ 2a|x) =2P(2) — 1.

a =
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Soluzioni della prova scritta del 11/6/2014.

1. Si ha
1 3 3 4 3+1 4 3
P(E))=—-, P(EyE) =——=—-, P(ES|E)) ==, P(Ey|E])=——=—-, P(E5|E]) = .
Pertanto: P(Es) = P(Es|Ey)P(E) 4+ P(Eo|E5)P(Ef) =2 -1+ 2.1 =1 = P(E)); inoltre,
tenendo conto che P(Ey V Ey) =1 — P(E{ES) =1 — P(E{)P(ES|Ef) = 1;, segue
P(Ey) P(Es) T 7
P(E BV Ey) = = = P(Es|ELV By) = 7+ = —.
(1B v E) P(E\VE,) P(E\VE,) (B2l v E2) o

2. Per ogni y > 0, osservando che f0+oo ze *dr =T1(2) =1, si ha

+o0o +oo
fo(y) = / xye T Vdx = yey/ xe Tdr = ye Y ;
0 0

ovvero, Y ha una distribuzione Gamma di parametri ¢ =2, A = 1. Allora

+oo +o0 +00
Sa(y) = P(Y >y) = fa(t)dt = / te~tdt = [—te '] +/ etdt =ye ¥ +e7 Y.
y y

Y
Yy

Pertanto f( ) Y
Y ye y
h — )2 = = ,y>0.
2v) Sy)  wyerter y+1’
3. Siha ) .
3 2

9 ax x a 1

/O(a:v~|—x)x {3+2L 3—|-2 ;

pertanto: a = 3. Allora, per ogni € (0,1), si ha: F(z) = [J(3t* +t)dt = a° + 527
inoltre: F'(z) =0, per x < 0; F(x) =1, per > 1. Infine

p00) = [ astoar= [Gatvatyae= (2 1) = 17
]P(XQ) = /01372f(33)d33 = /Ol(gav4 + :L'3)dx = (1—0 + Z) = %;

: _ 11 _ 289 _ 139
pertanto: Var(X) = 35 — £ = 550

4. Siha: P(A) = (3)*+ ()" = § = P(B); inoltre A e B sono stocasticamente indipendenti.
Allora, osservando che P(A) = P(B), si ottiene

P(A) P(A) 1 8
PAAVE) = 500V B) = P(A) < P(B) - PAP(B) 2= P(4) 15 L BHAVE).
Infine
paBlAv B - PAB) P(A)P(B) P 1

P(AVB)  P(A)+P(B)— P(A)P(B)  2-P(A) 15



5. Essendo X7, X5, X3 stocasticamente indipendenti posto Y X1+ X5 + X3, si ha:

oy (t) = ox, () - ox, (1) - ox,(t) = 39 od essendo Z = ¥ segue

pr(t) = B(e") = P(e"5) = P('sY) = oy @ = e

¢ (0)

Inoltre, ricordando la relazione P(Z*) = m*) = 222 ¢ osservando che

Golt) = (= 20" gl(t) = (G — 20" — 268"
si ottiene ¢/, (0) = i; ©%(0) =i*—2 = —3, da cui segue: m = P(X) = 1, P(X?) = 3; infine:
— P(X?) — [P(X)]2 = 2. (Nota: X ~ N, 5, Xo~ Ny, 5, Xs~ N, 5, Z~ N, )

6. L'area di T' ¢ u(T) = 2; pertanto: f(z,y) M(IT) = 3, per (z,y) € T, con f(z,y) =0

altrove. La retta passante per i punti (2,0), (0,2) ha equazione: = + y = 2; allora

+oo 2
rw = [ sewdy= [ Say=5. sep),

—0o0

8
(]

con fi(z) = 0 altrove; analogamente f5(y f2 y tdr =%, y €[0,2], con foly) =0

altrove; ovvero, X e Y sono ugualmente dlstrlbmtl Inoltre Z € [2,4] e indicando con T il
triangolo di vertici (z —2,2), (2, 2 —2), (2,2), con z € [2,4], si ha u(T,) = “= Z) e, tenendo
conto che la distribuzione e uniforme, segue

P(Z>z):P(X+Y>z):P[(X,Y)eTZ]:// %dxdy:l;%)):@!c;z)z;

pertanto: G(z) = P(Z < z) =1 — % 2 per z € [2,4], con G(z) = 0, per z < 2, e con
G(z) =1, per z > 4. Allora, g(z) = G/( ) = 552, per z € [2,4], con g(z) = 0 altrove.

7. Siha© | x ~ Ny, 04, con my = 3 essendo T = mg = 3. Inoltre: lz: 2—1—02—1—1-1—25

¢ quindi o4 = %. Pertanto © | x ~ N 1. Allora, (ricordando che ® ¢ una funz1one

crescente) si ha

3420 -3 32— 3
P(3-20<©<3+2a|x) =y (3+20)—By 1 (3-2a) = (#) —® (+> -

5

5

— &(10a) — ®(~10a) = 20(10a) — 1 = 20(2) =1 <= ®(10a) = B(2) <= a =04 = L.



