Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr., Ing. Mecc. - Latina - 11/7/2014)
(risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

. Data un’urna contenente 2 palline bianche e 2 nere, Tizio effettua un numero aleatorio
X di estrazioni senza restituzione fino ad ottenere per la prima volta pallina bianca; Caio
ripete I'esperimento effettuando un numero aleatorio Y di estrazioni senza restituzione.
Calcolare la probabilita v dell’evento condizionato (X = 2)[(X + Y = 3) e la varianza

di X =Y. (utilizzare gli eventi E; = "nell’i-ma estrazione Tizio estrae pallina bianca”
i=1,2,3.)
v = Var(X =Y) =

. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione caratteristica @z(t) del n. a.
Z = |E\| + | Es| + | E3|. Inoltre, utilizzando ¢z(t), calcolare la varianza di Z.

pz(t) = Var(Z) =

. Il tempo aleatorio X, impiegato in un percorso, ha una densita f(z) = 0, per x < 2,
f(z) = az, per z € [2,3] ed f(z) = %%, per x > 3; calcolare la costante a. Inoltre,
indicando con m la previsione di X, stabilire se P(X > m) < P(X < m).

a= P(X>m)<P(X<m)?

. Dati 3 eventi El,EQ, Eg, con P(El) = P(EQ) = %, P(ElEQ) = P<E1E3> = %, E1E2E3 = (b,
calcolare la probabilita p dell’evento E{E,; V EyESE5. Inoltre, calcolare la funzione di

ripartizione del numero aleatorio X = |E} Es| + |F1 Es|.

p= F(z) =

N . . . . R _@=224@y-1)?
. La densita congiunta di un vettore aleatorio continuo (X,Y) ¢ f(z,y) = ﬁe B ,

per ogni (x,y). Calcolare la varianza del numero aleatorio 2X — Y e la probabilita p
dell’evento condizionato (2 < X <5, —2<Y <1)|(-1 <X <5, -2<Y <4).

Var(2X -Y) = p=

. Due veicoli partono nello stesso istante per spostarsi da una localita A ad una localita B,
impiegando dei tempi aleatori X,Y. La densita congiunta di (X,Y) ¢ f(x,y) = 3e™ 273,
perz >0,y > 0, con f(z,y) = 0 altrove. Calcolare la funzione di rischio h(z) e la previsione
i del tempo aleatorio Z impiegato dal veicolo che arriva per primo in B; inoltre, calcolare
la probabilita condizionata a« = P(Z < 3|Z > 1).

h(Z): n = o =

. Dati 3 eventi scambiabili Ey, s, F3, con P(EY) = 2, P(E{ES) = +, P(E{ESES) = 0,

calcolare o = P(ESESV ESES| ESESN ESESV ESES) e = P(E1Ey | EyEy V EsEy).
o = /8 —=



Probabilita e Statistica (Ing. Amb. Terr., Ing. Mecc. - Latina)

Soluzioni della prova scritta del 11/7/2014.

1. T numeri aleatori X e Y sono stocasticamente indipendenti e ugualmente distribuiti, con

X e{1,2,3,Y €{1,23},econ P(X =1) =P =1) = P(E) =35, P(X=2)=
=P(Y =2)=P(E{E,)==1-2=1%1, P(X=3)=P(Y =3)=1-35—1=1 Allora
P(X=2,X+Y =3) P(X=2Y =1)
= P(X =2)|(X+Y =3) = = =
7= P =2)I(X+Y =3) P(X +Y =3) PX=1Y =21 P(X=2Y =1)
B P(X =2)P(Y =1) 3y 1
S PX=1)P(Y=2)+P(X=2P(Y=1) i.141.1"2"

Inoltre: P(X) =P(Y)=1-3+2-3+3-: =2, P(X}) =P(Y?) =1-53+4-34+9-; =,

Var(X) =Var(Y) =2 — 2 = 2; pertanto: Var(X —Y) = Var(X) + Var( )= ?0

2. Siha Z ~ H(4,3,3), Z € {1,2}, con
P(Z =1)= P(E\ESESV ESEyESV ESESEs) = P(EVESES) + P(ESEyES) + P(ESESEs) =
2 21 2 21

1=-=P(E), P(Z=2)=1-P(Z=1)==.

In alternativa: P(Z 1) = o = 3 = P(Z =2). Allora, posto P(Z = h) = py, si ha
3
pz(t) =S 0_ pre™™ = Le 4 1eit Inoltre
1., , 3 1 1. 4 5
@’Z(t)ziz'e”—i—ie%, (P/Z(O) 25.; (P%(t): 2 2 zt+222621t _§€zt_2€2zt’ 90%(0>:_§
Pertanto: P(Z) = 229 =3 p(72) =220 =3 Var(Z) =P(2) - [P(Z))? =2 -2 =1,

3. Dev’ +oo _ +<><>9 22]° 9 ]+t _ 5 1 _
. Dev'essere [ f(z)dx = IS avdr + [, % dx oty + [—55], 7 =2%a+1 =1,

pertanto: a = % Allora

+o0 +o0 23 3 +0o0
9 19 64
=P(X) = 2 S =
m=BX) /_oo / d”/ {15] +[ xL AT

quindi: P(X >m)=P(X > %) = f+°o Sdr = [— irroo = 2025 ~ (.2472, con

222 %1 8192 —

P(X<m)=1—P(X >m) ~ 0.7528. Pertanto: P(X >m) < P(X <m).

4. Si ha P = P(Eng V E1E§E3) = P(EfEQ) + P(ElEé:Eg), con
1 1 4

P(E{Es) = P(Ey)—P(E1Ey) = 315 P(E\ESEs) = P(E1E3)—P(E1EyE3) = 5
pertanto: p = % + % = % Inoltre X € {0,1}, con

2 13
P(X =1) = P(E1E3VE E3) = P(EV\Ey)+P(E E3) = 5 PX=0)=1-P(X=1)= T

Allora: F(x) =0, per z < 0; F(x):}—g,per0§x<1; F(z) =1, per z > 1.



5. Si ha

e~

fo) /oo 1 —%d I w2? /°° 1 ‘%d 1 @=2)?
T) = —e = _—F—¢€ 5 /a-¢ WG
' o 187 Y 3Ver 0 327 ' 3var

hy) /OO 1 2’ 1>2d 1w /°° 1 _(x;?)?d 1w
= —e T = e ——e r=——¢ ;

S AN T 3v2r e 3V27 3v2m

pertanto: X ~ N3, Y ~ Nys, con f(x,y) = fi(z)f2(y); ovvero X e Y sono stocastica-

mente indipendenti. Allora: V(2X —Y) = 4Var(X) + Var(Y) = 36 + 9 = 45. Inoltre,
osservando che

2<X<5-2<Y<DA(-1<X <5 -2<YV<4) = (2<X<5-2<Y <1),

segue

P2<X<5-2<Y <1

P=P2<X<5-2<Y<D(-1SX <522y <d)] = 5= TV <4~

(
PR<X<5P(—2<Y <1)  [Py3(5) — P23(2)][P13(1) — P15(—2)]
3(4) — P13(—2)]

T P(CI< X <HP(2<Y <4)  [®23(5) — Bag(—1)][Py
_ @) = 20)[@(0) —(-1)] _ [@(1) -0 _ [@(1) - 2O} _1
(1) —e(-Dj[o(1) - o(-1)]  [@1) - (-1 2[e(1) - e(0)) 4

6. Siha Z =min{X,Y} e, per ogni fissato z > 0, risulta

+o0  pd4o00 “+oo +oo
S(z)=P(Z>z2)=P(X >z2Y >2z2)= / / 3e " Ndady = / e‘xdx/ e dy =

=eFe P =e 1 f(z) = =85'(2) = 4e~** (distribuzione esponenziale di parametro 4).
Pertanto: h(z) = 3;8 =1 F — 4 Tnoltre: p= [ 2f(2)dz = [F* dze~**dz = L. Infine

Pl<Z<3) PZ>1)-P(Z>3) et—e? s
“T TPz P(Z > 1) 1 c (Z2=2)

7. Osservando che (ESESV ESES) A\ (ESESV ESESV ESES) = ESESV ESES, con

11 1
P(EYE; vV ESE5) = P(ETE;) + P(ESES) — P(EYESEY) = TR
3
P(EYE;VE3ESVETES) = P(ETES)+P(E3E5)+P(ETES)—3P(EYE; Eg)+P(EYES E) = 10
Siha 0 = e s — & = 2. Tnoltre, si ha: (ElEQ) (EvEy V EyEs) = E\Es,
con P(ElEg) =1- P(EC V EC) =1- (% + 2 — %) = mﬁne si ha: P(ElEg \/ E2E3)
P(EyEy)+P(EyE3)—P(E By Es) = 2+ — [1 P(EchCvEC)] = —2+(3-2-3-5+0) = 3.

P(E1E»2)

Pertanto: § = 55555
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