Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina - 12/2/2014)
(risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

. In un gioco viene lanciata 2 volte una moneta; ad ogni lancio Tizio riceve 1 euro se esce
Testa, mentre paga 1 euro se esce Croce. Sia F; I'evento “esce Testa all’i-esimo lancio”,
i =1,2, e G il guadagno aleatorio di Tizio a fine gioco. Calcolare: (i) P(G = h), per ogni
valore possibile h di G; (i7) Var(G); (iii) la funzione di ripartizione di G.

P(G=h)= Var(G) = F(x) =

. Un vettore aleatorio (X,Y’) ha una distribuzione uniforme nel quadrato [0, 1] x [0, 1]. Cal-
colare: P(X +Y > 1/2), P(max{X,Y} <1/2), P(min{X,Y} <1/2).

P(X4Y >1/2) = Pmax{X,Y} <1/2) = Pmin{X,Y} <1/2) =

. Da un’urna, contenente cinque palline, di cui due numerate con il numero 0, una con il
numero 1 e due con il numero 2, si effettuano due estrazioni senza restituzione. Indicando
con X il risultato della prima estrazione e con Y il risultato della seconda estrazione, sia
Z = X 4+Y. Calcolare la probabilita « dell’evento (Z < 1) e la probabilita 3 dell’evento
condizionato (X =0]Z <1).

P(Z<1)= P(X=0|Z<1)=

. La densita congiunta di un vettore aleatorio continuo (X,Y) e f(x,y) = ae™*"¥ per x > 0,

y > x, con f(x,y) = 0 altrove. Calcolare la costante a e la funzione di rischiodi Z = Y — X.
a= hz(z) =

. Con riferimento all’esercizio precedente, stabilire se X e Y sono stocasticamente indipen-

denti e calcolare il coefficiente di correlazione di X,Y.

Indip. stocastica ? p=

. Siano dati due numeri aleatori X e Y, stocasticamente indipendenti e con distribuzione
normale standard. Posto Z = 3X — 2V, calcolare la funzione caratteristica di Z e la
covarianza della coppia (Z, X —Y).

wz(t) = Cov(Z,X -Y) =

. Da un’urna contenente 2 palline bianche e 4 nere si tolgono a caso 3 palline senza osservarle;
successivamente, dall'urna si effettuano tre estrazioni con restituzione. Definiti gli eventi
H, = "le palline bianche rimaste nell’'urna sonor”, r =0,1,2; E; = "l"i-ma pallina estratta
¢ bianca”, i = 1,2, 3, calcolare la probabilita di H;|E;E, e la probabilita di Es|F Es.

P(H, | E\Ey) = P(Es| E\Ey) =
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Soluzioni della prova scritta del 12/2/2014.

1. Siha G € {—2,0,2}, con P(G = —2) = P(E$)P(ES) = 1 = P(E)P(Ey) = P(G = 2),
P(G=0)=1-P(G=-2)— P(G=2)= 3. Inoltre
_ 9. tyo 1 2yt 1o
P(G) = -2 4+2 1 0, Var(G) (G*) =4 4—|—4 4—2.

Infine: F(z) = 0 per v < —2; F(z) = %, per =2 <z < 0; F(z) = 2, per 0 < z < 2;
F(z) =1, per z > 2.

2. Si ha f(z,y) = 1, per (z,y) € [0,1]%, con f(z,y) = 0 altrove. Si puo verificare che X,Y
sono stocasticamente indipendenti e con distribuzione uniforme in [0, 1]. Allora, essendo
la distribuzione uniforme, si puo ragionare in termini di rapporti di aree e si ottiene:

PX+Y>1)=1-PX+Y <3i)=1-1=1I inoltre:
Pnax{X,Y} < 1) = P[(X < ) A (Y < D] = P(X < PV < ) = ¢
Pmin{X,Y} < )= PI(X < )V (¥ < )] =1-P[(X > A > )] = 2.
3.85iha(Z<1)=(Z=0)VvV(Z=1), con
P(Z=0)=P(X =0,Y =0) = P(X = 0)P(Y = 0| X = 0) = g }l:%
P(Z=1)=P(X=0Y=1)+P(X=1Y =0)=
= PX=0)P(Y = 1] X =0)+ PX= )Py =0] X =1) =2 455 =1

0)r
Pertanto: a = . Inoltre, osservando che: (X =0)A(Z < 1) =
=(X=0A[(X=0,Y=0V(X=0,Y=1)VX=1Y=0)]=(X=0,Y=0)V(X=0,Y=1),

segue
P[(X=0Y=0)V(X=0Y =1)]
—P(X=0|Z<1)= -
f=F =)= B =0y )V (X =0,y =)V (X =LY —0)
_tdeid o
2 1 2 1 1 2 .
sratsatsg 3

4. Si ha

+00 +o0 400 a 400 a
/ dx/ ae” " Vdy = a/ e By = —/ 2e dr = - =1;
0 T 0 2 0 2

pertanto a = 2. Inoltre, Z =Y — X > 0 e per ogni fissato z > 0 si ha

“+o00
2e " Ydy = ez/ 2e 2 dr = e 7 ;
0

“+oo

Sz(z) = P(Z > 2) :P(Y>X+z):/0+ooda:/x

+z

allora: hz(z) = —gig =-—==-=1



5. Si ha
o0 Y
filz) = / 2 Vdy =27 x> 0; foly) = / 2e " Vdy =2V — 27 y>0;
T 0

pertanto f(x,y) # fi(x)f2(y); quindi X e Y non sono indipendenti. Inoltre

1 1 3 7 V5
PX)=0x==:; PY)=2—-==; PY?))=-..=— = —.
(X)=ox=1: B(Y) T e
Infine, P(XY) = fOJrOO 2re™* (f;oo ye‘ydy) dz, con f;oo ye ¥dy = -+ = xe® + e 7
pertanto
+oo +oo +oo 1 1
P(XY) = / 2xe " (xze " + e V)dx = / 222 ¥ dx +/ 2ze ¥dr =~ + - =1.
0 0 0 2 2
Allora: p = 11_%'5% = \/?5
37
t2
6. Si ha: px(t) = oy (t) = e 2, allora
(32 o2 _(2? 242

SOSX(t) = P(eit(SX)) = ]P)(ei(?’t)x) — @X(Bt) =e 2 =€ 2 ; QonY(t) =e 2 =
Pertanto, essendo Z = (3X) 4 (—2Y), segue

92 o2

SOZ(t) = 903X(t)g0_gy(t) —=e 2e
Inoltre, osservando che Cov(X,Y) =0, si ha

Cov(Z,X-Y)=Cov(3X—-2Y,X-Y) =3Cou(X, X)+2Cov(Y,Y) = 3Var(X)+2Var(Y) =5.

e B B s B 1
P(HO): 261 = P(Hl)_ 162 = P(HQ): 063 =T
(5) (6) 5 (6 °
1 4
P(E1E2|H0> :O, P(E1E2|H1> = 5, P(E1E2|H2> 5,
allora: P(E1Ey) =Y P(E\Es|H,)P(H,)=3%-2+2.1 =T da cui segue
P(E\E,|H\)P(H,) -2 3
P(H,|E\E,) = 9 5 _ 2
P(F\E,) o7
Inoltre
1 8
P(F\EyE5| Hy) =0, P(E\E,Es| Hy) = > P(E\EyEs | Hy) = >
pertanto

1
P(E\ExBs) =Y P(E\E B3| H)P(H,) = == +

da cui segue: P(Fs|EyBy) = 2EE2E) 355 11
4



