Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr., Ing. Mecc. - Latina - 12/9/2014)
(risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

. Date due urne U, contenente 3 palline bianche e 1 nera, e V', contenente 1 pallina nera, da
U si prendono a caso 2 palline che vengono inserite in V. Successivamente, da V' si prende
a caso 1 pallina che viene inserita in U. Sia H, l'evento ”al termine dell’esperimento
V' contiene r palline bianche”. Determinare i possibili valori di r e le corrispondenti
probabilita P(H,.). (indicare con X il numero aleatorio di palline bianche inserite in 'V e
con E l'evento "la pallina estratta da V' e inserita in U ¢ bianca™)

T P(H,):

. Con riferimento all’esercizio precedente, sia Y il numero aleatorio di palline bianche in
U al termine dell’esperimento. Calcolare la previsione di Y e la probabilita v dell’evento
condizionato (X =2)[(X +Y =4).

PY) = V=

. La densita di un numero aleatorio continuo X ¢ f(x) = a, per z € [-3, —2]U[-1,1]U[2, 3],
con f(xz) = 0 altrove. Calcolare la costante a e la funzione di ripartizione F(z). Inoltre,
indicando con m la previsione di X, stabilire se P(X > m) = P(X < m).

a= F(z) = P(X>m)=P(X <m)?

. In una data attivita il ricavo e le spese sono due numeri aleatori stocasticamente indipen-
denti X,Y, con funzioni caratteristiche px () = 22",y (t) = ¢*~*". Indicando con Z
il guadagno aleatorio X — Y, calcolare la previsione my, lo scarto quadratico medio o e
la funzione caratteristica @y(t).

mZ = O’Z = @Z(t) =

. La densita di probabilita congiunta di un vettore aleatorio (X,Y) e f(z,y) = ae™*7Y, per
r>0,5 <y <2z, con f(x,y) = 0 altrove. Calcolare la costante a e verificare se le densita
marginali sono uguali; inoltre, calcolare la varianza di X.

a = fi=f27 Var(X) =

. con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione di ripartizione F(z), per ogni
x > 0, e la funzione di rischio hy(y).

Fy(z) = ha(y) =

. Da un’urna, contenente 2 palline bianche e 1 nera, si effettuano 3 estrazioni con restituzione,
aggiungendo ogni volta nell’'urna 1 pallina dello stesso colore. Definiti gli eventi E; =
"nell-ma estrazione si ottiene pallina bianca”, © = 1,2,3, stabilire se 4, Fy, E3 sono
equiprobabili e se sono scambiabili.

Ey, Es, Es  equiprobabili ? E4, Esy, E5  scambiabili ?



Probabilita e Statistica (Ing. Amb. Terr., Ing. Mecc. - Latina)

Soluzioni della prova scritta del 12/9/2014.

1. Siha X € {1,2}, r € {0,1,2}; inoltre: Hy = (X = 1) AE, Hy, = (X = 2) A E°,
H =[(X=1)AE]V[(X =2)AE], con

D6 _1_ 66 11
P(X=1) = — - =2 _px=9), P(H)=P(X=1)PE|X=1) =~ =
(X = 1) = At = 5 = Bl = (X =2), P(Hy) = POX = DP(EIX = 1) = 5.5

P(H))=P(X=1)P(E°|X=1)+ P(X =2)P(E|X =2) = % ;—I— % : ; = ;,
P(Hy) = P(X =2)P(E|X =2) = 5 -3 ==

2. SihaY =3—- X +|F]|, con X e{1,2}, (X,Y) e {(1,2),(1,3),(2,2),(2,1)}, Y € {1,2,3},
P(X =1)=P(X =2) = 3; inoltre

1 1 3 11 1 2 1
P(X)=1-242.-=2. P(E)=S P(X=r)P(E|X =r) === 4=.2—=
(X)=15+2 5 =5, P =Y POC=nP(BEIX =r)= 5 g 45 2=

da cui segue: P(Y) =P(3 - X+ |E|) =3-P(X)+ P(F)=3-3+5=2.
In alternativa: P(Y =1) = P(X =2)P(E°|X =2) =35 -3 =g,
PY =2) = P(X = )P(E°|X = 1) + (X—Q)P(E\X:Q):%.%4.%.%:%7
PY=3)=PX=1)PEX=1)=2%-t=%rallora: PY)=1-1+2-243.-1 =2
o _ P(X=2,X+Y=4) _ P(X=2,Y=2)

Infine: y=P(X =2)[(X +Y =4) = PiY=D) ~ — PX=IV=31Px=zv=3) oL
P(X=2Y=2=P(X=2)P(Y =2|X =2)=1.2=1

111 AUV S
PX=1Y=3)=PX=1)PY =3X=1)=35" 526,pertanto.7—%j’r%—§.

3. Si ha: f+°°f f adm—i—f adx+f2 adx:éla:l; pertanto: a = 3. Allora:
F(z) =0, pera:< ; Fo) = [, 3dt = 22, per © € (=3, —-2) f;}ldt %, per
re|[-2,-1; F f;idt—i—fx 1dt =2 perz € (—1,1); F f;}ldt—i—fl 1dt =
g perm€[1,2] fgzidt—i-fl Tdt + [ qdt = = perx€(2 3); F(z) =1, per

x > 3. Inoltre, come si puo ottenere direttamente dal dlagramma di f(x), si ha: m = 0;
infatti

+00 2 L S Lo 92 211 213
m = x)dr = —dxr + —dx + —dv = ([z°] 25+ [27]2, + [z7];) = 0.
. 4 . 4 5 4 8

Infine

P(X>m)—/+°Of(x)dx—/11dx+/31dx—1—/ 1dx+/01dx—P(X<m)
- AL AL .14 =)

=



4. Ricordando che la funzione caratteristica di una distribuzione normale di parametri m, o
. 02 2 . .
& p(t) = ™2 segue X ~ Nyo, ¥ ~ N, 55 quindi

my=mx —my =2—1=1, O'Z:\/U%(—i—O')z/:\/é.

Procedimento alternativo:

/ /"

mX:P(X):_‘PX@) =P =Px?) = ox(0) _ )
i i

Inoltre, essendo p_y (t) = P(e-V)) = P(e-DY) = oy (—t) = e Z = X 4+ (=Y, con

X e =Y indipendenti, segue: @z (t) = @x (t)p_y(t) = e2it=27git=t> — ¢it=3>,

5. Siha: [ 122 f(x y)dxdy = af+°o o [2% evdy)dr = a e e“”[—e_y]2’“"dx =

=a O+OO e_x(e—% _ o2z dZL' _ afo —fa: 3“”)dx — a[—§€_2$+ §6—3x]goo _ a(%_%) _

=g =1 pertanto a = 3 Inoltre, per ogni x > 0,y > 0, si ha

2x

fi(z) = 3e " Vdy = 36_””(6—% — 6—29@) —9.

N W

o

2y , 3
faly) = / e Vdr =3e V(e —e W) =2 56—331 — 3%,

M

con fi(z) = fa(y) = 0 altrove; quindi le densita marginali sono uguali. Inﬁne ricordando

che per ogni ﬁssato A > 0, si ha: f+°°x e Mdy = + fOJrOO 2. de Mdr = 5, segue:

P(X) = = 2f T - —e"“"dx f0+ x - 36_3"”d;1: =23 —3=1,
P(XQ) = ]P)(}/2 = 2f+00 2 %e §Zd:[‘ — 0+OO I’Q . 36—31’(137 =2. (w%? — % = 1?4’ pertantO:

Var(X)=Var(Y) =% —1*=2.

6. Siha: Fi(x) =0 per x < 0; inoltre ricordando che fx Xe Mdt =1 — e * per ogni fissato

x> 0siha: Fi(z) = [ fit)dt = [j(2-3 e~3t — 33t )t =2 [ 3e” stdt — o Be73dt =
=2(1—e27) — (1 e737) = ¢ _ Q5@ + L. Inoltre tenendo conto che F, = Fi, segue:
ho(y) = foly) _ _foly) 28" 8V_3e3 _ 3e"3Y_3e-v 3e2y 3

2\Y Sa(y) 1-F(y) 1_(6731:_2@*%9_5_1) 2% 3Y_e-3u  2eBY_1

7. Siha: P(E\) =2, P(Ey) = P(E\)P(Es|Ey) + P(E{)P(Eo|E5) = 2.3 1.2 -2
P(E3) = P(E1)P(Ex|Ev) P(E3|EyEy)+P(Ey) P(ES| By ) P(E3|EyES)+P(EY) P(Eo| EY) P(E3| EYEs)+
+P(ES)P(ES|ES)P(Bs|EfES) = 5 -3 5+35 13 +5-7-5+3-1-8=1%

Pertanto Ei, F5, F3 sono equiprobabili; 1n01tre P(E\Es) = % . % = %,
P(F\E3) = P(E\EyE3) + P(E\ESE3s) = g 324 2.2 % =1 =P(E\E,),
P(EyE3) = P(E\EyE3) + P(ESEsEs) =3 -2 .24+ 2. 2.2 =1 = P(E )

Pertanto Ei, Es, E5 sono scambiabili.



