Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Latina - 17/1/2014)
(risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

. Da un lotto di 100 componenti, contenente 80 pezzi buoni e 20 difettosi, si effettuano 5
estrazioni con restituzione. Calcolare la probabilita « che esattamente tre volte si ottenga
un pezzo buono. Sia inoltre X il numero aleatorio di componenti buoni ottenuti nelle 5
estrazioni; indicando con m e ¢ la previsione e lo scarto quadratico medio di X, calcolare
la probabilita § dell’evento (m — 20 < X < m + o).

o= b=

. La densita di probabilita di un numero aleatorio continuo X € [0,1] U [2,3] & f(z) = 3,
per z € [0,1], f(z) = a, per x € [2,3], con f(z) = 0 altrove. Calcolare la costante a, la
previsione di X e la funzione di ripartizione F'(x).

0= P(X) = F(z) =

. Da un gruppo di 5 studenti, dei quali solo 2 sanno risolvere un certo quesito, ne vengono
presi a caso 3, ad uno dei quali scelto a caso viene sottoposto il quesito. Definiti gli eventi

H, = 7r dei 8 studenti non sanno risolvere il quesito”, r = 1,2,3, A = "lo studente scelto
a caso non sa risolvere il quesito”, calcolare P(A) e stabilire se Hs ed A sono correlati.
P(A) = Correlazione?

. I tempi aleatori impiegati da due veicoli per percorrere un tratto di strada sono rispet-
tivamente X e Y. La densitd congiunta del vettore (X,Y) ¢ f(z,y) = a(z + y), per
(x,y) € [1,2] x [1,2], con f(z,y) = 0 altrove. Calcolare la costante a; inoltre, posto
A= (X<Y),B=(X+Y <3), stabilire se P(B|A) = P(B°|A).

a= P(B|A) = P(B°|A)?

. Un sistema S e composto da due dispositivi in parallelo, con il secondo dispositivo che entra
in funzione quando si guasta il primo. Le durate aleatorie X e Y dei due dispositivi sono
stocasticamente indipendenti, con funzioni di rischio hy(z) = hyo(y) = 2, Vo > 0, Yy > 0.
Calcolare la funzione di sopravvivenza e la funzione di rischio del tempo aleatorio Z di
durata fino al guasto di S. (ricordiamo che Gy \ % Geyx = Geytey )

Sz(z) = hz(z) =

. Utilizzando due urne distinte, ciascuna contenente 2 palline bianche e 1 nera, Tizio e Caio
effettuano ognuno 2 estrazioni senza restituzione. Siano X e Y i numeri aleatori di palline
bianche ottenuti da Tizio e Caio. Posto Z = X 4+ Y, calcolare: (i) ¢z(t); (ii) Var(Z).

pz(t) = Var(Z) =

. La distribuzione iniziale di un numero aleatorio © € normale, di parametri mo = 1, o9 = 3.
Le componenti di un campione casuale (Xi,---, Xg), subordinatamente ad ogni fissato
valore 6 di ©, hanno una distribuzione normale con valor medio 6 e scarto standard o.
Indicando con x un campione osservato (x1,...,Zg), con xy + - - + xg = 6, siano mg e og
la previsione e lo scarto quadratico medio di ©|x. Stabilire per quali valori di o risulta
06 < % e calcolare il valore 6 tale che P[(© > 0" — 20¢)|x] = ®(2).

o€ 0 =



1. Si haX ~ B(n,p),
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n=>5p=+x=13 Xe€{0,1,2,3,4,5}. Pertanto

n
a=PX=3)=()(%)3 —22232—02048 inoltre: m = P(X) =np=5-: =

co
o= npqg = /5" % % = \/j ~ 0.9. Allora: m — 20 ~ 2.2, m + 0 ~ 4.9; pertanto:
B=P(Xe€{34})="P 3)+P(X =4),con P(X =4) = (3)($)*(})! = (2)* =~ 0.4096;
quindi: 8 ~ 0.2048 + 0.

5

) = P(X
8+ 0.4096 = 0.6144.

. Si ha fj;o flx)dx = fol sdx + f;’ adr = 3 + a = 1; pertanto a = Z. Inoltre

400 1 32 11
IP’(X):/ xf(as)da::/ gd:l?—l—/ —zrdr=---=—¢€(1,2).
—o0 0o 3 2 3 6
Infine, F(z) = 0, per < 0; F(x) = [ 3dt = £, per z € (0,1]; F(x) = 3, per z € (1,2];
F(x )———l—f;de—%—I—%( —2)—%:10—1 per z € (2,3); F(x):l per x > 3.

Si ha P(H,) = o r=1,2,3; quindi: P(H,) = 10, P(H,) = %, P(Hj3) = 1—10. Inoltre
(A|Hy) =3, P(A|H,) =2, P(A|H;) = 1; pertanto
3
1 3 2 6 1 3
P(A) = PAHH)PH,) == —+-=--—+4+1-—=—.
(>Z(‘)()310+310+ 10 5

r=1

Infine, osservando che P(A|H3) = 1 > 2 = P(A), segue che Hy ed A sono correlati
positivamente; infatti, simmetricamente, si ha
P(A[H3)P(H;) _ 1-15

P(H;|A) = == =t = =t =

1
— — P(Hs).
>10 (Hs)

=

. Siha

2 2 2 3
/d:)s/ a($~|—y)dy:a/ (:B+—)dx:3a:1,
1 1 1 2

da cui segue: a = 3. Inoltre P(B|A) = %, con
1 [2,9 2
P(AB) /dm/ —(x 4+ y)d 25/1 (5—2x2)dx:§,
L[ 3, 1
_2 2+ Ndy = -+ = = .
/d:z:/ (x+y)d 3/1(2x—|—x—|—)da: 5

Pertanto: P(B|A) =

sono equiprobabili.

w\»—-lco\w

— % =1— P(B¢A). Allora P(B°|A) = g, quindi B|A e B°|A non



5. Si ha
(x) = -y — .= 7 : = v ;
fi(x) = hy(z)e™ Jo M®d 2e% x>0 fa(y) 27y >0

ovvero: X ~ Ezp(2) = Gi5,Y ~ Exp(2) = Gy2. Essendo Z = X +Y, con X,Y
indipendenti, la sua densita di probabilita ¢ fz = G2 * G2 = Ga,2; ovvero

22
f2(2) = Goa(2) = =—=2*"le ™ =dze™®, 22>0.
Pertanto, per ogni z > 0, si ha
+o0 +oo
Sz(2)=P(Z > z) = / dte”dt = [—2te 2> + / 2e % dt = 2ze7% 4 e

da cui segue

dze™% 4
f2(2) - = z>o0.

h = = =
2(2) Sz(z) 2zeZ+4e % 22417 7T

6. Siha X ~ H(3,2,2),Y ~ H(3,2,2), con X € {1,2}, Y € {1,2}; inoltre

Var(X) =Var(Y) = npq(1 —

pertanto: Var(Z) = Var(X)+ Var(Y) = ;.

7. Si ha X =my = 1; quindi O|x ~ Ny, 04, CON

1 6 =
2 Mot 52X ) 1 1 6 o2+54
mg = =1, S==+5= ;
JL% + % of  op o2 902
pertanto og = ﬁ <% = o> 3v/3. Inoltre

0* —206—m6

P[(© > " =204)|x] = 1=P[(© < 0" —20¢)|x] = 1=Pry,04 (0" —206) = 1—P( ) =®(2);

O¢

ovVero <I>(‘9*_2;’+mﬁ) =1—P(2) = ®(—2). Allora, essendo ® una funzione crescente, segue

O =206—ms — _9: pertanto: * = mg = 1.
g6



