Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr., Ing. Mecc. - Latina - 10/7/2015)
(risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

. Una macchina M produce palline, dello stesso peso e della stessa forma, ognuna bianca o
nera con uguale probabilita % Considerati gli eventi (stocasticamente indipendenti) E; =
“I’t-ma pallina prodotta da M ¢é bianca”, sia L un lotto formato da n palline prodotte da
M, delle quali un numero aleatorio X sono nere. Calcolare: (i) i valori di n tali che ¢
maggiore di 0.9 la probabilita p che nel lotto L ci siano almeno due palline nere; (ii) la
probabilita condizionata « che in L ci sia esattamente una pallina nera, supposto che in L
ci sia almeno una pallina nera, calcolando « per n = 4.

n e a =

. La densita di probabilita di un numero aleatorio continuo X € [—3,3] ¢ f(x) = %, per
x € [-3,-1UJ[L,3], f(z) =a, per z € (—1,1), con f(z) = 0 altrove. Calcolare la costante
a, la previsione m di X e i valori z tali che F(z) > 2.

a = m = T €

. Dato un vettore aleatorio discreto (X,Y') € {(—3,—2),(-3,—-1),(—-1,0),(1,0),(3,1),(3,2)},
con P(X=-1,Y=0)=P(X =1,Y =0) = a e con gli altri punti ugualmente probabili
fra di loro, calcolare i valori coerenti che si possono assegnare ad a. Inoltre, calcolare
il valore di a tale che X e Y sono incorrelati e stabilire se X e Y sono stocasticamente
indipendenti.

a € a= Indipendenza ?

. Dati due numeri aleatori XY, stocasticamente indipendenti e ugualmente distribuiti,
con funzione caratteristica e”*QtQ, calcolare la funzione caratteristica e la varianza del
numero aleatorio Z = X — Y; inoltre, calcolare la probabilita + dell’evento condizionato
(mz—UZ §Z§m2+0'2) ‘ (mz—202§Z§m2+202).

wz(t) = oy = v =

. Dato un vettore aleatorio continuo (X,Y’), con densita f(x,y) = 2e72*7¥ per z > 0,y > 0,
e con f(z,y) = 0 calcolare la covarianza della coppia (X + Y, X —Y). Inoltre, posto

7 = %, calcolare la previsione e la varianza di Z.

. Con riferimento all’esercizio 5, calcolare la funzione di sopravvivenza e la funzione di rischio
del numero aleatorio Z.

Sy(z) = hz(z) =
. La distribuzione iniziale di un numero aleatorio © ¢ normale con parametri mg = 2, o9 = 3.
Le componenti di un campione casuale (Xj,...,X7), subordinatamente ad ogni fissato
valore 6 di ©, hanno una distribuzione normale con valor medio 6 e scarto standard o = 1.
Supposto di aver osservato un campione casuale x = (x1,...,27), con &y + -+ + x7 = 14,

calcolare (utilizzando la distribuzione finale di ©) la probabilita p dell’evento condizionato
©>20>2 x).
p =
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1. Siha X ~ B(n,3),conp=P(X >2)=1-P(X =0)—-P(X =1)=1—5. — & = &=L,
Siha: 2521 > 09 «= 2" -10(n+1)>0 <= n > 7, pertanto: p > 0.9 per n > 7.

2TL
Inoltre

PX=1,X>1) PX=1 _ 5 _ n
PX>1)  1-PX=0 1-%& 20n-1’

— 4 —
con o = 3z per n =4.

. Si ha fj;o f(x)dx = f:gl sdx + fjl adx + ff’ tdr = 2a + 5 = 1; pertanto: a = . Inoltre

+o00 711 11 31
m:/ xf(x)dx:/ —xdx—i—/ —xdx—i—/ “xdr=---=0;
s 3 8 1 4 L 8

tale risultato seguirebbe immediatamente osservando che f(z) ha un diagramma simme-
trico rispetto all’asse y. Infine, per z € (1, 3), si ha

-1 1 71 1 1 1 3 1 3
F(z) = - - “dt=-4 -t (r—-1D="+(x—-1)>"
(z) /_ de—l—/ 4dzc+/1 Sdt 4—|—2—|—8(3: ) 4—|—8(x )>4,

3 -1

con F(1) =3 e con F(z) =1 per = > 3; pertanto: F(z) > 2 per z > 1.

. Siha P(X =-1,Y =0)+ P(X =1,Y = 0) = 2a, con 0 < 2a < 1; pertanto a € [0, 1],
con P(X =x,Y =y) = £52 per ogni (z,y) € {(—3,-2),(—3,-1),(3,1),(3,2)}. Inoltre
Xe{-3,-1,1,3}, Y €{-2,-1,0,1,2}, XY € {0,3,6}, con

P(X:—B):P(X:3):1_22a, P(X=-1)=P(X=1)=a,
P(Y:—Q):P(Y:—l):P(Yzl):P(Y:2):1_42a, P(Y =0) = 2a,
P(XY =3) = P(XY =6) = 1_22a, P(XY =0) = 2a,

2
Infine, osservando ad esempio che a = P(X = —=1,Y =0) # P(X = -1)P(Y =0)

a-2a = 2a?, segue che X e Y non sono stocasticamente indipendenti.

Allora: P(X) =P(Y) = 0, P(XY) = 2=2¢; pertanto: Cov(X,Y) = 2=5¢ = 0 per a = 3.

. Si ha
@Z(t) — ]P;(eitZ> _ P(eitXfitY) — ]p(eitX)]P)(ei(ft)Y)gOX(t)(py(_t) _ eit72t267it72t2 _ 674t2 .

Allora: ¢ (t) = =8te™ |l (t) = —8e 4" + 64t2e 4" | ¢, (0) =0, ¢5(0)=—8,
da cui segue

pz)= 229 _ o ey #2090 =8 g o izt (2 = p(22) = s.

l i2 -1



Infine, osservando che:
(i) @z(t) e la funzione caratteristica di una distribuzione normale con parametri
mz = O7 Oz = 2\/5,
(i) (—2v2 < Z <2V2) A (—4V2 < Z < 4V2) = (—2v2 < Z < 2V2),
tenendo conto che ®(1) ~ 0.8413, ®(2) ~ 0.9772, segue
P(—2v2 < Z <2V/2) . @0’2\@(2\/5) - @072\/5(_2\/5)
P(_4\/§ <Z< 4\/§> (I)o,2\/§(4\/§) - (DO,Q\/i(_4\/§)

_ O oA

2z ) _ O - (1) 20(1)—1  0.6826
T e(20) _g(h20) T B(2)-®(-2) 28(2)—1 0954 0.7152.
22
- Siha fiw) = 0+OO 2072 Vdy = - =27 x> 0; fo(y) = -~ =e ¥,y > 0. Pertanto

X e Y hanno una distribuzione esponenziale di parametri rispettivi Ax = 2, Ay = 1, con
flz,y) = fi(x)fa(y) per ogni (z,y); quindi X e Y sono stocasticamente indipendenti.
Allora Cov(X,Y) =0 e si ha

Cov(X+Y,X-Y)=Cov(X,X)—Cov(X,Y)+ Cov(Y,X)—Cou(Y,Y) =

1 1 1 3
:VGT(X)_V(W(Y):E_E:é_l_lz_zl‘
fuolres 1z ~ PSE) = JPCX) 4 B(Y)] = 3 + ) =} +1) =
0% =Var(XX) =War(X +Y) = {{Var(X) + Var(Y)] = i(é + %) =2

. Fissato 2 > 0,si ha Sz(2) =P(Z >2)=P(X+Y >22)=1—-P(X +Y <2z), con

2z 2z—z 2z 2z—x
P(X4+Y <2z)=P(Y <22-X) = / dx/ 2e 2" Yy = / (262“7/ e Ydy)dr =
0 0 0 0

2z 2z 2z
= / 2e % (1—e 1) dx = / Qede:c—th/ e dr =1—e ¥ -2 (1—e%) =
0 0 0

=1-2cFte ¥ =Fyz2); Sz(2)=1-Fy(z) =22 —e*.

. _ v _ —2z —4z. . _ fz(2) __ de722—de~4r _ 4e22—4
Inoltre: fz(z) = F(z) = 4e™** — 4e™**; pertanto: hz(z) = ) = T e = a1
. Siha©|x~ Ny, .., con = L =L+ T =178 ©quindi o7y =2, e con m; =mo =2
07 o o 9 9 8

in quanto T = mg. Pertanto, per la distribuzione finale risulta © | x ~ NQ%. Allora,

osservando che m; — o7 = 1873,

my — 207 = g, segue

PO > 2 |x) _ 1-PO<2|x) _
P(© > 2|x) 1-P(O < 2|x)
1= @y (mr—o7)  1—®(=1) &(1)  0.8413

= = ~ ~ 0.8609.
1= @ (mr—207)  1—®(=2) (2 0.9772

13 5

—p = 2
P (@>8]® 7 X) =

)




