Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr., Ing. Mecc. - Latina - 16/1/2015)
(risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

. Sia @ il quadrato di vertici i punti (0,0),(2,0),(2,2),(0,2). La densita congiunta di un
vettore aleatorio (X,Y) ¢ f(z,y) = k(z + y), per (z,y) € @, con f(x,y) = 0 altrove.
Calcolare la costante k e, indicando con m la previsione di X, la costante ¢ tale che
Pim—c< X <m+c)=3.

k= c=

. Da un’urna contenente 1 pallina bianca e 6 nere si effettuano 7 estrazioni senza restituzione
(Tizio effettua le prime 3 estrazioni, Caio le ultime 3). Se uno dei due estrae la pallina

bianca vince un premio. Definiti gli eventi F; = “l’i-ma pallina estratta é bianca”, i =
1,...,7, A = "Tizio vince il premio”, B = ”Caio vince il premio”, calcolare P(A|AV B)
e P(B|AV B).

P(AJAV B) = P(B|AV B) =

. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione di ripartizione e la funzione
caratteristica del numero aleatorio X = |A| — |B|.

F(z) = p(t) =

. Da un lotto L, contenente 3 pezzi buoni e 1 difettoso, si prelevano a caso 3 pezzi, che suc-
cessivamente vengono esaminati uno dopo l'altro. Sia X il numero aleatorio di pezzi buoni
fra i 3 prelevati dal lotto L. Supposto che i primi due pezzi esaminati siano entrambi buoni
(evento A), calcolare la probabilita che i 3 pezzi siano tutti buoni (evento H) condizionata
all’evento A.

(Nota: indicare con E; l’evento "l'i-mo pezzo esaminato é buono”, i =1,2,3)

P(H|A) =
. Con riferimento all’esercizio 1, stabilire se X e Y sono stocasticamente indipendenti;

inoltre, calcolare la mediana M del numero aleatorio Y.

stoc. indip.”? M =

. La densita congiunta di un vettore aleatorio (X,Y) & f(x,y) = e ¥ per & > 1,y > 0,
con f(z,y) = 0 altrove. Calcolare la funzione di rischio hy(z), per x > 1, la densita
condizionata f»(y|z) e la previsione condizionata P(Y|x), per x > 1.

hi(z) = faylr) = P(Y|z) =

. La distribuzione iniziale di un numero aleatorio © & normale di parametri my = oy = 3. Le

componenti di un campione casuale (X7, -- -, X,,), subordinatamente ad ogni fissato valore
6 di ©, hanno una distribuzione normale con valor medio 6 e scarto quadratico medio o = 1.
Posto x = (z1,...,,), con ¥y + -+ + x, = 3n, siano m, e o, la previsione e lo scarto

quadratico medio di ©|x. Calcolare la probabilita p dell’evento [(3 — 0, < O < 3+ 07,,)|X]
e stabilire per quali valori di n ’ampiezza dell'intervallo [m,, — o,,, m,, + 0,,] € minore di %

p= n e
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Soluzioni della prova scritta del 16/1/2015.

1. Si ha: fo [z, y)dzdy = kf02 dx fOQ(:v +y)dy = kf02(2:)3 + 2)dz = 8k = 1; quindi k = §
Inoltre

1 [ 1 y? > o+ t+1 r? x
fi(@) S/O(xﬂ/)y S{xzﬂrz}o : / =gty 0ses2
da cui segue: P(X):fozxfl dx—fo ”ijd = [;%—x—;} . Infine:
0
me 1 1 1
P(m—c§X§m+c):/ :EI dm:Fl(m—l—c)—Fl(m—c):---:@25,
per ¢ = 1o =5

2. Gli eventi sono scambiabili, con P(E;) % i=1,...,7, E;E; =, per ogni i # j. Inoltre

P(AJAV B) = 50455, P(BIAV B) = 54k, con

P(A)= P(E1V EyV E3) = % = P(E5V E¢VE;)=P(B), PLAvVB) = P(A)+ P(B) = 7

da cui segue: P(A|AV B)=P(B|AV B) =3

3. Si hanno tre costituenti: A = EyV E;V E;, B = FE;V EgV E;, A°B° = E4; quindi
X €{-1,0,1}, con
1
P(X=-1)=PB)=-=P(A)=P(X=1), P(X=0)=P(A°B°)=P(E,) = =
Pertanto: F(x) = 0, per x < —1; F(z) = %, per —1 <z < 0; F(x) = ‘—;, per 0 <z <
F(z) =1, per z > 1. Inoltre

I;

~ e 4+ 1 4 e 1 6
gp(t):the”h: < +7+ ‘ :-“:?—i-?cost.

4. Siha X ~ H(4,3,2), con X € {2,3} e con
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P(X=2)=P(H ) =23+ =—,
(X =2) = P(H) = 4 = |
Inoltre
P(AIH) = PBBH) = 1, PAIHC) = P(ELB|HY) = P(B|H)P(Eo| By HY) = 2
Allora: P(A) = P(A|H)P(H) + P(A|H®)P(H®) =1-1+3-3 =

P(A[H)P(H) _1-3
P4

%; pertanto

P(H|A) = - %

1
2



5. Ricordiamo che fi(z) = =, per 0 < 2 < 2, con fi(z) = 0 altrove. Inoltre

0<y<2

— )

1 1{m2+xyr_y+1

p) =g [ =g |55 =0

con fo(y) = 0 altrove; pertanto f; = fo. La condizione (z +y) = 2 - X v (z,9) € Q,
non e soddisfatta, ovvero f(z,y) # fi(x)f2(y); pertanto X e Y non sono stocasticamente

indipendenti. Infine
M M 2
y+1 M M 1
d == —d = — _— = -
A fa(y)dy A T W=t =5

da cui, tenendo conto che 0 < M < 2, segue: M = /5 — 1.

6. Ricordando che 0+°o Ae Mdt =1,V > 0, per ogni fissato = > 1 si ha

fi(x) / gy = LT gty — L
1 0 Yy .TQ 0 Y 1'2

P(X >z)= [ fit)dt = [ Ldt = [—l];roo = 1. Pertanto

x t

allora: Sy ()

hi(z) = ﬁi(ﬁ)

falylx) = fi(f)) x2e=""Y; ciod Y|z ~ Exp(x?). Infine, ricordando che [" the Mdt = 1,

segue: P(Y|z) = f0+oo yfolylr)dy = f0+oo yrle " Vdy = -, per ogni fissato z > 1.

fid-

= %, x > 1. Inoltre, fissato x > 1, per ogni y > 0 si ha
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7. Siha ©]x ~ Ny, 5., con X = 3 = myg; quindi: m,, = i LJFj = 3 = my; inoltre
1 1 N n 1 n 1+9n 3
—=—=+t—===-+n= , Oy = ———— .

o2 ot o2 9 9 V1+9n

Allora
p= P[(S -0, <O <3+ Un)|x] = ®mn70'n(3 +0,) — (I)mn,an(g —0y) =

= O(1) — B(—1) =20(1) — 1 ~ 0.6826.

Infine, 'ampiezza dell’intervallo [m,, — o, m,, + 0,] € 20, = \/%W < % per n > 16.



