Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr., Ing. Mecc. - Latina - 27/3/2015)
(risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

. La densita di probabilitd di un n.a. continuo non negativo X ¢ f(z) = cy/x e *V?®, per
x > 0, con f(x) = 0 altrove. Calcolare la costante ¢ e, per ogni x > 0, la funzione di
sopravvivenza S(z) e la funzione di rischio h(x).

c= S(z) = h(z) =

. Da un’urna, contenente sei palline, di cui due numerate con il numero 0, due con il numero
1 e due con il numero 2, si effettuano due estrazioni senza restituzione. Indicando con X il
risultato della prima estrazione e con Y il risultato della seconda estrazione, sia Z = X +Y.
Calcolare la probabilita p dell’evento (Z < 0) e la probabilita « dell’evento condizionato
(X =0]Z<1).

Q
Il

p:

. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione caratteristica del n.a. Z.

pz(t) =

. Dati due n. a. X e Y, incorrelati e con distribuzione normale di parametri m = o = 1,
posto U = 3X +Y,V = X — 3Y, calcolare le varianze di U e V e il loro coefficiente di
correlazione p.

Var(U) = Var(V) = p=
. Dati tre eventi scambiabili Ey, Fy, F3, con P(E;) =
calcolare P(EY| Es) e P(ESV ES| EQF3).

P(E}| Ey) = P(E{V ES| EyE3) =

. Sia T il triangolo di vertici i punti (a,0), (0,a), (a,a), con a > 0. La densita congiunta
di un vettore aleatorio continuo (X,Y) ¢ f(z,y) = &3¢, per (z,y) € T, con f(z,y) =0

altrove. Calcolare la costante a e stabilire se P(X <Y) = P(X >Y).

a= PX<Y)=P(X>Y) ?

. Con riferimento all’esercizio 6, determinare la densita e la funzione di ripartizione di X.

filz) = Fi(x) =
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Soluzioni della prova scritta del 27/3/2015.

1. Posto t = a/z, si ha dt = 3\/zdx; allora

“+o0o “+o0o 2 “+o0o 2
flx)dz = c Ve ™Veidy = —c/ eldt ==-c=1;
0 0 3 Jo 3
pertanto: ¢ = % Inoltre, fissato x > 0, si ha
+oo +oo
S(x) = Ft)dt = \/Ze*ff dt = [—e VT = g2V
Infine: h(z) = g((g = 2 e = =3V
2. Siha (Z<0)=(Z2=0)=(X=0,Y =0); pertanto

P(Z <0)=P(Z=0)

P(X=0,Y =0)=P(X =0)P(Y =0|X =0) =
Ioltre: (Z<1)=(Z=0V(Z=1)=(X=0Y =0)V(X =0,Y = 1)V(X =

con

2 2 2

( : ) =P( )PV =1[X =0) =5 == 1=,
P(X=1,Y=0)= P(X = )P(Y =0| X =1)= 2.2 = 2,
S B R A T
Pertanto:azP(X:0|Z§1)—P();(:ZO’§ZI)§1):P[(X OYP(OZ)S%( 0.Y=1)] _

_ P(X=0,Y =0)+P(X =0,Y = 1) iz

CP(X=0Y=0+P(X=0Y=1)+PX=1Y=0) L+2+

3. Siha Z € {0,1,2,3,4}, con

1
P(Z:0)21—5,P(Z—l):P(Xzo,Yzl)—i-P(X—lY—O)
inoltre
22 2
P(Z=2)=P(X=0,Y=2)+P(X=1Y=1)+P(X=2,Y=0) = 65+6
2 2 2 2
P(Z=3)=P(X=1Y =2 P X=2Y=1)=-.—4+-.==
(Z=3)=P(X =LY =2+ P(X=2Y = 1) = 5 54 5
2 1 1
P(Z=4)=P(X=2Y=2)==-—-=—.
6 5 15

Pertanto
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4. Si ha Var(X) = Var(Y) = 1,Cov(X,Y) = 0; quindi Var(U) = Var(X) + Var(Y) =
Var(X)+9Var(Y) = Var(V) = 10. Inoltre, osservando che Cov(aX,bY) = abCov(X,Y),
segue

Cov(U,V) = Cov(3X+Y,X-3Y) = Cov(3X, X)+Cov(3X,-3Y)+Couv(Y, X)+Couv(Y,—-3Y) =

=3Cou(X,X) - 3Cow(Y,Y) =3Var(X) —3Var(Y) = 0. Quindi: p = 0.

5. Dall'ipotesi di scambiabilitd segue P(E,) = P(E,) = 3, P(E:E3) = P(E\Ey) = &.
Allora, ricordando che P(A°|H) =1 — P(A|H) e che A°V B¢ = (AB)¢, segue

P(E\E,) Z 4
P(E\E,Fs) : 2
P(ESN ES|FEyEs) =1 — P(E\Ey | ExFE3) =1 — =1-8 =2
(EYV E3 | EyEs) (EvE2 | ExEs) PESEY) s

6. L’equazione della retta passante per i punti (a,0), (0,a) & z + y = a; inoltre, si ha

// x—zydacdy: = /( —I—a:v)dx:---:2—a:1;
0 a—z @ 3

pertanto a = 2. Inoltre, 'evento (})X >Y') & vero se e solo se (X,Y") appartiene al triangolo
PE

D di vertici i punti (2, %), (3,0), (3, %), quindi

A i, 9
P(X >Y) fxydxdy— d:v x—l—y =3 2£L‘—§ de =---
3

Allora, dalla relazione P(X <Y)+ P(X >Y) =1, segue: P(X <Y)=P(X >Y).

7. Per z € [0, 3], si ha

3
4 3 222 + 6
file) =5 [ oy = = T
2

con fi(z) = 0 altrove. Inoltre, Fi(z) = 0 per z < 0, Fi(z) = 1 per x > 3. Infine, per

O<x<%,siha
T 2t? + 6t 223 + 92
F == dtI'--:—.
1) /0 9 27

DO | —



