Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Ing. Mecc. - Latina - 6/11/2015)
(risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

. Da un lotto di 20 componenti, contenente 16 pezzi buoni e 4 difettosi, si effettuano 4
estrazioni con restituzione. Calcolare la probabilita o che esattamente tre volte si ottenga
un pezzo buono. Sia inoltre X il numero aleatorio di componenti buoni ottenuti nelle 4
estrazioni; indicando con m e ¢ la previsione e lo scarto quadratico medio di X, calcolare
la probabilita 8 dell’evento (m — o < X < m + o).

o= b=

. La densita di probabilitd di un numero aleatorio continuo X € [0,1] U [3,4] ¢ f(z) = 1,
per z € [0,1], f(x) = ¢, per x € [3,4], con f(z) = 0 altrove. Calcolare la costante ¢, la
previsione di X e la funzione di ripartizione F(x).

c= P(X) = F(z) =

. Da un gruppo di 6 studenti, dei quali solo 2 sanno risolvere un certo quesito, ne vengono
presi a caso 2, ad uno dei quali scelto a caso viene sottoposto il quesito. Definiti gli eventi

H, = 7"r dei 2 studenti sanno risolvere il quesito”, r = 0,1,2, A = ”lo studente scelto a
caso sa risolvere il quesito”, calcolare P(A) e stabilire se Hy ed A sono correlati.
P(A) = Correlazione?

. I tempi aleatori impiegati da due veicoli per percorrere un tratto di strada sono rispet-
tivamente X e Y. La densita congiunta del vettore (X,Y) ¢ f(x,y) = c(z + y), per
(z,y) € (0,2] x (0,2], con f(z,y) = 0 altrove. Calcolare la costante ¢; inoltre, posto
A= (X <Y),B=(X+Y <2), stabilire se P(A|B) = P(B|A).

c= P(A|B) = P(B|A) ?

2
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. Dato un numero aleatorio continuo X > 0, con densita f(z) = §e™15 per z > 0, con

f(x) =0 altrove, sia Y = %2. Calcolare la previsione di X e la funzione di rischio di Y.

P(X) = hy (y) =

. Utilizzando due urne distinte, ciascuna contenente 3 palline bianche e 1 nera, Tizio e Caio
effettuano ognuno 2 estrazioni senza restituzione. Siano X e Y i numeri aleatori di palline
bianche ottenuti da Tizio e Caio. Posto Z = X — Y, calcolare: (i) Var(Z); (ii) ¢z(t).

Var(Z) = o2 (t) =

. Da un lotto, contenente 6 pezzi buoni e 2 difettosi, si effettuano 4 estrazioni senza resti-
tuzione. Definiti gli eventi F; = "I'i-mo pezzo estratto e difettoso”, 1 = 1,...,4, calcolare
la probabilita condizionata o = P(E,Es | E3 V Ey). Posto inoltre X = |Ey| + |Es| e indi-
cando con m e o la previsione e lo scarto quadratico medio di X, calcolare la probabilita
p=Pim—20< X <m+o).

o = p:
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Soluzioni della prova scritta del 6/11/2015.

1. Siha X ~ B(n,p),conn=4,p=32=2 X €{0,1,2,3,4}. Pertanto
a=P(X =3)= ( J(3)P(G) =32 = 0 4096 inoltre
4 4 1 4
m:P(X):np:4-5:3.2; o =./npq = g 32320.8.
Allora: m — o = 2.4, m + o = 4; pertanto: § = P(X € {3,4}) = P(X =3) + P(X =4),
con P(X =4) = i)(% 4 = (2)* = 0.4096; quindi: 3 = 0.4096 + 0.4096 = 0.8192.
. Siha [ f(x)dr = fo 1dx + f3 cdr = § + ¢ = 1; pertanto ¢ = 3. Inoltre
—+o00 1 4 11
IP’(X):/OO xf(a:)da:z/ozdqu/S Zxd:v:---zz.

Inﬁne F(z) =0, per z < 0; F(z) = [ +dt = %, per z € (0,1]; F(z) = 1, per z € (1,3];
———l—fxgd:c—%jt%( —3)=3z—2 perze (3,4); Flz)=1

2 4
. Siha P(H,) = (T)((%T) , r=0,1,2; quindi: P(Hy) = <, P(Hy) = £, P(H) = 1. Inoltre

2
P(A|Hy) =0, P(A|Hy) =1, P(A|H) = 1; pertanto
2
6 1 8 1 1
P(A) = P(A|lH.)P(H,)=0-—+--—+4+1-—=—-.
(4) TZ:; (AlH,)P(H:) 15+2 15+ 15 3

Infine, osservando che P(A|H;) = 1 > 3 = P(A), segue che H, ed A sono correlati
positivamente; infatti, simmetricamente, si ha

P(A|H)P(Hy) 1-L 1 1
. Si ha
/dm/ c(x+y)d /(2x—|—2)d =8=1,
da cui segue: ¢ = . Inoltre P(A|B) = PE(B) , P(B|A) = Pfﬁfj), con
I ) 1
P(AB) dx x+y == (2-22Ydz = -,
8/, 6
? 1 1 [ 3 1
=1 d - dy=--=— BV ) Y —
/Ox/x8(x+y)y 8/0(2x+x+)x 5

/2d /Hl( +y)d 1/2( ! 21+ 2)d L ! P(A)
= a — (T = e e — — ——X T =+ = — - = .
0 o 8 v 8Jo 2 3 2



Pertanto: P(A|B) = ¢ = 1 = P(A), P(B|A) = &£ = 3 = P(B). Gli eventi A ¢
B sono stocasticamente indipendenti e non equiprobabili; quindi A|B e B|A non sono

equiprobabili.
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. Osserviamo che, se Z ~ Ny, allora P(Z) =0, Var(Z) = ) inoltre

) e 1 22 oo 1 00 22 L
P(Z%) = z 3\/%6 Bdz =2 3\/% 18dz- 9 Bdz =9;
oo 0

Z2 oo .
pertanto: fo > % TTdz = 0+ “; e T8 dm =P(X) = %\/ 2m. Inoltre, per ogni fissato y > 0,
si ha

T w2 o
3¢ Edr = [—e” 18]3\[—6 :

ke

Sy(y) = P(Y > y) = P(X > 3y/5) = /Sf

ovvero Y ha una distribuzione esponenziale di parametro A = 3. Pertanto: hy(y) = % per
y > 0, con hy(y) = 0 altrove.

. Siha X ~ H(4,2, %), Y ~ H(4,2, %), con X, Y stocasticamente indipendenti; pertanto

1 31 1 1
Var(X)=Var(Y) = npq(l—ﬁ) = 2-12(1—5) =1 Var(Z) =Var(X)+Var(Y) =
Inoltre X € {1,2}, Y € {1,2}, con
3 2 1 1 1
P X=2)=PY=2)=---=—-, PX=1)=PY=1)=1—=-=—;
x=y=pry=2=22-1 px-n-py-n=-1-1-1.
12t

5 e”"*. Pertanto, dall’indipendenza stocastica di X e Y,
osservando che p_y(t) = ]P’(e“(_yf) = P(e!DY) = py(—t), segue

_ I TR R N ST v WU S SUR R R
wz(t) = ox(t)py( t)—(26 +26 )(26 +26 = —2+4e +4e.
In alternativa:  (X,Y) € {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}, con P(X = k) =
= P(X = h)P(Y = k) = 1, per ogni h,k; inoltre Z € {-1,0,1}, con P(Z = 0) = 1,

P(Z=-1)=P(Z=1)=1, da cui seque: goZ( ) =14 e+ Lett,
. Gli eventi Ey, ..., F4 sono scambiabili; in particolare sono equiprobabili, con
1 1
inoltre P(ESES) = P(E{ES) = 32. Allora
_ PUB\B) A (B3 V Ey)] _ P(EaBs) 5 1
P(E3V Ej) 1-P(ESE;) 1—32 137
Inoltre X € {0,1,2}, con X ~ H(8,2,1); quindi P(X) =np =13, o npg(l — £=%) =

,/ ~ (.5669, da cui segue: m — 20———2@/ <0, m+0——+@/ (1,2). Allora

levento (m —20 < X <m+ o) coincide con 'evento (X < 2); quindi

p=Pm-20<X <m+o)=P(X=0)+P(X=1)=1-P(X =2) =1~ L) _ 27,



