Probabilit e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Ing. Mecc. - Latina - 15/1/2016)
(risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

. Date due urne U e V, ciascuna contenente 4 palline bianche e 1 nera, da ogni urna si
tolgono a caso due palline. Sia X il numero aleatorio di palline bianche estratte da U ed
Y il numero aleatorio di palline bianche estratte da V. Posto Z =Y — X, calcolare la
previsione, la varianza e la funzione di ripartizione di Z.

P(Z) = Var(Z) = F(z) =

. La densita di probabilita di un numero aleatorio continuo X € [0,2] ¢ f(x) = —z + 1, per
x € [0,1], f(z) =z —1, per z € (1,2], con f(z) = 0 altrove. Calcolare la funzione di
ripartizione F'(x) e i valori x, x5 tali che gli eventi (X < 1), (21 < X < x9), (X > x9)
sono ugualmente probabili.

F(z) = Ty = Ty =

. Da un gruppo di 5 studenti, dei quali solo 2 sanno risolvere un certo quesito, ne vengono
presi a caso 3, ad uno dei quali scelto a caso viene sottoposto il quesito. Definiti gli eventi

H, = 7r dei 3 studenti sanno risolvere il quesito”, r = 0,1,2, A = "lo studente scelto a
caso sa risolvere il quesito”, calcolare P(A) e stabilire se Hy ed A sono correlati.
P(A) = Correlazione?

. Due veicoli, a partire da un certo istante, si mettono in movimento con velocita aleatorie
(in km/h) X e Y. La densita congiunta di (X,Y) ¢ f(z,y) = e * %, con a > 0, per
x>0,y >0, con f(z,y) =0 altrove. Calcolare la costante a; inoltre, posto Z =Y — X e
fissato un valore z > 0, calcolare la probabilita p = P(Z > z) e la probabilita condizionata
v=P(Z>z|Z>0).
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. Dato un numero aleatorio continuo X > 0, con densita f(z) = ze~2z per x > 0, con
f(x) = 0 altrove, sia Y = X?. Calcolare la previsione di X, la funzione di sopravvivenza
di Y e la funzione di rischio di 7' = 2Y".

P(X) = Sy(y) = hr(t) =

. L’attivita di un operatore finanziario comporta un’entrata aleatoria X ed un’uscita aleato-
ria Y, con X,Y stocasticamente indipendenti e con distribuzione normale, di parametri
mxy =4,my =2,0x = 1,0y = % Calcolare la funzione caratteristica del guadagno com-
plessivo Z = X —Y e la probabilita p dell’evento condizionato (Z > 24++/5|Z > 2+ ‘/75)
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(ricordiamo che la funzione caratteristica di una distribuzione Ny, , ¢ ¢(t) =e
pz(t) = p=

. La distribuzione iniziale di un numero aleatorio © € normale con parametri mg = 1, o¢ = 1.
Le componenti di un campione casuale (X7, -, Xyy), subordinatamente ad ogni fissato
valore 6 di ©, hanno una distribuzione normale con valor medio # e scarto standard o = \%
Supposto di aver osservato un campione casuale x = (xq,- -+ ,Zaq), CON Ty + -+ Tog = 12,
calcolare il valore ¢ tale che P(22 — ¢ <O < 2 4 ¢|x) =28(2) — 1.
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1. Siha X € {1,2}, Y € {1,2}, con X e Y stocasticamente indipendenti e con

Px=ty=py=n= W 2 p o pyog @63
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X ed Y hanno la stessa distribuzione ipergeometrica H(5,2,%), con P(X) = P(Y) = &,
Var(X) =Var(Y) = &, Cov(X,Y) = 0; pertanto: P(Z) =P(Y) —P(X) =0, Var(Z) =
Var(X) + Var(Y) = 3. Inoltre, Z € {—1,0,1}, con

23 6 13
P(Z=-1)=P(X=1Y=2)=22= 2 =P(X=2Y=1)=P(Z=1), P(Z=0)=.

=
Allora: F(z) =0, per z < —1; F(z) = &, per =1 < 2 < 0; F(z) = 42, per 0 < z < 1;
F(z) =1, per z > 1.

2. Si ha F(z) = 0, per ¢ < 0; F(z) = [J(—t+ 1)dt = —%2 + x, per z € (0,1],
F(z) = fol(—t + 1)dt + [[(t — 1)dt = % —x+ 1, perxz € (1,2], F(z) = 1, per x > 2.
Inoltre, gli eventi (X < z),(x; < X < x9),(X > x9) formano una partizione ed
essendo ugualmente probabili hanno tutti probabilita % Osservando che F(z;) = %,
F(1) =3, F(x2) = 2, segue 21 € (0,1), 25 € (1,2), con
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P(XS.ZEl):F(.’L’l):—éﬁ-wl:g:P(X>332):1—F(332):1—(?2—.1'24‘1) :—?2"‘1'2,

da cul si ottiene: x :1—\/?5, Ty = 1+‘/T§.

3. Siha P(H,) = , r=0,1,2; quindi: P(Hy) = 15, P(H,) = 3, P(H3) = 3. Inoltre

P(A|Hy) =0, P(A|H) =35, P(A|H;) = 2; pertanto
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Infine, osservando che P(A|Hy) = 2 > 2 = P(A), segue che Hy ed A sono correlati

positivamente; infatti, simmetricamente, si ha

P(A|H,)P(H 2.3 1 3
P(H2|A): ( ’P<21)4)( 2):321025 1_0

— P(H,).

4. Si ha: OJFOO dx 0+O° e Wdy =1 0+OO et [—e W] Pdr = éfoﬂo e "dr = 1 = 1; pertanto
a = 1. Inoltre, osservando che (Z > z) = (Y > X + z) = [(X,Y) € A], dove A & I'angolo
contenuto nel primo quadrante di vertice il punto (0, z), delimitato dall’asse y e dalla retta

y=2x+ 2, si ha

+o0 +o00
p=P(Z>z)=PY >X+2)= // f(z,y)dzdy = / dz;/ e " Vdy =
A 0 T+z
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Infine: y=P(Z > 2|Z >0) = P(}Z;.(>ZZ’>ZO)>O) = I;gig; = 2 =e %

. Osserviamo che, se Z ~ Ny, allora P(Z) =0, Var(Z) = 1 = P(Z?); inoltre

oo 1 22 oo 2 22 oo 2
P(Z%) = 22\/%e’7dz = i 22 e 2d / =1;

Z2 o0 _z“ .
pertanto: f0+°° e Tdr = f0+ e dy = P(X) = /% Inoltre, per ogni fissato y > 0,
si ha
+o00 2 .2 . 1
Sy(y) =P(Y >y)=P(X > fy) = /ﬁ we  rdr=[—e T]IF =e"2; (Y ~ Exp (5)) '

Infine, per ogni fissato ¢ > 0, si ha: Syp(t) = P(T' > t) = P(Y > 1) = Sy (§) = e i
Allora T" ha una distribuzione esponenziale di parametro A = %. Pertanto: hp(t) = i per
t >0, con hp(t) = 0 altrove.

.Siha: P(Z)=mz =P(X-Y)=P(X)-P(Y)=mx—my =2, Var(Z) =Var(X-Y) =
Var(X)+ Var(Y) = 0% + 0% =5, pertanto: o = ‘/75 Inoltre, sfruttando I'indipendenza
stocastica di X,Y, si ha
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sz(t) _ P(eth> _ ]P;<ezt(X7Y)) _ ]P;(eti)P(efth) _ @X(ﬂ@y( t) €4zt7— 672zt 62”7% .
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pertanto: Z ~ N . Allora

\/5> _P(Z>2+V5,2>2+%) P(Z>2+V5) _

p=P|Z>24+V5]|Z>2+"
( | 2 P(Z > 2+ ¥5) P(Z>2+%)

- 1—@2775(2%/5) _ 102 | 1-09772
T 1—a, L2+  1-0(1) 1-08413 0

. Siha © | x ~ Ny o, CONLT = 5, Moy =

ovvero © | x ~ Nas 1. Pertanto
49°7

25 25 25 25
P(4—9—c§@§5+c|x):®ig’; <E+C)_q)ig’$ <E_C>:

= <49—149> — P (49—149> = ®(7c) — O(—Tc) =29(7c) — 1.
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Allora, (ricordando che ® ¢ una funzione crescente) si ha

2
20(7c) —1 = 20(2) — 1 <= O(7c) =P(2) <= Tc=2 = c:2024:?



