Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Ing. Mecc. - Latina - 8/6/2016)
(risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

. Dati 3 numeri aleatori X,Y, Z, stocasticamente indipendenti e con distribuzione normale
di parametrim = 0,0 =2,siaV =X —-Y +ZeW = aV, con a > 0. Calcolare la funzione
caratteristica di V' e il valore della costante a tale che W abbia una distribuzione normale
standard. Inoltre, posto U = X — Y, T =Y — Z, calcolare Cov(U,T). (ricordiamo che per

. 0,2 2
una distribuzione normale di parametri m, o si ha p(t) = ™= "2")
pv(t) = a = Cov(U,T) =

. Una macchina produce pezzi in serie, ognuno dei quali e difettoso con probabilita %. Con-
siderati gli eventi E; = "I’i-mo pezzo é difettoso”, i = 1,2, ..., (giudicati stocasticamente
indipendenti), e posto A = E1EsFE3 V EyEsEy e B = E1FEy V EyEs V EsEy, calcolare la
probabilita « = P(A|B). Sia inoltre X il numero aleatorio di pezzi difettosi tra i primi 4
prodotti dalla macchina. Calcolare la probabilita condizionata = P(X < 4|X > 0).

o= 8=

. Dato un numero aleatorio X con distribuzione N, s 5, calcolare la probabilita condizionata
p=P0O0< X< 2\/§| —V2< X< 3\/5) Inoltre, assumendo che X ~ N, ., verificare
sea=bdovea=PX>m—ko|X<m+o0), b=PX <m+ko|X >m—o0), con
k> 0.

p= a=0b7

. La densita congiunta di un vettore aleatorio (X,Y’) ¢ f(z,y) = a(y—x), per (x,y) apparte-
nente al triangolo T di vertici i punti (0,0), (1,1),(0,1), con f(z,y) = 0 altrove. Calcolare
la costante a e la probabilita condizionata p = P(Y > 1| X < 1).

a = p=

. Con riferimento all’esercizio precedente, posto Z =Y — X, calcolare la densita di proba-
bilita e la previsione di Z.

f(z) = P(Z) =

. Dato un numero aleatorio continuo X > 0, con densitd f(z) = 25ze™>*, z > 0 e con
f(z) = 0 altrove, Calcolare, per ogni z > 0, la funzione di sopravvivenza S(z) e la funzione
di rischio h(x). Fissati inoltre x > 0,y > 0, stabilire se P(X >z +y| X >y) = P(X > x).

S(x) = h(z) = PX>z4y| X >y)=P(X >x)?

. Da un’urna U, contenente 3 palline bianche e 4 nere, vengono estratte senza restituzione
tutte le palline. Tizio estrae le prime 3 palline; Caio estrae le ultime 3. Ciascuno dei due
vince un premio se estrae tutte palline bianche. Definiti gli eventi: A = "Tizio vince il
premio”, B = ”Caio vince il premio”, F; = "I'i-ma pallina estratta e bianca”, calcolare:
(i) la probabilita p che almeno uno tra Tizio e Caio vinca il premio; (ii) la probabilita «
che almeno uno dei due vinca il premio, supposto che F, sia falso.

p: o =
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Soluzioni della prova scritta dell’8/6/2016.

1. Si ha: @x(t) = P(e®) = e 2 = @y (t) = wu(t); inoltre p_y(t) = py(—t) = e 2,
pertanto: @y (t) = P(eV) = P(eX-Y+2)) = P(eX )P/ )P(ei?) = e, ovvero
V'~ Njo3. Inoltre

ow (t) = P(e™) = P(e") = oy (at) = e 0 = e < 6a* = % = a= %
Infine: Cov(X,Y) =Cov(X,Z) =Cov(Y,Z) =0, Cov(Y,Y) = Var(Y) = 4; allora
Cov(U,T) =Cov(X-Y,Y—=2)=Cov(X,Y)—Cov(X,Z)—Cov(Y,Y)+Cou(Y, Z) = —4.

2. Si ha: A C B e quindi
AB - (E1E2E3 V E2E3E4) VAN (E1E2 V E2E3 V E3E4) == E1E2E3 V E2E3E4 - A .
Allora, ricordando che gli eventi sono equiprobabili e indipendenti, segue
P(AB) P(A) P(E\EyE3 NV EyEsE))
P(B) P(B) P(E\EyV EyE3V E3Ey)
P(E\EsE3) + P(E2EsEy) — P(E1EyE3Ey) _
P(E\Es) + P(EyE3) + P(EsEy) — P(E1EyEs) — P(E1EyEsEy) — P(EsEsE,) + P(EyEyEsE)y)

_ () + (1) - ' 7

@+ -0 -0 -G
Inoltre, X ~ B(4,3), con X € {0,1,2,3,4} e con P(X = h) = (2 (%l)h (%)47}1, h =

14
0,1,2,3,4. Allora, osservando che P(X =0) = (%)4 =2 P(X =4)= (1) = 55, segue
0<X<4) 1-PX=0-PX=4) 1-g5—55 174

P(X >0) 1-P(X =0) B S 175

T 256

P
B =

3. Ricordando che @y, ,(z) = ® (£=2) , &(—z) = 1-P(z), con ®(1) ~ 0.8413, $(2) ~ 0.9772,
si ha
PO< X <2V2,—V2< X <32
p=PO<X<2V2] —vV2< X <3V2) = 0<X<2v2, VIS X<3V2)
P(—V2 < X <3V2)
P(0 < X <2V?2) d(1) — ®(—1) 2d(1) -1  0.6826

TP Vi<X<av3) 0@ -0(-2) 202) -1 o5 - O

Inoltre

a=P(X >m—ko|X <m+o) = (X =2 m — ko, —m+0): (m — ko < _m—l—a):

P(X <m+o) P(X <m+o0)
 De(mto) = Dpe(m—Fko)  P(1) - D(—k)  P(1)+D(k) -1
a Py o(m + o) (1) B D(1)
- PIX<m+ko X>m—0) Pm—o<X<m+ko) &1)—0(—k) &)+ P(k)—1
B P(X >m—o)  1-PX<m-0)  1-9(-1) d(1) ‘

Pertanto: a = b.



4. Si ha: f:‘o‘jfj;of( )dxdy—ffT :vyda:dy—afo d:l:f y—x)dy ==
= af&(% —x + 3)dr = & = 1; pertanto: a = 6. Inoltre

1 1 1
P(X <3 v>d) Offdefily—a)dy a3 g)de
6 fi2 dz [ (y — z)dy Ji (& —w+Ddz

5. Al variare di (X,Y) in T, si ha Z € [0, 1]; in particolare Z = 0 quando (X,Y’) appartiene
al segmento di vertici i punti (0,0),(1,1); Z = 1 quando (X,Y) = (0,1). Allora F(z) =
P(Z <z2)=PY < X+2z) =0per z <0, F(2) =1 per z > 1. Inoltre, fissato
z € (0,1), si ha (Z > z) se e solo se (X,Y) € T, dove T, ¢ il triangolo di vertici i punti
(0,2),(0,1),(1 — 2z,1); pertanto: P(Z >z)=P(Y > X +z2) =

1-z 1 1-2 ZE2 22 1
:/ d:c/ 6(y—:c)dy:---:6/ (=2 — =+ )dr=-=22"-322+1,
0 T+z 0 2 2 2

da cui segue: F(z) =1 — (22 — 322 + 1) = 32% — 223; pertanto: f(z) = F'(z) = 6z — 622,
per z € [0,1], con f(z) = 0 altrove. Infine: P(Z) = fol 2f(2)dz = f01(622 —62%) =... =1
(tale risultato segue in termini geometrici osservando che il grafico della densita f(z)
nell’intervallo [0, 1] € un arco di parabola simmetrico rispetto alla retta di equazione z = % )
6. Per ogni x > 0, si ha
+o00 +oo
S(z)=P(X >z) = / 25te tdt = [5t(—e )]+ / 5% dt = bre e = (bo+1)e™™",

h() flx) _ 25xe™ 5% _ 25 ‘
S(x) (br+1)e™ br+1
Inoltre, P(X >z +y| X > y) # P(X > z) in quanto la distribuzione non ¢ esponenziale;
infatti

 PX>z+y) Sk+y)  (bzr+5y+1le ™%
PR320 ="px5y) S Gurbew

(B +5y+ 1)

= ( oe - 1) e £ (5r+1)e™™ = P(X > ).

oy +1 oy +1
7. Gli eventi Ey, ..., F; sono scambiabili, con
3 4 3 2 1 1
P(E,)==, P(F))==, P(E;E;E,) = P(E1\FyE3) = - - = - = =—,1#%j#k.
(B) =2, P(E) = =, PBE;B) = P(EiEaly) =2 = = = 2, i £ 7

Inoltre, si ha A = E1FEsFE3, B = EsEgEr7, con A e B incompatibili. Allora

Infine, osservando che A V B implica Ef, ovvero (AV B) AN E{ = AV B, si ha

B o P(AVB)AE;] PAVB) £ 1
= PAVBIE) =""pmy T rEn 410




