Probabilita e Statistica  (Ing. Amb. Terr. - Ing. Mecc. - Latina - 8/7/2016)
(risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

1. T pezzi prodotti da una macchina possono avere 3 tipi di difetti e sono accettati se sono
assenti almeno 2 difetti. Scelto a caso un pezzo, siano definiti gli eventi E; = il pezzo non
presenta 1'i-mo difetto”, i = 1,2,3, con Ej, Fy, E3 supposti indipendenti e con P(FE;) =
P(Ey) = P(Es) =p € (0,1). Sia a la probabilita che il pezzo presenti almeno un difetto;
calcolare i valori di p tali che o < %; inoltre, posto p = %, calcolare: (i) la probabilita

B che il pezzo sia accettato; (ii) la probabilita 7 che il pezzo non presenti il primo tipo di

difetto, supposto che sia scartato.

pE B = v =

2. La densita di probabilita di un numero aleatorio continuo X & f(x) = %, per x € [0,1],
f(z) =32, per z € (1,3], con f(z) = 0 altrove. Calcolare la funzione di ripartizione F(z);

inoltre, determinare il valore xg tale che P(X < xq) = L.

F(z) = Ty =

3. La densita congiunta di un vettore aleatorio (X,Y’) e f(z,y) = cxy, per (z,y) appartenente
al quadrato @ = [0,2] x [2,4], con ¢ > 0 e con f(z,y) = 0 altrove. Calcolare la costante ¢
e il valore a tale che P(Y < aX) = P(Y > aX).

C = a =

4. Tre dispositivi dy, ds, d3 sono stati prodotti dalla stessa macchina: M; (ipotesi H), oppure
M, (ipotesi H®), con P(H¢) = P(H). Con M; ogni dispositivo ha una probabilita p di
essere non difettoso, mentre con M, la probabilita ¢ 2p, con 0 < p < % Definiti gli
eventi F; = 7il dispositivo d; € non difettoso”, i = 1,2, 3, si supponga che E1, Fs, F5 siano
indipendenti sia condizionatamente ad H che ad H®. Inoltre, sia X il numero aleatorio di

dispositivi difettosi; calcolare i valori di p tali che P(X <1|X <2)>1e P(H|X =0).
pE PH|X =0)=

5. Dati due numeri aleatori X e Y, indipendenti e con distribuzione binomiale di parametri
n=3p= %, postoV = X+1, W =Y —1, calcolare la funzione caratteristicadi Z = V+W
e la covarianza della coppia (X +W,Y + V). (ricordiamo che per una distribuzione B(n,p)
la funzione caratteristica ¢ o(t) = (pe + q)")

wz(t) = Cov(X+W,)Y+V) =

6. La densita congiunta di un vettore aleatorio (X,Y) ¢ f(x,y) = 2 2* ¥ per x > 0,y > 0,
con f(x,y) = 0 altrove. Calcolare, per ogni z > 0, la funzione di sopravvivenza S(z) e la
funzione di rischio h(z) del numero aleatorio Z = X + Y.

S(z) = h(z) =

7. Da un’urna U, contenente 5 palline bianche e 5 nere, vengono estratte tutte le palline.
Tizio estrae le prime 4 palline; Caio estrae le ultime 4. Ciascuno dei due vince un premio
se estrae tutte palline bianche. Definiti gli eventi: A = ”Tizio vince il premio”, B = ”Caio
vince il premio”, E; = "I'i-ma pallina estratta ¢ bianca”, calcolare: (i) la probabilita p che
almeno uno tra Tizio e Caio vinca il premio; (ii) la probabilita « che almeno uno dei due
vinca il premio, supposto Es falso ed Eg vero.

p: o =
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Soluzioni della prova scritta dell’8/7/2016.

1. Sihaa = P(E{VESVES) = 1—P(E EyEs) = 1—p3 < 2 < p> 1. Inoltre, osservando

125
che ﬁ = P(ElEQ vV E1E3 V E2E3) con P(EE ) = p = 25, 1 # j, (ElEQEg) p = 16245,

si ha

16 64 112
= ... =3P(E\Es) —2P(F\FyE 3-——2.— =—=10.89.
& (1) (BrBaBa) = 8- 55 125 125
Infine, poiche il pezzo ¢ scartato se e solo se si verifica l’evento ECEc V EYESV ESES, con
P(E{ESV E{ESV ESES) = 3P(F{ES) — 2P(E{ESES) =3 - 5 — 2+ 15z = 11235, si ha
C C 4
PAE, B, B5) _5m A a0,

v = P(B, | E{E5 v E{E§V ESES) =

P(ESESV ESESV ESES) 2 13

. Siha F(z) =0, per z < 0; F(x) = 1 per x > 3; inoltre, per x € (0,1], si ha F(z) =
Jy 3dt = %; per x € (1,3], si ha F(x fol Ldt —|— [i3tdt = 2 + _”3226“—5 = —$2+6I L
Inoltre, osservando che F'(1) = P(X § =1<i= P(X < xp), segue zg € (1,3); allora

P(X <xzg) = F(xg) = w = £, ovvero: :v% — 6x0 + 8 = 0, pertanto: zy = 2.

. Si ha: fo f(x,y)dzdy = f02 dx f24 cxydy = -+ = 12¢ = 1; pertanto: ¢ = 5. Inoltre,
essendo P(Y < aX)+P(Y > aX) =1, segue P(Y <aX)=P(Y >aX) = 3. Osservando
che la retta di equazione y = 2z (corrispondente ad a = 2) passa per il punto [2,4] e
interseca la retta di equazione y = 2 nel punto (1,2), con

N =

2

3 1
P(Y <2X) d dr = = 4x° — 4x)dr = = —
( 12/ x/ e = 24 (x Tde =3 < 3
segue: a > 2. Pertanto, considerando 'evento (Y > aX) con a > 2, si ha
4 5 1
P(Y >aX) = /dy/ xydr = - /y3dy:—:—'
T 2442 202 2’

allora: a = /5.
. Si ha P(H) + P(H®) = 1; pertanto P(H) = P(H®) = 1. Inoltre

Pertanto: P(X <1]|X <2) = P(E}?Eggf\%ff £ con

P(E\V EyV E3) = P(E,)+ P(Ey)+ P(E3) — P(E\Ey) — P(E,E3) — P(EyEs)+ P(E,E,E3)
P(ElEQ\/ElEg\/E2E3> e = P(E1E2)+P(E1E3)+P(E2E3)—P(E1E2E3)—P(ElEQEg) .
Allora, osservando che

1 1 3



1 1 5
P(E,E;) = P(E;E;|H)P(H) + P(E;E;|H*)P(H®) = p* - 5+ 4p* - 5= —p i # j,
1 1 9
P(E\EyE3) = P(E\EyE3|H)P(H) + P(E By Es|HE)P(HS) = p*- 5+8p3 5= —p i # 7§,
ricordando che 0 < p < %, segue
5p — 6p? 1 1 V5 1
PIX<1|X<L2)= = ——————= > - <= P -op+l <0 &= ———<p< <.
(X =1]X<2) 3_bp+3p? 2 p*=5p+ 2710 2

Infine, osservando che (X = 0) = E; E»Es, segue

__ PX=0|H)P(H) P(E\EyEs3|H)P(H) ip? 1
PH|X =0)= PIX = 0) = P(E,E,Ey) ~3i g

. Siha: @x(t) = @y(t) = (3¢ 4+ 2)% inoltre X e Y sono stocasticamente indipendenti;
allora

1

2))

pa(t) = B(7) = PV *)) = B ) = gy (1) = ox(D)pv (1) = (5" 42)° 5 (2 ~ B(6, 3

3 3

Infine: Cov(X + W)Y +V) =Cov(X +Y +1,Y + X +1) =Cov(X+Y, X +Y) =
Var(X +Y) =Var(X)+ Var(Y) = 2npg = %

. Fissato z > 0, st ha S(z) = P(Z > z) = 1 — P(Z < z); inoltre 'evento (Z < z) & vero se e
solo se (X,Y) € T, dove T ¢ il triangolo di vertici i punti (0,0), (z,0), (0, z); pertanto

P(Z <z) / f(z,y)dxdy —/ d:):/ 2e 2 Y dy :/ 26_2$dl’—26_'z/ e fdr =
T. 0 0

=l—e®-2*1l—e?)=1—-2e"+e %,
da cui segue: S(z) = 277 — e %, Inoltre: f(z) = =5'(2) = 2e7% — 2¢7%*; pertanto
)= 48 = o = B =1
. Gli eventi Ey, ..., Fq sono scambiabili, con
P(Ei):P<Ef):1, P(EiEjEkEt):P(E1E2E3E4)=l'é'é-gzi, 1#£ ]+ k#t.
2 2 9 8 7 42

Inoltre, si ha A = E1ExE3E,, B = E7EsFEgEg, con A e B incompatibili. Allora
= P(AV B) = P(A)+ P(B) = P(E\EyE3E,) + P(E;EsEgE) = 2P(E1EyFE3Ey) =

Infine, dalla scambiabilita degli eventi Fy, . .., Fyq segue: P(AECE6) =
P(ECE6E7E8E9E10) P(BECEG) con P(E1E2E3E4ECE6> 5 % .3.2.5. 1 L. allora
osservando che AESEg e BESEg sono incompatibili e che P(ESEg) = P(E{Ey) = 5-2 = =
si ottiene

P[(AV B)ANE:Es)  P(AESEsV BESEs) 55+ 35 1

— P(AV B|ESEg) = = = = .
( | E5E) P(ESEg) P(ESEg) 5 35




