Probabilita e Statistica  (17/07/2010)
(Ing. Civile - Trasporti - Ambiente e Territorio, Roma; esame da 3 o 4 crediti: esercizi 1,2,3,4)
(esame da 6 crediti: il punteggio massimo si ottiene risolvendo correttamente 5 esercizi)

1. Da un gruppo di 6 studenti, dei quali 2 sanno risolvere un certo quesito, ne vengono estratti
a caso 4. Successivamente, il quesito viene sottoposto ad uno dei 4 studenti (scelto a caso).
Siano definiti gli eventi H, = 7fra i 4 studenti estratti a caso ve ne sono r che sanno
risolvere il quesito”, r = 0,1,2; A = "lo studente scelto a caso non sa risolvere il quesito”.
Supposto vero A, calcolare la probabilita condizionata p che solo uno dei rimanenti 3
studenti sappia risolvere il quesito.

p =
2. Da un’urna, contenente inizialmente 4 palline bianche e 4 nere, si effettuano 3 estrazioni a
caso, togliendo ogni volta una pallina e sostituendola con una di colore opposto. Definiti gli

eventi E; = "l"i-ma pallina estratta e bianca”, 1 = 1,2, 3, stabilire se gli eventi intersezione
EL\Es5, E1E3 ed EsE5 sono equiprobabili.

E\E5, E1Es, EsEs  equiprobabili?
3. La densita congiunta di un vettore aleatorio continuo (X,Y) ¢ f(x,y) = ke "V, per

r>0,0<y <3, con f(x,y) = 0 altrove. Calcolare la costante k, la previsione di X e la
previsione di Y.

k= P(X) = P(Y) =

4. Con riferimento all’esercizio precedente, stabilire se X e Y sono incorrelati e calcolare la
probabilita p dell’evento (X +Y < 3).

X, Y incorrelati? p=

5. Con riferimento all’esercizio 2, calcolare la funzione caratteristica ¢(t) del numero aleatorio
X = |Ei| + |Es| + | Es].
p(t) =
6. Con riferimento all’esercizio 3, calcolare la funzione di rischio hz(z) del numero aleatorio
Z =X+Y, perogniz>0.
hz(z) =

7. La distribuzione iniziale di un numero aleatorio © € normale con parametri mg = 0, oo = 4.

Le componenti di un campione casuale (X, ..., Xy), subordinatamente ad ogni fissato
valore 6 di ©, hanno una distribuzione normale con valor medio 6 e scarto standard o = 2.
Supposto di aver osservato un campione casuale x = (xy,...,x4), con x; + -+ + x4 = 0,

stabilire per quale valore 6 risulta P(—6y < © < 6 | x) = 29(1) — 1.
00 =
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1. Si ha: P(H,) = ()2,) , r=20,1,2; quindi

P(Hy) = (3()6()3) =, P(H) = @()6()3) == P(H) = @()6()3) =

4

inoltre: P(A|Hy) =1, P(A|H,)=32, P(A|H,) = 3. Allora

3.
pertanto: p = P(H;|A) = P(A|g21)4])3(H1) = 4§15 — %

. Siha P(E\E;) = P(E)P(Eo|Ey) = 3 - 2 = & inoltre

P(EEs) = P(E\EyEs) + P(EVESEs), P(EyEs) = P(EyEyEs) + P(E{E>Es),

con

4 3 2 3

P(E\EyEs) = P(E)P(Es|Ey)P(E3|E1Ey) = —- = - = = —
( 142 5) ( 1) ( 2‘ 1) ( 3’ 1 2) 8 8 8 64’

c c . 4 5 4 10
P(E\ESE3) = P(E,)P(ES|E)P(Es|EVES) = 35 8 61
4 5 4 10
P(E{E3Es) = P(EY)P(Es|EY)P(Es|E{E,) = 38 8" 6_4;

quindi: P(FE,E3) = P(EyE3) = 6% + é—g = é—i 1—36; pertanto gli eventi Fy Es, E1FE3 ed FyFs
non sono equiprobabili.

. Dev’essere fj;o fj;o f(x,y)dedy = kf0+°° dx fog e * Ydy = 1; quindi

400 z 400 2 +o00 2
k/ e_mdx/Qe_ydy:n-:k/ e_mdac——k:/ §€_%Idl‘:k 1—= zézl;
0 0 0 3 Jo 2 3 3

pertanto: k£ = 3. Inoltre

x x

fi(z) = /2 e " Vdy = 3696/2 e Vdy =3e"(1—e"2), >0,
0 0

con fi(z) = 0 altrove. Allora

+o0 3 . +o0o - +00 3 i 9
P(X) = 3ze (1 —e 2)dr =3 xe “dr — 2 T-—e 2%r=3—-—2.— = —.
0 0 0 2 3

+oo —+o00
faly) = / 3" Vdx = 36_y/ e "dr =3, y >0,
2 2

Y Y

con fo(y) = 0 altrove; ovvero, Y ha una distribuzione esponenziale di parametro \ = 3;

quindi: P(Y) = .



4. Osservando che fo Ae ™ Mdy = f0+oo a? - Ae™Mde =5, VA >0,
% z % z xXr z
/ ye Vdy = [—ye™]; +/ eldy=1—ez2—_-e2,
0 0 2
segue

too 3 oo oo e
P(XY) :/ dx/ 3xye *Vdy :/ 31‘6_30/ ye Ydy | dx :/ 3xe_””(1—6_5—§e_5)dm =
0 0 0 0 0
+o0o

+o0 3 ‘oo 3y 2 2\ 7 51
— Tdr—2 — e 2%dr— 262y =3-22-92(2) == # == =P(X)PY):
3/0 Te T /o xQe x/o x2€ T 3 (3) 97&33 () ()a

quindi X e Y sono correlati.
Inoltre, osservando che l'evento (X + Y < 3) coincide con l'evento (X,Y) € A, dove
A={(z,y):0<y<1,2y <z <3—y}, segue

oty = [ [ st [ [ s [ o [ -

1 1 1
= / 3e V(e — e M) dy = / 3e dy — 36_3/ dr=1—e?—-3e?=1—4e?.
0 0 0

5. Si ha X € {0,1,2,3}, con P(X = 0) = P(E{ESES) = 2-3.2 = 3 = P(E\EyFE3) =
P(X = 3); inoltre,

P(X = 1) = P(E{ESES) + P(ESEyES) + P(ESESE;) = — = - — y=.2.2 4222 _

P(X = 2) == P(ElEgEg) +P(E1E§E3) +P(EfE2E3) ————— +—-=-= + - == = —.

Pertanto: ¢(t) = S0_ py et = 3+29eit+26iem+363”.
6. Fissato z > 0, si ha hz(z) = —%8, con Sz(z) =1— Fz(2) e con

Fz(2)=P(Z<z2)=P(X+Y <2)=P(Y <z-X)=P[(X,Y) € 4],

Y 3 3 3
Fy(z) = dy 3e " Vdx = / e V(e W —eF)dy = / 3e3ydy—3ez/ dy =1—e*—ze *.
0 2 0 0 0
Allora Sz(z) = e™* + ze ™, S%(z) = —e*+e % —ze ¥ = —ze % pertanto, pr ogni z > 0,
si ha: hz(z) = - 2 ==

7. Siha® | x ~ Ny, 4,, con my = 0 in quanto T = my = 0. Inoltre %:i+%:%+1:i—g

e quindi oy = \/iﬁ. Pertanto © | x ~ N, A Allora
V1T

P(—00§@§00|X>:@07(00) CI)O

=20 (40())—1 =20(1)-1 <= & (@&) =d(1) «— TNGO =1 < 6=

ﬁ
E



