Probabilita e Statistica (18/09/2010)

(Ing. Civile - Trasporti - Ambiente e Territorio, Roma; esame da 3 o 4 crediti: esercizi 1,2,3,4)

(esame da 6 crediti: il punteggio massimo si ottiene risolvendo correttamente 5 esercizi)
1.

Tizio e Caio partecipano a un gioco in cui ci sono 9 buste chiuse, delle quali 2 sono abbinate
alla vincita di una somma S. Il conduttore divide a caso le 9 buste in 2 gruppi L; ed Lo,
con L contenente 6 buste ed Lo contenente 3 buste. Tizio estrae a caso una busta da

Ly, mentre Caio estrae a caso una busta da L,. Definiti gli eventi H, = "r delle 6 buste
contenute in L; sono vincenti”, r = 0,1,2, A = "la busta estratta da Tizio & vincente”,
B = 7la busta estratta da Caio é vincente”, verificare se P(A) = P(B).

P(A)=P(B)?

. Due autotreni transitano in tempi successivi su un ponte pericolante che sopporta carichi

fino a 2 tonnellate. I carichi aleatori X e Y (in tonnellate) dei 2 autotreni hanno una
densita di probabilita congiunta f(z,y) = %, per 0 <z <3,0<y <3, con
f(z,y) = 0 altrove. Definiti gli eventi A = (X >2),B= (Y >2),H =(X+Y > 3),

calcolare la probabilita p dell’evento condizionato (AV B) | H.

p:

Con riferimento all’esercizio precedente, stabilire se X e Y sono stocasticamente indipen-

. : . X _ Y
denti e calcolare la covarianza della coppia (2X +2Y, 5 — 5).

X Y
X, Y indipendenti? Cov (2X +2Y, 5 5) =

Siano dati 3 numeri aleatori X7, X5, X3, stocasticamente indipendenti e con distribuzione
geometrica di parametro p = % Posto Y = X; + X3 + X3, calcolare la previsione m e lo
scarto quadratico medio ¢ di Y'; inoltre, calcolare la probabilita a dell’evento condizionato
(Y =3]Y <4).

m = 0 = a =

Siano dati 4 numeri aleatori Xy, ..., Xy, indipendenti ed ugualmente distribuiti, con fun-
zione caratteristica ¢(t) = e"=2”  Calcolare la previsione pz e lo scarto quadratico medio

oz del numero aleatorio Z = M

Un sistema e formato da due dispositivi in parallelo d; e da, con dy che entra in funzione
nell’istante di guasto di d;. I tempi di durata dei due dispositivi sono due numeri aleatori
X e Y indipendenti e con distribuzione esponenziale di parametro A\ = 3. Calcolare, per
ogni z > 0, la funzione di rischio hz(z) del tempo aleatorio Z = X + Y di durata fino al
guasto del sistema.

hz<2) =

In un lotto, formato da 5 componenti, i pezzi sono 4 buoni e 1 difettoso (ipotesi H), oppure
tutti buoni (ipotesi H¢). Dal lotto si prelevano a caso, senza restituzione, 3 componenti che
vengono esaminati. Definiti gli eventi E; = ”l’i-mo pezzo esaminato é buono”, i = 1,2, 3,
stabilire se gli eventi E, Es, E5 sono scambiabili; inoltre, assumendo P(H) = P(H°),
calcolare la probabilita condizionata p = P(E;|EyFE3).

E1, Ey, E3 scambiabili ? p=
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1. Siha: P(H,) = (3)((§>7T) , 7=0,1,2; quindi: P(Hy) =55, P(H,) =3, P(Hg)
inoltre: P(A|H,) :6P(B\H2) =0, P(A|H,) =}, P(B|H,) =%, P(A|H>) =
PUBly = Alors PLA) PO PO PP+ PP it =
%a P(B) = P(B|Hy)P(Hy)+ P(B|H,)P(H)+ P(B|Hy)P(Hy) = -+ =

pertanto: P(A) = P(B).

12’

H W=

2. Siha: A°= (X <2), BC:(Y<2) (AVB)* = A°B* = (X <2,Y < 2);

inoltre P(AV B)| H] = 1 — P(A°B* | H) = 1 - PUBI o

P(H) = o /0 da /3 BB = o /0 (8 — )3y — 27l =

2 3 1
=9 i (322 —2®)dwr = - =

4 [? 2 4 [? 15,
PABH) = [ do [ G-a)@ -y =5 [ G-y 5% o -
2 2

B 7

(B -2 =3 +a)de = =

Ty 162
R s _ 20
pertanto.p—l—?—z—T
3. Si ha: fi(x) = 034(3 ‘;13ydy—621f036929d =02 0< 2 <3, con fi(z) =0
altrove; inoltre
3 (6 —2x)(6 — 2y) 6—2y [*6—2 6 — 2y
_ dr = de = -+ = 0<y<3

con fo(y) = 0 altrove. Pertanto f(z,y) = fi(x)f2(y), ovvero X e Y sono indipendenti, e
quindi Cov(X,Y’) = 0; inoltre, f; = f2 e in particolare si ha Var(X) = Var(Y). Allora,
sfruttando le proprieta della covarianza, segue

Cov (2X +2Y, % — %) = Cov (ZX, %) —Cov (QX, %) +Cov (QY, g) —Cov (QY, %)

=Cov(X,X)—Cov(X,Y)+ Cov(Y,X) —Cov(Y,Y)=Var(X)—Var(Y) =0.

4. Si ha P(X;) = i =2, Var(X;) =% =2,i=1,2,3, quindi

p

inoltre, osservando che P(X; = h) = pq Y =k) = p,

segue: p3=P(X; =1, Xo =1, Xz=1) =

p4:P(X1 ZQ,XQ = 1,X3 = 1)—|—P(X1 = 1,X2:2,X3: 1)—|—P(X1 = 1,X2: 1,X3:2) =



2°1 = 16’
Y < 4)— P(Y=3,Y<4) _ P(Y=3)

2
L _ _ _ 2
pertanto: a = P(Y =3 PO = POED = mtm = 5
. Indicando con m e o la previsione e lo scarto quadratico medio di X, h =1,...,4, si ha

iz = P(Z) =P (u> _P(Xy) + o PX) _

4

inoltre, essendo C'ov(X}, X;) =0 per h # j, si ha

X, 4+t X X X 2
vmz):a;:vm«( Lt 4):(”‘( Vo Vol 4>) o

Infine, ricordando la relazione P(X}) = % e osservando che
Pt) =" (i —At), '(t) = =16t — 8it — 5),
e quindi: ¢'(0) = 1 = P(X,) = im, ¢"(0) = =5 = *P(X?) = —(m? + 0?), segue

m =1, 0 =2. Pertanto uy = oy = 1.
(Metodo alternativo: si puo osservare che Xp, ~ Ny o, quindi...)

. Siha f(z,y) = 97373 x >0, y > 0; allora, per ogni z > 0, si ha

P(Z < 2) = Fy(z) = /0 e /0 )y = /O ) (36—336 /0 o 36—3ydy> do =

= / 3731 — e 3] dr = / 3e " dr — / 3¢ % dr =1 —e % — 3ze7
0 0 0

quindi

Ja(2) = Fg(2) = 92677, Sz(2) = 1= Fz(2) = (14 32)e, hs(z) = 58 B 1%3,2.

. Nelle estrazioni, con o senza restituzione, da un’urna di composizione nota o incognita si
dimostra che gli eventi E; sono scambiabili, con

P(E;) = P(E) = Y P(E\[H,)P(H,), P(EE;)=P(E\E;) =) P(EE)|H,)P(H,),

dove H, rappresenta l'ipotesi che nel lotto ci siano r pezzi difettosi. Pertanto gli eventi
Ey, Es, E5 sono scambiabili. Inoltre, essendo P(H) = P(H®) = 3, segue

1
P(E\EyBy) = P(E\E; B3| H)P(H) + P(E\ByBy|HOP(HO) = 1- o+ -7 5 5 =—

543 2 10
S 1 431 8
P(E\E;) = P(E\Ey) = P(E\Ey|H)P(H) + P(E\ B H)P(HY) =1+ 5+ =+ 5 5 = 15

Allora: p = P(FEy|E\Es) = P(E\EyEs) _

P(E1E3)
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