Probabilita e Statistica  (13/11/2010)

(Ing. Civile - Trasporti - Ambiente e Territorio, Roma; esame da 3 o 4 crediti: esercizi 1,2,3,4)

(esame da 6 crediti: il punteggio massimo si ottiene risolvendo correttamente 5 esercizi)

1.

Sulla composizione di un’urna, contenente 100 palline, si fanno due ipotesi: (i) le palline
bianche sono 20 e le nere 80 (ipotesi H); (ii) le palline bianche sono 10 e le nere 90 (ipotesi
H¢). Dall'urna si effettuano un numero aleatorio X di estrazioni con restituzione fino
alla prima uscita di pallina bianca. Definito 'evento £ = (X > 10) e posto P(H) = «,
calcolare i valori di « tali che P(H | E) > 2 ; (si noti che (§)'° ~ 0.30795).

4

a €

Dati due numeri aleatori X e Y, indipendenti e con distribuzione normale di parametri
mxy =1, 0x =1, my =2, oy =2,sia Z =2X — Y. Determinare la previsione e lo scarto
standard di Z; inoltre, assumendo che Z abbia una distribuzione di tipo normale, calcolare
la probabilita condizionata p = P(E|H), dove E = (Z >0) ,H = (—2v2 < Z < 4V/2).

mZ: O'Z: p:

Uno studente risponde a caso ad un test costituito da 4 domande a risposta multipla con
3 risposte possibili per ogni domanda, di cui una sola esatta. Per superare il test occorre
rispondere esattamente ad almeno 3 domande. Sia X il numero aleatorio di risposte esatte
date dallo studente ed A 'evento “lo studente supera il test”. Calcolare la previsione m
di X e la probabilita condizionata p = P(A|X > 1). (Suggerimento: utilizzare gli eventi
equiprobabili e indipendenti Ey = ”la risposta alla k-ma domanda ¢ esatta”, k =1,...,4)

m = p:

Una barra di lunghezza 10 cm viene misurata 8 volte con uno stesso strumento di misura,
il quale ogni volta genera un errore di misura con distribuzione normale standard. Siano
Xi,...,Xgivalori a priori aleatori delle misure ottenute; inoltre, si assuma che gli errori di
misura Y7, ..., Yg siano stocasticamente indipendenti. Calcolare la previsione e la varianza
della media aritmetica X = X+,

P(X) = Var(X) =

Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione caratteristica del numero

aleatorio X (ricordiamo che per una distribuzione normale standard la funzione caratte-
L 22
ristica ¢ e~ 7).

x(t) =

La densita congiunta di un vettore aleatorio (X,Y) ¢ f(x,y) = 2ye 2*7¥ per x > 0,y > 0,
con f(x,y) = 0 altrove. Calcolare, per ogni y > 0, la funzione di rischio di Y.

ha(y) =

Dati 3 eventi scambiabili, Fy, B, E3, con P(Ey) = 5, P(E\E;) = &, P(E\F»E3) = ¢,
calcolare la probabilita p dell’evento condizionato ES | EfEs.

p:
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1. Il numero aleatorio X condizionatamente ad H (risp., H¢) ha una distribuzione geometrica
di parametro p = 0.2 (risp., p = 0.1) e, osservando che P(X > n) = ¢", segue

P(E|H)=P(X >10|H)=08", P(E|H®)=P(X >10|H) =0.9".

Allora

PUH| E) - P(E|H)P(H) B 0.8 B 810,
 P(E|H)P(H)+ P(E|He)P(He)  0.89q+0.99(1 —a) 89 +910(1 —a)’

Quindi

3 3 % 910 3 3
PUH|E) > 5 = a > * —

~ ~ 0.9069 .
3x 9104810 34 ()10 7 3+0.30795

2. Essendo una combinazione lineare dei n. a. X,Y che sono indipendenti e con distribuzione
normale, si puo dimostrare che Z ha una distribuzione normale di parametri

my =P(Z)=2mx —my =0, oz =+/Var(Z) = /4&Var(X) + Var(Y) = 2v2;
ovvero: Z ~ Ny, 5. Inoltre, osservando che ®(1) >~ 0.8413, ®(2) ~ 0.9772, segue

B PO Z<4av?)
p=P(Z>0]| —2\/§§Z§4\/§)_P(_2\/§§Z§4\/§) —
®(2) —®(0)  0.9772-05
®(2) — d(—1) ~ 09772 — 1 +0.8413

~ (.5830.

4
3. Siha X = Y |Ex| ~ B(4, 5). Pertanto m = IP(X) =4- 3 = 3 . Inoltre
k=1

Wl

2 >
p=PA|X>1)=P(X>3|x>1) = LE&23X>D  PX=3)

P(X>1)  1-PX<1)
1-P(X=0-P(X=1)-P(X=2 3
N 1-P(X=0)—P(X=1) T

4. Si ha X; = Y; + 10 ~ Nyg; inoltre, per i # j, risulta Cov(X;, X;) = Cov(Z;, Z;) = 0.

Allora
P(X) =P (ZgX) = ZZ’IZ(X") = 10;

— 1 1 1
Var(X) = 6—4Va7"(X1 +-+ Xg) = 6_4(2 Var(X;) + 2 Z Cou(X;, X;)) = g
i i<j



5. Dall’ipotesi di indipendenza stocastica di Y7, ..., Yy segue

2
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OYidavs(t) = oy (t) oy (t) =e 2 --re7 2 =

inoltre, essendo X = &totXs — NS 4 10, i ottiene

pxlt) = P(eXt) = P(lCH 108 =

1 ,)\? 1)\
t i _a(ty? ) . (&)
10zt6—4(8) _ 610zt ——=— elOzt—f )

= VPVt TR = 610it90Y1+~~-+Y8(§) =e s €

Ovvero: X ha una distribuzione normale di parametri m = 10,0 = 33

6. Si ha

+oo +oo +oo
) = [ e = [ et rdr—ye [ 2e e —ye vy 20,
0 0 0

inoltre

+00 +oo
So(y) = / te~tdt = [—te*t];m + / eldt = ye ™V +[—e I =ye VeV,
) Yy

Pertanto _y
fly) e Y s,
Se(y)  wyev+ev y+1

ha(y) =

7. Dall'ipotesi di scambiabilita segue: P(FE3) = P(E)), P(E\E;3) = P(EyE3) = P(E\Ey);
allora

P(ESE,E) P(E2Es) — P(E\E>Es)
= P(ES|ESE3)=1—P(Ey)|E{E3) =1 — —————~- =1 — =
p ( 2| 1 3) ( 2’ 1 3) P(EfE:g) P(Eg)—P(E1E3)
5 1 1
51 1 11
=1-$2J=1-2=1--=_.
2718 5 2 2



