Probabilita e Statistica  (29/01/2011)
(Ing. Civile - Trasporti, Roma; esame da 4 crediti: esercizi 1,2,3,4)
(esame da 6 crediti: il punteggio massimo si ottiene risolvendo correttamente 5 esercizi)

. Dati due numeri aleatori X e Y, stocasticamente indipendenti e con distribuzione geome-
trica di parametro p = %, sia Z = X +Y. Calcolare la covarianza di X, Z e la probabilita
condizionata p = P(X > 1|7 < 3).

Cov(X,Z) = p=

. Per andare in una localita Tizio deve prendere due autobus, impiegando un tempo aleatorio
(in ore) X sul primo e un tempo aleatorio Y sul secondo. La densita congiunta del vettore
aleatorio (X,Y) ¢ f(x,y) = kxy, per (z,y) € Q = [1,2] x [1,2], con f(z,y) = 0 altrove.
Calcolare la costante k, la previsione i e lo scarto standard o del tempo aleatorio totale
Z=X+Y.

k= =

)
Il

Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare Cov(2X + Y, X — 2Y)) e la probabilita
condizionata p = P(Y > X | X +Y <3).

Cov(2X +Y, X —2Y) = p=

4. Da un lotto contenente 4 pezzi (2 difettosi e 2 buoni) si eliminano a caso due pezzi;
successivamente viene prelevato a caso un terzo pezzo. Definiti gli eventi A ="il primo
pezzo eliminato dal lotto e buono”, B = il secondo pezzo eliminato dal lotto ¢ buono”, C' =
"il terzo pezzo prelevato dal lotto e buono”, calcolare la probabilita p dell’evento A°B°C' e
la probabilita condizionata a« = P(AV B|C).

p = o =
Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione caratteristica del numero
aleatorio X = |A| + |B|.

px(t) =

6. La densita congiunta di un vettore aleatorio (X,Y) ¢ f(z,y) = ke 3, per z > 0, 0 <
y < 2z, con f(x,y) = 0 altrove. Calcolare la costante k e, per ogni z > 0, la funzione di
rischio h(z) del numero aleatorio Z = 2X — Y.

k= h(z) =

7. La distribuzione iniziale (#) di un parametro aleatorio © ¢ di tipo Gamma, con parametri

co = 3, = 1. Le componenti di un campione casuale X = (Xj,..., Xg), subordinata-
mente a ogni fissato valore #, hanno una distribuzione Gamma di parametri ¢ = 2, A = 6.
Calcolare la previsione di © condizionata ad un campione osservato x = (x1,...,2g), con

T+ +xg=1T.
P©|z) =
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1. Si ha Cov(X,Z) = Cov(X, X +Y) = Cov(X,X) + Cov(X,Y) =Var(X) = % =% =6.

p

©l=fwir

Inoltre
(X+Y <3) = (XY) € {(1,1),(1,2),(2,1)}, (X >1,X+Y <3) = (X,Y) =(2,1);
pertanto, P(X = z,Y = y) = p(x,y) e tenendo conto che

1 9 T+y—2
P(X =2,Y =y) =ple,y) = PX =2)P(Y =y) =pg"'pg"" =p’¢"™ = 5 <_> ’

si ha

P(X >1,7Z <3) p(2,1) L.
K>U2<3) =57 <s  ~pLD+pL2+pal) I+

12 2
2. Dev’essere [ fQ f(x,y)dzdy = 1, ovvero k;flz ff xydxdy = k [%] ) [%] = 2. k=1,dacui
segue: k = %. Inoltre

24 2 2y 9
file)= | caydy=Z -2, 1<2<2; foly)= | -ayde=7% -y, 1<y<2;
1 9 3 1 9 3

con fi(x) =0perz ¢ [1,2], fo(y) =0 per y ¢ [1,2]. Allora

P(X) :/szfl(x)da::/j;-ﬁdx: % =P(Y),

P(X?) = /12;1:2f1(x)d:v = /12§-$3d93 — g = P(Y?),

da cui segue: Var(X) =Var(Y) =2 — ()2 = Pertanto: pu =P(Z) =P(X)+P(Y) =

2 9 163"
%; infine, osservando che X e Y sono stocasticamente indipendenti, si ha: Var(Z) =

Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) = 2, da cui segue: o = @,

817

3. Essendo Cov(X,Y) = Cov(Y,X) =0, si ha
Cov(2X +Y, X -2Y)=---=2Cou(X,X) —2Cou(Y,Y) =2Var(X) —2Var(Y) =0.

Inoltre, indicando con T il triangolo di vertici (1,1), (2, 2),(1,2) e con D il triangolo di
vertici (1,1),(2,1),(1,2), si ha

Y>X, X4+Y<3)=[(X,Y)eT], (X+Y <3)=[X,Y)eD];

da cui segue

3 33—z
4
P(YZX,X—I-YSS)://f(a:,y)da:dy:/Qda:/ §xydy:---:

390
P(X+Y <3) = //fxydxdy—/dx/ —:Eydy— =

P(Y>X, X4Y<3)
P(X+Y<3)

pertanto: p =



4. Siha

1 2 1 1
PA)=P(B)=P(C) = 5 P(A°B°C) = P(A°)P(B°|A°)P(C|A°B°) = 13 1= G
inoltre ( ) .
P(AcBeC =2
P(AVB|C)=1—-P(AB°|C)=1—-—_"“~=1-8 =2,
(AVB|C)= 1~ PIAB|O) e =
5. Siha X ~ H(4,2, %), con
1 4
X €{0,1,2}), P(X=0)=PAB)===PAB)=P(X=2), P(X=1)=c:
pertanto, posto P(X = h) = py, h =0,1,2, si ha
= 1
@X(t) _ thezth _ 6(1 —|—4€lt + 62“).
h=0
6. Si ha
400 22 k +o0 2z k +oo 2
/ / flz,y)dzdy = —/ (e_x/ 3e ¥dy)dr = —/ e (1—e )dy = =k =1;
0 0 3 Jo 0 3 Jo 7

pertanto k = % Inoltre, si ha Z € [0,400) e, per ogni fissato z > 0, risulta

+o0o 2r—=z 7 7 +00 Qr—2z
S(z)=P(Z>z)=PY <2X—2) = / dx/ §e_m_3ydy = —/ e_‘”dx/ 3e Mdy =
3 0 0

6 /=
2
T[T 7 [t 1 oo 7T .1 .
= —/ e (1—e %13%) dy = —/ e “dr—— e?’z/ Te ™dy = = e i——e 2 =¢ 2"
6 z 6 /= 6 z 6 6
’ le*lz
Pertanto, per ogni z > 0, si ha: h(z) = _iéf) - JQZ = 3 (ovvero, Z ha una distribuzione
2

esponenziale di parametro A = %)

7. Ricordando che G\ (z) = FA(Z) 27 te™ per x > 0, con G \(x) = 0 altrove, si ha

2

) e 0 = @xe % 1 =1,...,6,

Xil0 ~ f(x:]0) = Gap(zi) =

da cui segue
a(z]0) = f(x1]0) - f(w6]0) = 0221 - -6 V2% = k2™ | k =z x4;
inoltre B(0) = Geyno(0) = G31(0) = 26%7% per § > 0, con 3(f) = 0 altrove. Allora, la

— 2
distribuzione finale ¢ ancora di tipo Gamma e risulta

B(0)z) = k(z)B(0)a(x]0) = ki(2)0%e 00270 = ky(2)0Me T = G, 1 (0) = Gi5.041(0),

i = E pertanto: P(©] ) =

C6 15
A6 T+1°

con ky(z) =



