Probabilita e Statistica  (19/02/2011)
(Ing. Civile - Trasporti - Ambiente e Territorio, Roma; 3 o 4 crediti: esercizi 1,2,3,4)
(6 crediti: risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

. Da un’urna contenente 3 palline bianche e 2 nere si effettuano estrazioni con restituzione.
Definiti gli eventi E; = ”li-ma pallina estratta e bianca”, i = 1,2,..., e posto X =
|Ey| + |E2| + |Es|, Y = |E1| + |Es|, calcolare la covarianza di X,Y e la probabilita «
dell’evento condizionato (EyFy | X = 2).

Cov(X,Y) = a=
. La distribuzione di probabilita della lunghezza aleatoria X (in ¢m) di una barra ¢ (approssi-

mata con una distribuzione) normale di parametri m = 10, o = 0.1. Calcolare: (i) la prob-
abilita « = P(X > 10.2); (ii) la probabilita condizionata f = P(X < 10[9.8 < X < 10.1).

o= B —_=
. La densita congiunta di un vettore aleatorio continuo (X,Y) e f(z,y) = = + y, per

(x,y) € [0,a] x [0,a], con f(x,y) = 0 altrove. Determinare: (i) la costante positiva a;
(i) i valori non negativi di a tali che P(Y > aX) > 1.

a = a €

. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione di ripartizione di X e il valore
xpr tale che P(X < xp) = P(X > xpy).
Fi(z) = Ty =

. Le ipotesi possibili sulla composizione incognita di un lotto L, contenente 5 pezzi, sono
due: (H) i pezzi buoni sono 4; (H¢) i pezzi buoni sono 3. Dal lotto si effettuano 3 estrazioni

senza restituzione. Definiti gli eventi E; = ”li-mo pezzo estratto é buono”, 1 = 1,2,3, e
pOStO P(H) = %, calcolare P(EJ,Z = 1,2,3, P(H|E1E2> e P(EglElEQ)
P(E;) = P(H|E\Ey) = P(Es|E E) =

. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione caratteristica del numero
aleatorio X = |Fy| + |Es|.

px(t) =

. Un sistema S ¢ formato da due dispositivi in parallelo d; e ds, con dy che entra in funzione
nell’istante in cui si guasta d;. Siano X e Y i tempi aleatori di durata (fino al guasto) di
dy e dy; inoltre, sia Z = X 4+ Y il tempo aleatorio di durata di S. La densita congiunta
del vettore aleatorio (X,Y) & f(z,y) = MAee MY per x > 0,y > 0, con f(x,y) =0
altrove. Fissato un intervallo [t1, t5], con 0 < t; < t9, e indicando con A, la media armonica
di A1, A\g, calcolare l'insieme I dei valori di A, tali che si abbia IP(Z) € [tq,ts].

I =
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1. Siha P(E;)) =p=2%, Var(|E|) =pg=2-2 =L, Cov(E;, E;) =0 per i # j; quindi

Cov(X,Y) =Cou(Y + |E3|,Y) = Cov(Y,Y) + Cov(|Es|, |Er| + | Es|) =

12
= Cov(Y,Y)+Cov(|Es|, |E1|) + Cov(|Esl, |E2|) = Var(Y) = Var(|E1|) + Var(|Es|) = %
Inoltre, osservando che (X = 2) = E1EyESV E1ESE3 V ESEyEs, segue
_ PIB\Ey A (E\EyES V ByESEy V ESEyBy)] P(E\E,E5)

P(E\EyFESN EV\ESEs V ESEyES) P(E\EyES) + P(ELESES) + P(ESEyES)
. Siha

10.2 - 10

) =1—3(2) ~ 0.0228;

P(X <10,98<X<10.1) P(9.8< X < 10)
— P(X <1098 < X <10.1) = - _
f =P <10] < 10.) P(9.8 < X <10.1) P(9.8 < X <10.1)

_ Dy001(10) = Pg0a(98)  @(0) = B(=2) 1—1+409772
© Dy001(10.1) — D1g01(9.8)  P(1) — d(—2) ~ 0.8413 — 1+ 0.9772

/Oa/oaf(ﬁ,y)dxdy:/Oa/oa(x_i_y)dxdy:---:a3:1;

pertanto: a = 1; quindi f(x,y) = x +y, per 0 < x,y < 1. Inoltre, fissato o € [0, 1), si ha

1 ax 1 27 ax 2 2 1
P(YSaX)Z/ / f(ﬂf,y)dwdyz/ [wy+y—] dy=---=2 T2 [07—) ;
o Jo 0 2, 6 2

pertanto, tenendo conto che P(Y < aX) ¢ una funzione crescente di «, si ottiene
PY >aX)>1 < ac|0,1).

~ (.583.

. Siha

. Per ogni z € [0, 1], si ha

1

1 2
fl(aﬁ)—/o (z+y)dy = [nyr%] —x+%,

0

con fi(z) = 0 altrove. Allora, si ha Fi(x) =0 per x <0, Fi(z) = 1 per > 1; inoltre, per
x € (0,1), si ha

£ tr_:vQ—i-x

R = [ aoa= (o pa- [Tl -2

Inoltre, si ha P(X < zp) = P(X > 2p) se e solo se P(X < xyp) = Fi(zy) = x?‘@ﬂ =1
—1+V5
e

0

da cui segue x; =

1

5



5. Gli eventi sono scambiabili; pertanto
P(E;) = P(Ey) = P(E\|H)P(H) + P(EA|H)P(H®) =
Inoltre
4 3 . 3
quindi
P(EEy|H)P(H) P(E\Ey|H) _ 2

P(H|E\E>) = P(E\Eo[H)P(H) + P(E\Eo[HY)P(He)  P(E\Ey|H) + P(E\Es]He) 3’

Infine

|

P(Es3|E\Ey) = PEE>Es) _ P(EAEEs|H )P(H§ (E\EyEs|H®)P(H)

P(E\E,) ~ P(E\E;|H)P(H (E1Eo|He)P(H®) N

c 4.3.,2,3 2 1
P(EyEyEs|H) + P(EV1E2Es|HS) = - 3 :E < P(FEj3).

)

4
P(E\Ey|H) + P(E{Fy|He) z

INTVIN
Ne)

6. Siha X €{0,1,2}, con X|H ~ H(5,2, %), X|H® ~ H(5,2, %), inoltre per ogni £ =0, 1, 2,
si ha

P(X = k) = P(X = K{H)P(H) + P(X = k|1 (i) = DX = HH) T P = HHY.

2
Allora
4 1 a1
2 3
P(X =0lH)=0, P(X =1|H) = (1()5(>1) = P(X=2/H) = (235()0) =5
2 2
3\ (2 3\ (2 3\ (2
1
P(X — 0|Hc) — (O()5<>2) — E’ P(X — 1|Hc) — (1()5()1) — g’ P(X — 2|HC) — (2()5()0) — 130’
2 2 2
0+ L 1 243 1 34 3
P(X=0)= 10 = & P(X=1)= 3 5= p(x=2)=2 10— 1,
pertanto
2 . .
; 1+ 10e™ + 9e?i
ox(t) = pre™ = 20 ‘
k=0
7. Si ha
+oo
filx) = / Mo MEAYdy — o= N\ e M2 >0 fi(x) =0, x <0;
0
+o0
foly) = / Mdoe MWy — o= NgeTY > 05 foly) =0, y <0.
0
All
o PX) =~ P(V) =L, P(2)=P(X)+ P(Y) = ~ 4 -
Y DY B DY
Ricordando che A\, = %i%, segue P(Z) = )\% € [t,t] <= % < A < %;
1 2

2 2
o nl

pertanto I = |



