Probabilita e Statistica (9/07/2011)
(Ing. Civile - Trasporti - Amb. Terr., Roma; esame da 3-4 crediti: esercizi 1,2,3,4)
(esame da 6 crediti: il punteggio massimo si ottiene risolvendo correttamente 5 esercizi)

1. Dati due numeri aleatori X = |Ey| + |E2| e Y = |Es| + |Es|, con Ey, By, E5 eventi in-
dipendenti e di probabilita %, calcolare la covarianza di X, Y e la probabilita condizionata
p=P(X>1|Y <1).

Cov(X,Y) = p=

2. Uno studente deve fare due relazioni, impiegando un tempo aleatorio (in ore) X per la
prima relazione e un tempo aleatorio Y per la seconda. La densita congiunta del vettore
aleatorio (X,Y) ¢ f(x,y) = 5(z+y), per (z,y) € Q = [1,2] x[1,2], con f(z,y) = 0 altrove.
Calcolare la previsione p del tempo aleatorio totale X 4+ Y e la probabilita p dell’evento
condizionato (X < %,Y < %)](X +Y <3).

/’L: p:

3. Siano dati tre lotti, Ly, Lo, L3, contenenti ciascuno 5 pezzi buoni e 1 difettoso. Tizio divide
a caso L in due gruppi, I; contenente 4 pezzi e I, contenente 2 pezzi; quindi estrae a caso
un pezzo da I;. Caio divide a caso Lo in due gruppi, .JJ; contenente 4 pezzi e J, contenente
2 pezzi; quindi estrae a caso un pezzo da Js. Sempronio divide a caso Ls in due gruppi, G
contenente 4 pezzi e G5 contenente 2 pezzi; quindi estrae a caso un pezzo da G (evento
A), oppure da Gy (evento A€), con P(A) = p. Definiti gli eventi E; = "il pezzo scelto a

caso da Tizio e difettoso”, Fy = "il pezzo scelto a caso da Caio e difettoso”, E3 = il pezzo
scelto a caso da Sempronio e difettoso”, calcolare le probabilita di E;, Es, E3.
P(Ey) = P(Ez) = P(Es) =

IQ 2
4. La densita congiunta di un vettore aleatorio continuo (X,Y) ¢ f(z,y) = 5=~ . Calco-

lare la probabilita p dell’evento condizionato (2 < X <4, -4 <Y < -2|X >0,Y <0).

p:

5. Le funzioni caratteristiche di due numeri aleatori X e Y, stocasticamente indipendenti,
sono px (1) = (pe’* +q)", vy (t) = (pe’ +q)", con p € (0,1),¢ =1 —p. Posto Z = X +Y,
calcolare i parametri n e p sapendo che P(Z) = 4,Var(Z) = 2.

n = p:

6. La densita congiunta di un vettore aleatorio (X,Y) e f(x,y) = ke ™Y per z > 0,
X

5 <y < 2z, con f(x,y) = 0 altrove. Calcolare la costante k£ e, per ogni y > 0, la
funzione di rischio hy(y) del numero aleatorio Y.

k= ha(y) =

7. Siano date 3 urne Uy, Uy, U, con U; contenente 3 palline bianche e 1 nera, U, contenente
2 palline bianche e 2 nere, Us contenente 1 pallina bianca e 3 palline nere. Scelta a caso
una delle 3 urne, da essa si effettuano estrazioni senza restituzione. Definiti gli eventi
E; = 7l’i-ma pallina estratta é bianca”, 1 =1,2,3,4, ed H, = "le estrazioni sono effettuate
dall’urna U,”, r = 1,2, 3, calcolare P(E;|E,) e I'indice r che massimizza P(H,|E, EY).

P(E1’E4) = r =
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1. Siha Cov(E;, E;) = 0,1 # j, Cov(E;, E;) = Var(E;) = ;11; quindi
Cov(X,Y) = Cov(|Er| + | Ea|, | Ea| + |E5) =

1
= Cov(|Ev, | B2|) + Couv(|Er], | Es|) + Couv(|En, | E2|) + Cov(|Enl, | E5]) = -

Tnoltre X € {0,1,2},Y € {0,1,2}, con (X > 1) = EyESV ESEy V EyEy, (Y < 1) =
= EQEg V ESEg V EgEg, (X Z 1, Y S 1) = ElEgEg V E1E§E§ V EfEQE?c) V E1E2E§, € con

1
P(E>E5) = P(B§Ey) = P(ESES) =, PE\ESEs) = P(E\ESES) = P(E{EaF5) = P(BiF; ) =
4
pertanto: p:P(XZHYgl):%:%:%
2. Siha
1 1 21 y 1

fi(z) :/ S@ty)dy=-+5, 1<2<2;5 fo(y) =/ —(z4y)de==+=, 1<y <2;

1 3 3 2 L3 32

con fi(x) =0perz ¢ [1,2], fo(y) =0 per y ¢ [1,2]. Quindi f; = fa, con

P(X) = P(Y ):/ iz )dx_/12x<§+%)dx:%.

Inoltre
3 3 (X <2 Y <HA(X+Y <] PX<3Y <D
=P(X <= Y <)|(X+Y <3 2’ 2 2 2
—z 3 3
con P(X+Y < 3) = %ff dx 13 (z+y)dy =5, P(X <3V < 3) =1 [P da [ (z+y)dy =
27 _ 15

24 _ 15
24, pertanto: p = ENE

3. Definiti gli eventi H =" I; contiene il pezzo difettoso”, K =" J; contiene il pezzo difettoso”,
F =7 contiene il pezzo difettoso”, si ha F1H¢ = B, K = E3F A = EsF°A = (). Allora

P(Ey|H") = P(Ey|K) = P(By|FA%) = P(E5| F*A) = 0

inoltre A ed F sono stocasticamente indipendenti. Quindi

P(ES) = PUBIH)P() + PUBIAOYPE) = - O —
P(Ey) = P(E|K)P(K) + P(Ey|K¢)P(K*) = L - % — L
P(E3) = P(E3FAV E3sF°A%) = P(A)P(F)P(E3|FA) + P(A°)P(F°) P(E3|FCA%) =
=p-%&+(1—p)- (4()2()0) ézp é +(1=p)- %:%

Pertanto: P(Ey) = P(Es) = P(Es) = ¢
(Nota: la probabilita é la stessa se si estrae direttamente dai lotti senza dividerli in gruppi)



4. Si ha: fi(z) = [77 flw,y)dy = sd=e %, fly) = J23 f(wy)de = sJ=e”F, con
flz,y) = fl( ) fa(y ) Pertanto X ~ Nya(z),Y ~ Nya(y) e, osservando che ®,(0) =
%, Vo > 0, si ha

p=PR<X<4-4<Y<-2[X>0Y<0)= P(2§X§4}D—(Z§(§21;7§}/—§2b;<20¥
P2<X<4,-4<Y<-2) PR<X<4YP(-4<Y <-2)
B P(X >0,Y <0) B P(X >0)P(Y <0) B
_ [Po2(4) = P02(2)][Po2(=2) — Pop(—4)] _ [2(2) — P(][P(-1) — (-2)] _

5. Si har pz(t) = px(t)ev(t) = (pe +q)" (pe’ + @)" = (pe’ + ¢)"™; pertanto, Z ha una
distribuzione binomiale di parametri n+4,p, con P(Z) = (n+4)p = 4, Var(Z) =
(n+4)pg = 2; allora ¢ = 5 = p; quindi: n+4 = 8, da cui segue n = 4; ovvero Z ~ B(8, )

6. Si ha
“+00 2x “+o00 2x 400 ) k
/ f(z,y)dzdy = k/ (ex/ e Vdy)dx = k/ e (—e P qe 2)dr = - = 3
0 3 0 z 0

pertanto k = 3. Inoltre, per ogni fissato y > 0, risulta

2 y 3
fo(y) = / 3¢ " Vdp =---=3e V(e —e W) =2- 56_%3/ —3e7 %,
Yy

M

Sy(y) =P(Y >y) = fa(t)dt = 2/ 3¢ —stdt — / 3e73dt =2e72Y — 7,
y y y

3
2

3 - 3
foly) _ 25e72Y-8e7%  3c3v_3
Sa(y) 267%?4—673:‘/ Qe%y—l

pertanto: ho(y) =

7. Glieventi Ey, Ey, E3, B, sono scambiabili; pertanto P(E;) = P(E,), per ognii, e P(E;E;) =

P(E\Es), P(E;E¢) = P(E\ES), per ogni i # j, con P(H,) = 3; inoltre
1 3 1 1 1
P(H,)P(FE:\|H, —+-+-)==
132 21
P(E,\E,) = ZP P(E\Ey|H,) =Y P(H,)P(E|H,)P(Ey|E H,) = 5(1'§+Z§+0> =
Allora: P(E1|Ey) = P(%Jf)‘*) = PI(D%E%) - % = 5. Inoltre
P B o) - LUWPBEH) PR P(BEH)
1181 = = = =
VX P(H)P(EES|H,) Y, P(B\E§H,) Y2, P(EyES|H,)
3.1 1
193 3 P(E1E0|H3> a1 1 3
BEIR LS YA R E B R S

+1.1 10’
1 — P(H,|E\Ef) — P(Hs|Ey E) = 15; pertanto: 7 = 2.



