Probabilita e Statistica  (15/02/2012)
(Ing. Civile - Trasporti - Amb. Terr., Roma; esame da 3-4 crediti: esercizi 1,2,3,4)
(esame da 6 crediti: risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

1. Tre urne U,V e W contengono ciascuna 2 palline bianche e 1 nera. Tizio, Caio e Sempronio
estraggono ciascuno 2 palline in blocco, rispettivamente, da U,V e W vincendo un premio
se le due palline sono bianche. Definiti gli eventi: A = "Tizio vince il premio”, B = ”Caio
vince il premio”, C' = ”Sempronio vince il premio”, calcolare: (i) la probabilita p che
almeno uno dei tre amici vinca il premio (evento F); (ii) la probabilita « che almeno due
dei tre amici vincano il premio supposto vero 'evento E.

p: o =

2. Con riferimento all’esercizio precedente, determinare la funzione di ripartizione del numero

aleatorio X = |AB| — |AC| + |BC]|.
F(x) =

3. Un oggetto percorre uno spazio di 4 metri partendo da fermo, con un’accelerazione aleatoria
costante A (in m/sec?), con distribuzione di probabilita uniforme nell’intervallo (0, 2].
Calcolare: (i) la previsione p del tempo aleatorio 7" impiegato per effettuare il percorso;
(ii) il valore M tale che gli eventi (7" < M) e (T > M) sono equiprobabili.

lL[/: M:

4. Due oggetti partono in un certo istante da uno stesso punto allontanandosi in direzioni
opposte per un tempo 7', il primo con velocita aleatoria X, il secondo con velocita aleatoria
Y. La densita congiunta del vettore aleatorio (X,Y) e f(z,y) = e * ¥ per x > 0,y > 0,
con f(z,y) = 0 altrove. Indicando con Z la distanza tra i due oggetti al tempo T, calcolare:
(i) P(Z < z), con z > 0; (ii) la previsione p di Z; (iii) lo scarto quadratico medio o di Z.
(ricordiamo che, per ogni intero n, si ha T'(n+ 1) =n!)

5. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione di rischio hz(z) di Z e la
probabilita condizionata p = P(Z > z+d|Z > z), con z > 0, d > 0.

hz(z) = p=

6. Un operatore prende a caso un lotto da un insieme di 5 lotti, uno dei quali contiene 3 pezzi
difettosi e 1 buono, mentre gli altri 4 lotti contengono 2 pezzi difettosi e 2 buoni. Successi-
vamente, 'operatore esamina a caso tutti i pezzi del lotto. Definiti gli eventi E; = ”["i-mo
pezzo estratto dall’operatore € difettoso”, 1 = 1,2,3,4, H = 7il lotto utilizzato dall’operatore
contiene 3 pezzi difettosi e 1 buono”, calcolare: (i) P(H|E\Es); (ii) P(E4|EyEs).

P(H|E\Es) = P(E4|E7\E,) =
7. Le entrate e le uscite di un’attivita economica sono rappresentate (in un’opportuna unita di
misura) da due numeri aleatori X ed Y stocasticamente indipendenti e con distribuzione

normale, con m; = 5,01 = 1,my = 1,09 = 2. Calcolare la funzione caratteristica del
guadagno aleatorio Z = X — Y e la probabilita dell’evento (mz — 20, < Z < my + 20y).

pz(t) = p=
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1. Gli eventi A, B e C sono indipendenti ed equiprobabili, con

P(A) = P(B) = P(C) = % _ % P(AB) = P(AC) = P(BC) = % P(ABC) = —

()

Allora: p=P(AVBVC) =1—P(A°B°C°) =1—2.2.2 = 1 inoltre, osservando che

(ABV ACV BC)A(AV BV C)=ABV ACV BC e che ABAC = ABBC = ACBC =

ABACBC = ABC, segue: a = P(ABV ACV BC|AV BV C) = —P<ngVfBCVVC{3)C> —

__ 3P(AB)-3P(ABC)+P(ABC) __ 35-23 _ 1
- P(AVBVC) - 2 — 19°

2. Si ha X € {-1,0,1}, con (X = —1) = AB°C, (X = 1) = ABC v ABC° Vv A°BC,
(X =0)=AB°C°V A°BC*°V A°B°C' V A°B°C“, e con
P(X = —1) = P(AB°C) = P(A)P(B°)P(C) = £,
P(X =0) = P(AB°C°) + P(A°BC*) 4+ P(A°B°C) + P(ACBCC’C) =
P(X =1) = P(ABC) 4+ P(ABC®) + P(A°BC) = £ + 2+ 2 = %
Pertanto: F(z) = 0 per x < —1, F(z) = % per =1 <2 <0, F(z) = Z per 0 < z < 1,
F(x)=1perxz>1.

4 8 _ 20
+27+27—277

3. Siha: s =4 = fOTAtdt = .. = 1AT% pertanto: T = \/g =24/%, con T € [2,+00).
Allora: P(T _/L_fo 2\/>f (a)da %%da:--~:4; inoltre: P(T < M) =

8

M2

:P(TEM):P(A§%) oV da:Mi:%,equindi:M:%/i

1
2

In alternativa: per ogni fissato t > 2, si ha

2
P<T§t>=FT<t>:P<T2sﬁzp(/xzt%):/ %dtzl—%,

t

da cui segue: P(T ) P(T < M) = Fr(M) =1- 53 = 1, e quindi: = 2V/2.
Inoltre, fr(t) = F(t ) = 5, per t > 2, con fr(t) = 0 altrove; pertanto

+oo +o00 +oo
M:/ th(t)dt:/ 8dt [ 8} _y
2 2 13 2

Nota: in questo esempio, come si puo verificare, risulta P(T?) = +oo; pertanto op = +00.

4. La velocita con cui gli oggetti si allontanano ¢ X +Y; quindi la distanza tra i due oggetti
al tempo T' ¢ Z = (X +Y)T € [0,+00). Allora, fissato z > 0, si ha

T [T T .
- / / e " Vdxdy = / e (1—e T dx =
o Jo 0

P(Z <z)=Fz(2)=P(X+Y <

H\LN



Sl

% zZ Z z Z
:/ e’““da:—/ eTdr=1—eT——eT=1-(14+—=)eT;
0 0
quindi: fz(2) =+ = Ze T per z >0, con fz(z) = 0 altrove.
Pertanto, posto u = %, si ha

N

7
+00 +o0 Z2 . +oo
u=PZ)= /o 2fz(2)dz = /0 T2 e Tdz = T/o wleMdu =T(3)T =2!T = 2T ;
inoltre
+oo too .3 ; —+00
P(Z?) = / 2fy(2)dz = / T e Tdz = T2/ e du =T (4)T?* = 3!T* = 617,
0 0 0

da cui segue: Var(Z) = 612 — 472 = 27?; quindi: o = v2T.

. Per ogni 2 > 0si ha: Fy(z) = P(Z < 2) =1— (14 Z)e T, fz(z) = e 7. Allora
hz(z) = fzln) — ﬁe_i = —=—. Infine
Sz(2) (1+2)e T T(T+z)

P(Z>z+d,Z>2) P(Z>z+d)
p=P(Z>z+d|Z>z2) = PZ>2) = PZ>2) =

(1 + %l) e~ 6_%(T—|— z+d)
e — —e

d
5 1 :
(1+2)eT T+z ( +T—|—z)

con p ~ et per z >> d; (se la distribuzione di probabilita di Z fosse esponenziale di

parametro A = 7 si avrebbe: p = e ).

Sl

. Siha: P(E\Eo|H)=3-2=1 P(EEJH)=2-1=1 pPH)=1 P(H% =% Allora

P,y - PP P(E: Bl ) P(H) 3
152) = = — .= 2
P(E\Es) P(E\E»|H)P(H) + P(E\Ey|He)P(H®) 7
Inoltre, gli eventi E; sono scambiabili, quindi: P(E4|EEs) = PI(D?E?)QE?)“) = ng?;ff), con
P(EiEy)=3-1+1.2= T ¢con
. o 3 2 11 4 1
P(ElEQES) = P(ElEQEg‘H)P(H> +P<E1E2E3|H )P(H ) —_ e — e — . — +0 R — _’
4 3 2 5 5 20
pertanto: P(FE4|E\FEy) = P(E3|EyEs) = % =2
30
(Nota: P(E4E\Ey) < P(Ey)=P(Ey)=3-14+2-2=2)
) 5242
. La funzione caratteristica di una distribuzione normale con parametri m,c ¢ e~ 2 ;

pertanto, essendo X ed Y stocasticamente indipendenti, segue: pz(t) = P(e"?) =
_ P(eit(X—Y)) _ P(eitX)]P;(ei(—t)Y) _ @X(t)SOY(_t) _ €5it—§ei(—t)—2(—t)2 _ €4it—% ;
pertanto Z ha una distribuzione normale di parametri my = 4, o, = v/5. Allora

p=2, 5(4+2V5) — &, 5(4-2V5)=D(2) — &(—2) = 20(2) — 1 ~ 0.9544.



