Probabilita e Statistica  (16/01/2013)
(Ing. Civ. - Trasp. - Amb. Terr. - Elettr., Roma; esame da 3-4 crediti: esercizi 1,2,3,4)
(esame da 5-6 crediti: risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

1. Da un lotto, contenente 6 pezzi buoni e 3 guasti, si prelevano a caso 3 pezzi che vengono
utilizzati in un sistema in parallelo. Indicando con X il numero aleatorio di componenti
guasti fra 1 3 del sistema, calcolare: (i) la probabilita a che il sistema funzioni; (ii) la
probabilita b che il sistema non funzioni, supposto che almeno uno dei suoi 3 componenti

sia guasto.

a= b=

2. La distribuzione di probabilita di un vettore aleatorio (X,Y") & uniforme sul triangolo 7" di
vertici i punti (0,0),(2,0),(0,2). Posto Z = X + Y, calcolare la funzione di ripartizione

Fy di Z e la covarianza di Z,U, dove U = X — Y.
Fy(z) = Cov(Z,U) =

3. Dati due numeri aleatori continui X e Z, con X ~ N,,,, e Z ~ N = Ny, stabilire se,
fissato k > 0 e posto « = P(X <m+ko|X <m+2ko), 8 =P(Z < k|Z < 2k), vale

I'uguaglianza o = 3. Inoltre, posto m = %,0 = %,Y = 2X — 3, calcolare la probabilita

condizionata p = P(—1 <Y <1| —=2<Y <2).

4. Da un’urna contenente p/N palline bianche e ¢/N palline nere, con 0 < p < 1,g=1—1p
ed N pari, si effettuano estrazioni con restituzione. Definiti gli eventi F; = ”"l"i-ma pallina
estratta € bianca”, i = 1,2,..., calcolare: (i) la probabilita a« = P[(E; V E3) A (E3 V Ey)]

in funzione di p; (i) il valore di p tale che P[(Ey V E,) | (E3V Ey)] = 3.

o = p:

5. La densita congiunta di un vettore aleatorio continuo (X,Y) ¢ f(x,y) = ae Y per z >
0,0 <y <z, con f(x,y) =0 altrove. Calcolare la costante a e le funzioni di rischio h;(x)

ehy(y)di X eY,perz>0ey>0.
= In(s) - ) =

6. Indicando con ¢x(¢) la funzione caratteristica di un numero aleatorio X e assumendo che

3

% (0) = i, p%(0) = —3, calcolare la previsione m e lo scarto quadratico medio o di
X verificando che tali valori sono gli stessi nel caso di una distribuzione ipergeometrica

H(N,n,p),conNzQ,n:i’),p:%.

m = 0 =

7. Le componenti di un campione casuale (Xj,...,X,), subordinatamente ad ogni fissato
valore 6 di un parametro aleatorio ©, hanno una distribuzione di Poisson di parametro
0. La distribuzione iniziale di © e esponenziale di parametro \g = 1. Supposto di aver
osservato un campione casuale x = (z1,...,x,), con x1+- - -+, = t, calcolare la previsione

e lo scarto quadratico medio 7 di O | x.

/"L: T =
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1. Siha X ~ H(9,3,1), con P(X = k) = &)G2)

; quindi P(X =0) = &, P(X =3) = g;.
(6)G) _ s

o oy inoltre

Pertanto: a = P(X <3)=1—-P(X =3)=1-—

B B _P(X=3,X>1)  PX=3 1
b=PX=3]X=1)= P(X>1)  1-P(X=0) 64

. L’area del triangolo T" & pari a 2; quindi f(z,y) = % per (z,y) € T, con f(x,y) = 0 altrove.
Inoltre, Z € [0,2]; allora Fiz(z) = 0 per z < 0; Fz(2) = 1 per z > 2. Per z € (0,2),
si ha Fz(z2) = P(X +Y < z2) = P[(X,Y) € T.], dove T, e il triangolo di vertici i punti
(0,0), (2,0), (0, 2) la cui area u(T%) ¢ pari a % Pertanto

_ eonvdedn— | ae [ Y — L opy w1 _ 2
= [ [ s sty = [aw [ Say= Sy = 2 = 5

Inoltre, osservando che Cov(X,Y) = Cov(Y, X), segue

Cov(Z,U)=Coo(X+Y, X -Y)=---=Var(X) = Var(Y),

/dx/ S dy /@m:/jy( y)dy:/ozdy/oz_ygdx:P(Y);
P(X?) = /d:c/ Cy = /dy/ P(Y?).

Pertanto: Var(X) = Var(Y), da cui segue Cov(Z,U) = 0.

con

(Nota: come si potrebbe verificare, le distribuzioni marginali di X e Y coincidono.)

. Ricordiamo che tra le funzioni di ripartizione di X e Z, ®,,, e ®, sussiste la relazione
P o(7) = (*=™); inoltre (—z) = 1 — ®(x); allora

P(X <m+ko, X <m+2ks) PX<m+ko)
P(X < m+ 2ko) - P(X <m+2ko)

= P(X <m+ko|X <m+2ko) =

 Pp.(m+ko)  ®k)  P(Z<k) P(Z<k Z<2k)
T B,.(m+2ko)  ®(2k) P(Z<2%k)  P(Z<2k) =P(Z<k|Z<2k)=0.

Inoltre, Y ~ Ny, 5., con my =2m — 3 = 0,0y = 20 = 1; ovvero Y ~ N. Allora

P(-1<Y <1,-2<Y<2) P(-1<Y<1)
P(-2<Y <2) CP(—2<Y<2)

p=P(-1<Y <1]-2<Y <2)=

() —P(-1)  29(1) -1 _ 2x08413-1 06826 _ 07152
P(2) - d(—2) 28(2) -1~ 2x09772—1  0.9544 ~— '




4. Gli eventi Ej, ..., Ey sono indipendenti ed equiprobabili, con P(E;) = p, P(E;E;) = p%
allora anche (E; V Es) ed (E3 V Ey) sono indipendenti ed equiprobabili e si ha:
o = P[(El V EQ) VAN (Eg vV E4)] = P(El V Eg)P(Eg V E4) = (2p — p2)2. Inoltre

3 1 1
In modo piu esplicito: posto F1Ey = A, E1FE3 = B, ExE3 =C, ExyEy = D, si ha

P[(E1V E2) A (E3V Ey)] =---=P(AVBVCVD)=
= P(A)+P(B)+P(C)+P(D)—P(AB)— P(AC)— P(AD) — P(BC)— P(BD)— P(CD)+
+P(ABC) + P(ABD) + P(ACD) + P(BCD) — P(ABCD) =
=p2—|—p2+p2+p2—p3—p3—p4—p4—p3—p3+p4—l—p4+p4+p4—p4:
=4p® —4p® +p* = (2p — p*)? = P(E, V Ey)P(Es V Ey) ;
P(E,V E,)P(E5V E,)
P(EsV E,)

w

P[(E\VE) | (EsVE,)] = = P(E\VEy)) =2p—p° =~ < p=

4

1
5"

5. Dalla condizione fj;o fj;o f(z,y)dxdy = 1, osservando che f0+°° e Mdt = 1,V > 0,

segue
+o0o T +oo
a/ dx/ e_x_ydy:a/ e_x(l—e_x)dx:---:a—g:gzl;
0 0 0 2 2

pertanto: a = 2. Inoltre
T +oo
filx) = / 207" Vdy =277 =27 x>0, foly) = / 2e " Vdx =2, y >0,
0 Y

con fi(z) =0 per z <0 ed fo(y) =0 per y < 0. Allora, per ogni z > 0 e y > 0, si ha

+00 +o0
Si(z) = / (267" =27 dt = --- =27 —e | Sy(y) = / 2e 2t = - = e
T Y
x e~ T 6721‘ et — 672
pertanto: hn(x) = 5 = §5 = B = 1o gl () = 8 = =2

: Ry _ 250 2y (0) - 2y _ %0 _ 3
6. Si ha P(X") = ==, segue: m = P(X) = == = 1; inoltre P(X?) = =5~ = 3; allora

7

3 1 V2
7 = B(X) ~ PX)P = ~p(0) + [k (O = 2 —1= 3, 0= Y2
Per una distribuzione ipergeometrica H(N,n,p), con N =9,n=3,p = %, si ottengono gli
stessi valori; infatti: m=np=3-1=1; o=, /npg(1—2=%)=4/3-3-2(1-%) = g

7. Siha © | x ~ (0 |x), con

B015) = K)BO)f(110) - f(wa]0) = h(x)e e

el = ky(x)f%iTiem (DI —

) Aén (n+1)t!
_ t (n+1)9: — 1 = 1 k' == L - )
ko (x)0te Gonn(0); en =141, An=n+1, ki(x) = 5 T(t+1)

ovvero © | x ha una distribuzione Gamma di parametri t + 1,n + 1; pertanto

Cn, t+1 5 Cp t+1 VvVit+1
= — = T = —— = T = .
SR W A2 (n+1)27 n+1



