Probabilita e Statistica  (11/11/2013)
(Ing. Civ. - Trasp. - Amb. Terr. - Elettr., Roma; esame da 3-4 crediti: esercizi 1,2,3,4)
(esame da 5-6 crediti: risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

. Un oggetto O viene posizionato in un punto aleatorio (X,Y’), con X e Y stocasticamente
indipendenti e con X ~ Nj;, Y ~ Ny;. Considerati i quadrati ¢; = [0,2] x [0,2] e
Q2 = [0,2] x [1, 3], calcolare: (i) = P(O € Q1|0 € @Qs); (ii) 5= P(O € Q2|0 € Q).

o= 0=

. Da un lotto, contenente 6 pezzi buoni e 1 difettoso, si elimina a caso un pezzo. Poi si
esaminano i 6 pezzi rimanenti, fermandosi se si trova il pezzo difettoso. Sia H l'evento ”il

pezzo eliminato dal lotto € buono” e sia X il numero aleatorio di pezzi esaminati. Calcolare
la previsione di X e stabilire se P(H | X >2) < P(H).

P(X) = P(H|X >2) < P(H)?

. Sia T il triangolo di vertici (0, 2), (2,0), (2,2). La densita congiunta di un vettore aleatorio
continuo (X,Y) ¢ f(z,y) = 2(x +y), per (z,y) € T, con f(z,y) = 0 altrove. Calcolare
Fi(z) e P(Y); inoltre, stabilire se X e Y sono stocasticamente indipendenti.

Fi(z) = P(Y) = stoc. indip.?

. Due lotti identici, Ly, Lo, contengono ognuno 5 pezzi difettosi ed r buoni, con » > 0. Da
Ly si prende a caso un pezzo inserendolo in Ls; successivamente da Lo si toglie a caso
un pezzo. Considerati gli eventi H = il pezzo inserito in Ly ¢ difettoso”, E = "il pezzo
estratto da Ly € buono”, determinare: (i) i valori di r tali che P(H|E) < P(H); (ii) i valori
di r tali che P(H|E) > 1.

re re

. Siano date due urne U e V, con U contenente 2 palline bianche e 4 nere e V' contenente
3 palline bianche e 6 nere. Tizio effettua da U due estrazioni con restituzione, otte-
nendo un numero aleatorio X di palline bianche; Caio effettua da V' quattro estrazioni con
restituzione, ottenendo un numero aleatorio Y di palline bianche. Calcolare la funzione
caratteristica e la distribuzione di probabilita del numero aleatorio Z = X + Y.

pz(t) = 7 ~

. Un sistema S e composto da due dispositivi in serie, con durate aleatorie X e Y, stocas-
ticamente indipendenti, con funzioni di rischio hi(z) = 1, Vx > 0, e hao(y) = 2, Yy > 0.
Calcolare: (i) la funzione di rischio del tempo aleatorio Z di durata fino al guasto di S;
(ii) la probabilita p dell’evento condizionato (Z > 5|72 > 4).

hz(z) = p=

. La distribuzione iniziale di un numero aleatorio © € normale, di parametri my = 2,0y = 1.
Le componenti di un campione casuale (X7, -, Xo5), subordinatamente ad ogni fissato
valore 6 di ©, hanno una distribuzione normale con valor medio 6 e scarto standard o.
Posto x = (21, ...,%a5), con 1 + - -+ + x5 = 50, siano mos e 095 la previsione e lo scarto
quadratico medio di ©|x. Stabilire per quali valori di ¢ risulta go5 < % o e calcolare la
probabilita p = P[(2 — 025 < © < 2+ 2055) | x].

o€ p=
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1. L’intersezione di @1, Qs ¢ il rettangolo R = [0, 2] x [1,2]; pertanto:

_POe@in®) POeR) PO<X<21<Y<2) PO<X<2PI<Y <2
 PO€Q,)  POe€Q,) PO<X<21<Y<3) PO<X<2PL<Y<3
_PA<Y<2) [‘1)2,1(2) —0ou(1)] _ [ — ()] _ [@(0) —2(-1)] _ [®(1) — 5
PA<Y <3) [@1(3) = 22a(1)]  [(3F) —@(F)]  [®(1) —(=1)]  2[®(1) — 3]
Inoltre

_P(O€e@inN®) POEeR PO<X<21<Y<2) PO<X<2P(LI<Y <2
b= POecQ)  POecQ) PO<X<20<Y<2) PO<X<2POLY <2

P1<Y <2) [9:(2

)
S PO<Y <2 [@24(2)

) =3l ~
[®(2) — 4] — 0.4772

2. Siha P(H) =2, X €{1,...,6}, con

1
P(X =h|H)= ¢, h=1,...6; P(X =h|H) =0, h=1,...5: P(X = 6| H*) = 1.
Allora
1 1 2
P(X:h):P(H)P(X:h|H):9-—:—,hzl, VD P(X:6):1—§:—
7 6 T 7
15 12 27
P(X)= (1424 ---4+5)+2.6=— 4= =22
(X)=-(1+2+ +5)+ 5 -t ==
Inoltre (H)P( ) 8.
PH)P(X >2|H Zc 4 6
PH|X >2)= =106 __ - =P(H).
(H]X>2) P(X > 2) 5 —5 <7~ P
3. Si ha: fl(m):%f;ﬁ(a@—l—y)dy:---:%,0§x§2, con fi(x) = 0 altrove. Allora:
Fi(z) =0, per x < 0; Fi(x) =1, per x > 2; Fi(x) = I3t2;212tdt:$3'§26x2,perx€(0,2).
Inoltre: fo(y) = & f22_y($+y)d:r =...= 33”23%, 0 <y <2, con fo(y) = 0 altrove. Allora
2 2 2
3% + 12y 13, 4% 1
P(Y)= [ y- 2L gy — — |2t B =
()/Oy 32 y32{4y—|—y0 8

Infine, essendo f(z,y) # fi(z)f2(y), X e Y non sono stocasticamente indipendenti.



4. Si ha: P(H):%, P(HC):T%, P(E|H):T+L6, P(E|HC):;°1—(1).. Allora
P(H\P(E|\H 5. _r 5 5
P(H|E) = s~ = P
P(H)P(E[H) + P(H)P(E[H) ~ 2. o4 T HL7 746~ 145

ovvero P(H|E) < P(H), per ogni intero r € {1,2,...}. Inoltre: P(H|E) > 1, per
r=1,2,3.

pertanto,
(pezt + q)n7

5. X e Y sono stocasticamente indipendenti, con X ~ B(2,3) e Y ~ B(4,3
ricordando che la funzione caratteristica di una distribuzione binomiale B(n, p)
segue: px(t) = (5€"+ 2)2, oy (t) = (3 € + 2)*. Allora
Qﬁz(t) — IP’(e“Z) — ]P><€itX+itY) — P(e“X)]P’(e“Y) — gOX(t)goy(t) — (%eit + %)2(% eit + %)4 —
= (3 ¢ + 2)%. Pertanto: Z ~ B(6, 3).

);
&

6. Si ha
file) = hy()e oM = o= 2> 05 foly) = =20, y>0;
ovvero: X ~ Exp(l), Y ~ Exp(2). Essendo Z = min{X, Y}, per ogni z > 0 si ha

Sp(2)=P(Z>2)=P(X>2Y >2)=PX >2)P(Y >z2)=c e ¥ =e¢,

Pertanto: fz(z) = —S%(2) = 3e™3% (distribuzioni esponenziale di parametro A = 3). Allora
fz(z)  3e73
h _ _ -3 >0.
Z(Z) Sz(Z) o3z y A Z
Inoltre
P(Z>5,Z>4) P(Z>5) Sz56) e
=P(Z>b|Z>4)= = = = = =P(Z>1).
p="P 12> 4) P(Z > 4) P(Z>4) S,(4) e © (Z>1)
Lomo+ 28 % )
7. Siha: O]x ~ Ny, 00, CON X = My = 2, m25:(70%T:2, %;5:%3—1-3—5:”0—4;25;

pertanto og5 = ﬁ < %30 <= o0 > 12. Inoltre

P = P[(2 — 025 S @ S 2 + 20'25) ’X] = @27025<2 + 20’25) — @27025<2 — 0'25) = @(2) — (I)(—l) =
= ®(2) + B(1) — 1 ~ 0.8185.



