Probabilita e Statistica  (11/4/2014)
(Ing. Civ. - Trasp. - Clin. - Elettr., Roma; esame da 3-4 crediti: esercizi 1,2,3,4)
(esame da 5-6 crediti: risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

1. T costituenti relativi a tre eventi A, B, C, con A e C' incompatibili, sono giudicati ugual-
mente probabili. Calcolare P(A) e P(BV (). Inoltre, posto X = |A| — |AB|—|B|+|BC]|,
calcolare la previsione di X.

P(A) = P(BVC) = P(X) =

2. Il tempo aleatorio X impiegato da una persona per completare un lavoro ha una densita
f(x) = k(z* + ), per x € [0,1] e zero altrove. Calcolare il valore della costante k, la
funzione di ripartizione F(z) e lo scarto quadratico medio ox.

k= F(zx) = ox =

3. Una popolazione ¢ composta da 4.845 maschi fumatori, 46.155 maschi non fumatori, 833
femmine fumatrici e 48.167 femmine non fumatrici. Un individuo viene selezionato a caso
dalla popolazione. Definiti gli eventi: H="l"individuo ¢ un maschio”, EF=“l'individuo ¢ un
fumatore 7, calcolare le seguenti probabilita: P(H|E), P(H|E°), P(E°|H).

P(H|E) = P(H|E®) = P(E°|H) =

4. Un vettore aleatorio continuo (X,Y’) ha una distribuzione uniforme sul triangolo 7' di
vertici i punti (0,2),(2,0), (2,2). Calcolare le densita marginali fi(x), per x € [0,2], ed
f2(y), per y € [0, 2]; inoltre, calcolare il coefficiente di correlazione pxy-.

fi(z) = f2y) = Pxy =

5. La densita congiunta di un vettore aleatorio continuo (X,Y),con X > 0,Y >0, ¢ f(x,y) =
4ye=®=2 per x > 0,y > 0, con f(z,y) = 0 altrove. Posto Z = X + Y, calcolare, per ogni
z > 0, la funzione di sopravvivenza e la funzione di rischio di Z.

Sz(Z) = hZ(Z) =
6. La funzione caratteristica di cinque numeri aleatori Xi,--- , X5, ugualmente distribuiti e
stocasticamente indipendenti, & p(t) = e~ Indicando con Z la media aritmetica di
Xq,---, X5, calcolare la funzione caratteristica di Z e la probabilita p dell’evento con-
dizionato (—\/§ <7zZ< \/5) | (—2\/§ <7zZ< 2\/5)
pz(t) = p=

7. La distribuzione iniziale di un numero aleatorio © € normale con parametri mg = og = 1. Le
componenti di un campione casuale (X7, -+, Xg), subordinatamente ad ogni fissato valore
f di ©, hanno una distribuzione normale con valor medio 6 e scarto standard o = \/Lg

Supposto di aver osservato un campione casuale x = (z1,-- ,xg), con &y + -+ + xg = 8,
calcolare la probabilita condizionata p = P(2 < © < I | x).

p:
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1. Essendo ABC = AB°C = ), i costituenti sono: ABC¢, AB°C¢, A°BC, A°BC*°, A°B°C, A°B°C*,
tutti di probabilitd ¢. Allora P(A) = P(ABC) + P(AB°C*) = ; inoltre

=3

2
P(BV C) = P(ABC®) + P(A"BC) + P(A°BC°) + P(A°B°C) = 3.

Infine, essendo |A| = |AB| + |AB°| e |B| = |BC| + |BC¢|, segue X = |AB°| — |BC“|;
pertanto

B(X) = P(AB") = P(BCY) = P(AB'CY) = P(ABC®) = P(ABC) = = — - — = = —.

2. Si ha

1 3 271
5
ka?+a)de =k |2+ 2| =2k =1,

pertanto: k = 2. Allora, per ogni z € (0,1), si ha: F(z) = [ $(t? + t)dt = 2 2% + 2 2%
inoltre: F'(z) =0, per x < 0; F(x) = 1, per z > 1. Infine

! 6 [! 6 (1 1 7
IP’(X):/O xf(a:)da::g/o(x3+x2)dx:g<zl+§):1—o;

! 6 (! 6 /1 1 27
P(X?) = *flz)de = = tr)de =< (4= ) ==

allora: 0% = 2 — & = = da cui segue: 0, = ﬁg
3. Si ha
P(H|E) = P(FEH) B 4.845 ~4.845 0.8533 -
- P(EH)+ P(FEH¢) 48454833  5.678 ~ ’
P(E°H) 46.155 46.155
P(H|E®) = = = ~ 0,4893;
(HIE") P(EcH) + P(EcH¢) ~— 46.155 + 48.167  94.322 ’ ’
P(E‘H 46.1 46.1
P(E°|H) = (E°H) 0155 46155 0,905.

P(EH) + P(E°H)  4.845 + 46.155  51.000

4. L'area di T & p(T) = 2; pertanto: f(x,y) = ﬁ = 1, per (z,y) € T, con f(z,y) =0

altrove. La retta passante per i punti (2,0), (0,2) ha equazione: = + y = 2; allora

oo S| T
fl(x): f(CL’,y)dy: §dy:§,l'€[0,2],

—00 2—x
con fi(z) = 0 altrove; analogamente fo(y) = f;_y tdr =%, y €[0,2], con foly) =0
altrove; pertanto X e Y sono ugualmente distribuiti, con
4

IP(X):IP(Y):/O x-gdx:---:§, IP(XQ):IP’(YQ):/O xQ-gdxz--:Q,



quindi: 0} = 03 = %. Inoltre
R 1 [? 1 [? 5
P(XY) = / —xydrdy = —/ z[y?)5dr = —/ (42 — 2°)dx = - .
0 Joz? 4 Jo 4 Jo 3
: _5_ 4. 4_ _1 . . _oxy _ —5 _ 1
Pertanto: oxy =3 —3-3=—5 <0; allora: pxy = Ufo‘; = ?9 = —3.

. Per ogni z > 0 si ha
z z—y
P(Z <z)=Fy(z) = P(X+Y < 2) / dy/ Ty —/ (4y6_2y/ e_xda:> dy =
0 0
:/ dye (1 — e - y))dy:/ dye Vdy — / dye Ve # TV dy =
0 0 0
= [-2ye )¢ +/ 2e 2 dy — 46_2/ ye Ydy =
0 0

= —2ze F4(l—e ?)—4e " {[—ye_y]g +/ e_ydy} = —2ze P4l-e P—de " {—ze T4+ (1—e7)} =
0

= ... = (3+2z2)e " —4e ?+1. Pertanto: Sz(2) =1—Fz(z) =4e*—(3+2z2)e7 %, 2 > 0.

Inoltre: fz(z) = Fy(z) = —=S4(2) = =4e 7 — (4+42)e?*, 2 > 0. Allora
4% — (4+42)e %  4e*r—4-—4 1+2
hz(z):fz(z): e (4+4z)e® e Z:l—L,z>O.
Sz(z)  4de*— (3+2z2)e7?*  4e*—3—2z 4e* —3 — 2z

. Essendo Xi,---, X5 stocasticamente indipendenti posto ¥ = X; + --- + X5, si ha
oy (t) = ox,(t) - px,(t) = e P ed essendo Z = L segue

. A t
palt) = P(e") = F(e') = P() = py () ="
Pertanto, ricordando che la funzione caratteristica di una distribuzione N,,, ¢ ¢(t) =

i 702752 . . .
e~ "2~ segue che Z ha una distribuzione normale N, v3- Allora

_ Pl(Va<Z<VD)|(-2vi< 2 <2va) = TEV2 if_;}i jf;j; S2V2) _
P(—V2<Z<v2)  ©5(V2) = 5(-V2)  o(1)-®(-1)
P(-2v2<Z<2v2) &) 5(2v2) — &) 5(-2v2)  2(2)—2(=2)

20(1) -1 0.6826
— ~ ~ (.7152.
20(2) — 1  0.9544

. Siha © | x ~ Ny 04, con mg = 1 essendo T = mg = 1. Inoltre: U—lg =L4+8 = 1—1—% = 25,
3

¢ quindi og = 1. Pertanto © | x ~ N 1. Allora

p=P (g <o <g x) _ @17;)(%)_@17;(%) _ 0 (% - 1>—<1> <§ - 1) — B(2)—D(—2) =

=20(2) —1 ~ 2x0.9772 — 1 = 0.9544.




