Probabilita e Statistica  (10/7/2014)
(Ing. Civ. - Trasp. - Clin. - Elettr., Roma; esame da 3-4 crediti: esercizi 1,2,3,4)
(esame da 5-6 crediti: risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

1. Dati 3 eventi Ela EQ,E;}, con P(El) = p(Eg) = g, P(ElEQ) = P(E2E3) = 13—0, P(ElEQEg) =
%, calcolare la probabilita p dell’evento EyES V EfE>E5. Inoltre, calcolare la funzione di

ripartizione del numero aleatorio X = |E;| + | Es|.

p= F(z) =

2. 1l tempo aleatorio X, impiegato in un percorso, ha una densita f(z) = 0, per z < 1,
f(z) = az, per x € [1,2] ed f(z) = %, per © > 2; calcolare la costante a. Inoltre,
indicando con m la previsione di X, stabilire se P(X > m) < P(X < m).

a= P(X >m)<P(X <m)?

3. Tizio effettua un numero aleatorio X di estrazioni con restituzione, fino ad ottenere per la
prima volta pallina bianca, da un’urna contenente 1 pallina bianca e 2 nere; Caio ripete
I’esperimento effettuando un numero aleatorio Y di estrazioni con restituzione. Calcolare
la varianza di X — Y e la probabilita v dell’evento condizionato (X = 1)[(X +Y = 3).

Var(X =Y) = v =

S . . . . R  (@=1)24@y-1)2
4. La densita congiunta di un vettore aleatorio continuo (X,Y) ¢ f(z,y) = 5= e

per ogni (z,y). Calcolare la varianza del numero aleatorio 2X — 3Y e la probabilita p
dell’evento condizionato (1 < X <2 0<Y <0< X <2,0<Y <2).

Var(2X —3Y) = p=
5. Con riferimento all’esercizio 1, calcolare la funzione caratteristica del numero aleatorio Y =
|Ey Es| + |EsE3|. Inoltre, assumendo P(E{ES) = P(ESES), verificare se P(E{ESES) = 0.
oy (t) = P(E{ESES) =07  SI NO
6. I guadagni aleatori X, Y relativi a due investimenti finanziari hanno una densita congiunta

flx,y) = 2e727Y per x > 0,y > 0, con f(z,y) = 0 altrove. Indicando con Z il massimo
di XY, calcolare la funzione di rischio h(z) e la previsione u di Z.

h(z) = o=

7. Dati 3 eventi scambiabili Ey, Fs, F3, con P(F;) = %, P(E\E,) = 1—10, P(E\EyE3) = 0,

calcolare a = P(E1E2 \% E2E3 | E1E2 V E2E3 V ElEg) e ﬂ = P(Eng | EfE; V ESEg)

o= b=



1. Si hap P(EIE VECEQEg) = P(ElE(Q:)"—P(EfEQEg), con P(E1E26> = P(El)—P(ElEQ)
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§ % = 130, P(E¢E3Es) = P(EyE3)— P(E1EyE3) = 1—36—1—10 = %; pertanto: p = 1—30—1—% =

Inoltre X €{0,1,2}, con

N =

P(X =0) = PE{E§) = 1~ [P(E) + P(By) ~ PBE) =1~ (0 +2 — =) =

3 6
2 P(X=1)=1-P(X=0)— P(X =2) = —.
2 PX=1=1-PX=0-Px=2=1"
Allora:F(x):0,perx<0;F(x):1—10,perO§x<1;F(I):%,per0§x<1;
F(z) =15, per 1 <a < 2; F(z) =1, per x > 2.

P(X =2) = P(E\Ey) =

2

. Dev’essere f_Jr;o f(x)dx = ffamdx + f+oo Ldr = [a% + [—%]Jroo =3a+35 =1,

pertanto: a = 1. Allora

+oo 1 /2 +oo g (2372 41 7 25
m:]P’(X)Z/ xf(x)dx:§/ xde+/ ;dzx: :z:_] —I—{——] =—4+2=—;
_ 1 2 L

quindi: P(X>m):P(X>%):fg+oo4d - %}%‘”—%:0% con

P(X <m)=1—-P(X >m) ~0.74. Pertanto: P(X >m) < P(X <m).

. X e Y sono stocasticamente indipendenti e ugualmente distribuiti, con distribuzione geo-
metrica di parametro p = 3. Allora: Var(X) = Var(Y) = % =4 =6, Var(X —=Y) =

p?
2hl

Var(X) + Var(Y) = 12. Inoltre: P(X = h) = P(Y = h) = pg"! = Jh=1,2,.
X4V {23, Y con PX+Y =3) = P(X = 1,Y =2)+ P(X =2,Y = 1) =
=P(X=1)P(Y =2)+P(X =2)P(Y =1)=14-2+ 2.1 Pertanto

ol-fuiro

P(X=1,X+Y=3) PX=1Y=2)

y=P(X =1|X+Y =3) =

= N — T
P(X+Y =3) P(X+Y=3) 1. I
Si ha
® 1 _en’te-y? 1 @2 /OO 1 w2 1 @12
) = —e 2 dy = e p) e 5 dy — e el
CR - I s TR
f2(y)=/ S e M e—“’ﬁ/ L et 1wt
~o0 27 ™ e V2T Vor

pertanto: X ~ Ny, Y ~ Ny, con
mente indipendenti. Allora: V(2X —3
servandoche (1 < X <2 0<Y <1)A
segue

2

z,y) = fi(x)f2(y); ovvero X e Y sono stocastica-
) =4Var(X)+9Var(Y) = 449 = 13. Inoltre, os-
0<X<20<Y<2)=(1<X<20<Y<1),




CPA<SX<2POLSY <1) [$11(2) = P11(1))[P11(1) — D11(0)]

CPO<X<2P0<Y <2)  [911(2) — 911(0)][P11(2) — D1.1(0)]
_ [2(1) = 2(0)][®(0) = (=1)] _ [®(1)—2O) _ [e1)-2O) _1

[@(1) — &(=1)][®(1) — D(=1)] [®(1) —@(=1)]* (2[®(1) —2(0)])> 4

5. SihaY € {O, 17 2}, con P(Y = ].) = P(ElEQEC V ECE2E3) P(ElEgEg) + P(EngEg) =
= P(ElEg)—P(E1E2E3)+P(E2E3)—P(ElEQEg) = - e con P(Y = 2) = P(ElEgEg) = 10
Allora: P(Y =0) =1— 2 — L = 1 pertanto, posto P(Y = h) = pp, si ha

10
the = - —i—ge”—i-ie g
10

Inoltre, osservando che EfES V ES = ESV ESES = ES, segue
(Y =0) = (E1Ey)° AN (ExEs)" = (EY V E5) A (B3 V E5) = EYE; V ETES Y E5 Vv ESES =
= E{ES V E5; allora

1 C C C C C C C C C C C C C C C
P(Y = 0) = 5 = P(E1E3\/E2) = P(E1E3)+P(E2)_P(E1E2E3) = P(E1E2>+P(E2)_P(E1E2E3) =

=1—[P(Ey)+ P(E3) — P(ErEy)| +1— P(E,y) — P(EYESES) = -+ - = % — P(E{ESES),

da cui segue: P(E{ESES) = 0.

6. Per ogni fissato z > 0, si ha
Fz)=P(Z<z2)=P(X<zY<z)= / / 2e 2 Vdxdy = / 26_2$d1‘/ e Vdy =
o Jo 0 0

=(l-eF)l—-e)=1l-e"—eP+e?; SE)=1-Fk)=e +e? —e .

-5’ —z —2z_q,—3z 2z z_ .
Pertanto: h(z) = 3;8 = S(Z()Z) = ee,jfz,%_gf&z = 682212;_13. Inoltre, ricordando che
—+ _ .
fo T Aze Mdz = %, si ha

+oo +oo +00 400 1 1 7
B= / z2f(2)dz = ze Fdz + / 2ze Bdzy — / 26 3dy =14+ = — = = — .
0 0 0 2 3 6

7. Osservando che (E1E2 V E2E3) N (E1E2 V E2E3 V ElEg) = E1E2 V E2E3, con

11 1
P(ElEQ \/ E2E3) = P(ElEQ) + P<E2E3) — P(ElEQEg) 0 + 1—0 - 0 = 5
3
P(EyEyN EyEsV E E3) = P(E\Ey)+P(EyEs)+P(Fy F3)—3P(Fy EyEs)+P(E By E3) = o
Siha a = i BEVEE) 5 = 2 Tnoltre, si ha: (ECEC) (ESES v ESES) = ESES,
10

con P(E{ES) =1—P(E1V Ey) =1—(2+ 2 — 55) = &, infine, si ha: P(E'CEC \/ ESES) =
P(ESES)+P(ESES)—P(ESESES) = 2 +3 — [1 P(El\/Eg\/E3)] =—24(3-2-3.L4+0) = L.

c
P(ESES) 16

Pertanto: ﬁ = W = 4 =

3
2



