Probabilita e Statistica  (11/9/2014)
(Ing. Civ. - Trasp. - Clin. - Elettr., Roma; esame da 3-4 crediti: esercizi 1,2,3,4)
(esame da 5-6 crediti: risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

1. Date due urne U, contenente 2 palline bianche e 2 nere, e V', contenente 1 pallina bianca
e 1 nera, da U si prendono a caso 2 palline che vengono inserite in V. Successivamente,
da V si prende a caso 1 pallina che viene inserita in U. Sia H, l'evento "al termine
dell’esperimento U contiene r palline bianche”. Determinare i possibili valori di r e le
corrispondenti probabilita P(H,). (indicare con X il numero aleatorio di palline bianche

inserite in Ve con E evento "la pallina estratta da V' e inserita in U é bianca™)

r: P(H,):

2. Con riferimento all’esercizio precedente, sia Y il numero aleatorio di palline bianche in
U al termine dell’esperimento. Calcolare la previsione di Y e la probabilita v dell’evento

condizionato (X = 1)[(X +Y = 3).
PY) = V=

3. La densita di un numero aleatorio continuo X & f(x) = a, per x € [0,1] U [2,3] U [4, 5],
con f(xz) = 0 altrove. Calcolare la costante a e la funzione di ripartizione F(z). Inoltre,

indicando con m la previsione di X, stabilire se P(X > m) = P(X < m).
a= F(z) = P(X>m)=P(X <m)?

4. La densita di probabilita congiunta di un vettore aleatorio (X,Y) & f(z,y) = ae™*Y, per
x>0, <y <2z con f(x,y) =0 altrove. Calcolare la costante a e verificare se le densita

marginali sono uguali; inoltre, calcolare la varianza di X.

a= fi=fe? Var(X) =

5. con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione di ripartizione Fy(y), per

y > 0, e la funzione di rischio hy(z), per x > 0.
Fy(y) = h(z) =

6. Le funzioni caratteristiche di due guadagni aleatori stocasticamente indipendenti XY,

. . . . . T T
relativi a due investimenti finanziari, sono ¢x (t) = €7, @y (t) = e2t=4

Z la media aritmetica %
funzione caratteristica @z (t).

. Indicando con
, calcolare la previsione my, lo scarto quadratico medio o e la

7. Da un’urna, contenente 1 pallina bianca e 1 nera, si effettuano 3 estrazioni senza resti-
tuzione, aggiungendo ogni volta nell’'urna 1 pallina bianca e 1 nera. Definiti gli eventi
E; = "nell”i-ma estrazione si ottiene pallina bianca”, 1 = 1,2, 3, stabilire se F, Esy, E3 sono

equiprobabili e se sono scambiabili.

E., Es, B3 equiprobabili ? E, Es, B3 scambiabili ?



Probabilita e Statistica (Ing. Civ. - Trasp. - Clin.- Elettr., Roma)
Soluzioni della prova scritta del 11/9/2014.

1. I valori possibili di 7 sono: 0,1,2,3; inoltre: Hy = (X =2)AE°, Hy = (X =0)AE,
H =[(X=1)AE]V [(X—Q)AE], Hy=[(X=1)ANE]V[X —())/\EC], con
P(Ho) = P(X = 2)P(E°|X =2) = <0()3()2) i = 2—14 = (2()50) i = P(X = 0)P(E|X =2) =
P(H,) = P(X = 1)P(E*|X = 1) + P(X = 2)P(E|X = 2) — (1()3()1) 2 (oé()g) son
P@m:J%¥:UHEX:1HJ%X:mP@%X:®:&%%-;+%;yzzéi
2. Siha: X € {0,1,2}, Y =2 — X + |E|, (X,Y) € {(0,2),(0,3),(1,1),(1,2),(2,0), (2, 1)}
YV €{0,1,2,3}, con P(X =0) =, P(X =1) =32, P(X =2) = {; inoltre
1 4 1 2 11 42 13 1
PM3:0€+16+26=1,P@Dz})ﬂX:wﬂ%ﬂX:r%:az+az+aZ:§,

da cui segue: P(Y) =P2 - X + |E|) =2 —-P(X)+ P(E)=2-1+1=3

In alternativa: poiche (Y =r) = H,, segue: Y = 0-|Ho| + 1-|Hy| +2- |Ha| + 3 - |Hs;
allora: P(Y) =Y rP(H,)=---=3.
Infine: y=P(X =1)|(X +Y =3) = PX-LXFY=3) _ PX=1Y=2)

P(X+Y=3)  P(X=0,Y=3)+P(X=1Y=2)+P(X=2,Y=1)"
con P(X=1Y=2)=PX=1)PY =2[X=1)=%-2=1,
P(X=0,Y =3)=P(X=0P(Y =3|X =0) = %i:i
PX=2Y=1)=PX=2)PY=1X=2)=5-3=35
Sy 3 2
pertanto: v = ;7+§+% =3
3.5 f x)dr = fol adx + f;’ adr + f45 adr = 3a = 1; pertanto: a = % Allora:
F() Operx<OF = [y 3dt =%, perz € (0,1); F(z) = flldt 5, per z € [1,2];
F( folldtjtfxldt Tl,perxG(Q 3); F(x) = f %t+f2 sdt = 2, per x € [3,4];

d
_folldthfSldt—i—ledt 222 per x € (4,5); F(z) = 1, per x > 5. Inoltre, come
si pub ottenere direttamente dal dlagramma di f(x), si ha: m = % = g; infatti

400 1 T 3 T 5 T 1 5
m = / da: = /0 gde +/2 gdl’ ‘|‘/4 gdlﬂ = 6([$2](1) + [xQ]g + [12]451) = 5

Infine

+o0 31 51 1 11 gl
P(X>m):/ f(x)dxzﬂ gdaz+/4 gdx:§:/0 gdx+/2 Ldr = P(X <m).
2

m



4. Siha: [ wi f(@,y)dedy = a [ (e f;z e Vdy)dr = a [, e[~ V|27 dr =
= afo e —e ) dy = af0+°° 2 _ 73y = af—

e Lo~ alh - ) =
=1; pertanto a= 6 Inoltre, per ogni « > 0,y > 0, si ha

2z
fi(z) = / 6e " Vdy = 6e (e — e ) =6 — b =32 —2-3e ",

Y

f2(y) =

3
6e " Ydr = 6e’y(e’% —e V) = 6e2Y —6e X = 4. 56’% —3.2e7 %,

—

con fi(z) = fa(y) = 0 altrove; quindi le densita marginali non sono uguali. Infine, ricor-
dando che per ogni fissato A > 0, si ha: f0+oox e Mdy = 1 f+oo 2. \e” ’\xdx = 2

3 Jo 3
segue:
+<>0 2 +oo -3 _ 1 1 _ 5
X)=3J, “dr —2 [ - 3e ﬂT’(13:—32 2.5 =2,
]P)(XQ = 3{%0 z 226 2y — f+°° 2.3e73dr =32 —2- 2 = 12; pertanto:
Var(X) =5 - (3)* =5
. Siha: Fo(y) =0 per y < 0; inoltre ricordando che foy Xe Mdt =1 — e, per ogni fissato
y > 0siha: Fy(y) = [ fo(t)dt = [](4 56 3V —3.2e W) dt = 4 [0 3e 2tdt 3 [} 2e7dt =
= 4(1—e2Y)— 3(1 e 2y) =3e” 23’—46 zy+1 Inoltre, osservando che [ Xe Mdt = e,
per ogni x > 0 si ha: Sy (z erOO f1(t) erOO f1(t) f+oo(3 2e2t — 2. 3e73N)dt =
2 T 6721 6731 e —
3e72 — 2e73% da cui segue: hl( ) = f;ll((m)) = 3% 28e " _ S8

. Ricordando che la funzione caratteristica di una distribuzione normale di parametri m, o

) 0242
e p(t) = eimt—5= segue X ~ Ny1, Y ~ Ny, 5; quindi

_mx+my 3 _ Jox 4oy 3
MZETTy T Ty TN T Ty

Procedimento alternativo:

! Vi
mX:P(X):(‘OXZ.(O)—... m(2):IP>(X2):s0);(O)—-~ - ... @) _ ..

Inoltre, essendo gpx(t) = P(ei%) = P(ei%X) = px (%) = e%it_%v @%(t) = py(%) = eit—t
. 2
Z=3%+4%, con X e indipendenti, segue: pz(t) = @g(t @g(t) = erit= el = ¢

. Siha: P(Ey) =1, P(Ey) = P(E\)P(Ey|Ey) + P(ES)P(Es|ES) =1 -1+ 1.2=1
P(E3) = P(Ey)P(Ey|E)P(Es|EyE2)+P(E,)P(ES|Ey)P(Es|E1ES)+P(ES)P(Es|ES)P(Es|ESEs)+
+P(EP(BS\EDP(BBiES) = 14 132 40 d 2 3409 =]
Pertanto Ey, Fo, F5 sono equiprobabili; 1noltre P(E\Ey) = % . % = %,
P(E\E;) = P(EV\EyE;) + P(EVESE;) = 5 - % . % + % . % . % = % # P(E1E,); quindi
Ey, Es, F5 non sono scambiabili.
Nota: P(EyFE3) = P(E\FyEs) + P(E{FoEs) = -3 -1+ 4-2.2 =25 = P(E\E3).



