Probabilita e Statistica  (24/10/2014)
(Ing. Civ. - Trasp. - Clin. - Elettr., Roma; esame da 3-4 crediti: esercizi 1,2,3,4)
(esame da 5-6 crediti: risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

1. Date due urne U, contenente 2 palline bianche e 2 nere, e V, inizialmente vuota, da U si
prendono a caso 3 palline che vengono inserite in V. Successivamente, da V si effettuano 2
estrazioni senza restituzione. Siano X ed Y, rispettivamente, il numero aleatorio di palline
bianche inserite in V' ed il numero aleatorio di palline bianche estratte da V. Calcolare la
previsione di X, il codominio C del vettore aleatorio (X,Y") e la varianza di Y.

my — c— o2 =

2. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la covarianza di X,Y e la probabilita
dell’evento condizionato (Y =1)[(X +Y > 3).

Cov(X,Y) = V=

3. Dato un numero aleatorio X, con distribuzione normale di parametrim = 1,0 = 2, e posto
Y =2X - 1,7 = —X + 2, calcolare la covarianza e il coefficiente di correlazione di Y, Z.
Inoltre, calcolare la probabilita p dell’evento condizionato (Y + 2 > 6|Y + Z > 0).

Cov(Y,Z) = vz = D=

4. Un vettore aleatorio continuo (X,Y’) ha una distribuzione uniforme sul triangolo 7" di
vertici 1 punti (1,2), (2,1), (2,2). Stabilire se X e Y sono stocasticamente indipendenti e
calcolare la probabilita a dell’evento condizionato (X < 2|V > 3).

X, Y indipendenti ? o=

5. Con riferimento all’esercizio 3, posto U = Y + Z, calcolare la funzione caratteristica ¢y (t);

inoltre, posto V = %, calcolare la previsione my e lo scarto quadratico medio oy .

6. La densita di probabilita congiunta di un vettore aleatorio (X,Y) ¢ f(z,y) = ae™*~3, per
x>0,y >0, con f(x,y) =0 altrove. Calcolare la costante a e la funzione di rischio hz(2)
del numero aleatorio Z = X + Y, per z > 0.

a = hz(2> =

7. Con riferimento all’esercizio 1, si supponga che le estrazioni senza restituzione effettuate
dall’urna V siano 3. Definiti gli eventi E; = "nell’i-ma estrazione si ottiene pallina bianca”,
1 =1,2,3, stabilire se E, Fy, E3 sono equiprobabili e se sono scambiabili.

E., Es, B3 equiprobabili ? E, Es, B3 scambiabili ?
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1. Siha X ~ H(4,3,1), con X € {1,2} econ P(X =1) = (184()2) = 1 = P(X = 2); pertanto
3

mxy =np =32 (=3-1+3-2). Inoltre, se X =1, si ha ¥ € {0,1}; se X = 2, si ha
Y € {1,2}; pertanto: C = {(1,0),(1,1),(2,1),(2,2)}. Infine, Y € {0, 1,2}, con
1 2 1 1
1 2 1 1
PIY=2)=P(X=2Y=2)=P(X =Py =2]X =2) =5 - 2 -5 =2,
4 2
PY =1)=1-P(Y =0) = P(Y =2) = = = =
da cui segue: P(Y)=0-1+1-242.-1 =1, P(Y?)=0%-1+12- 2422 1 =1

Pertanto: 0% = P(Y?) — [P(Y)]* = % — 12 = %

2. SihaP(X) =3 P(Y)=1, XY €{0,1,2,4}, con P(XY =0)=P(X =1,Y =0) = ¢,

NOION!
PXY=1)=P(X=1Y=1)=P(X =1)P(Y =1|X =1) = = - b2l — _
2 G 3
L OO
P(XY =2)=P(X=2Y=1)=P(X =2)P(Y =1|X = ):5- 1(3)1 =3
2
1
P(XY =)= P(X =2,Y =2) = =
da cui segue: P(XY) =0-¢+1-3+2-3+4- % = 2; pertanto: Cov(X,Y)=5-3.1=1.
o _ _ P(Y=1,X+Y>3) _ P(X=2,Y=1) 5
Inoltre: v = P(Y =1|X +Y > 3) = P(X+Y>3)  P(X=2,Y=1)+P(X=2,Y=2) %i% =3

3. Si ha: Cou(Y,Z) = COU(QX —1,-X +2) = -2Co0(X,X) = —2VCLT(X) = —8; inoltre
oy = 20x = 4,07 = ox = 2; pertanto: pyz; = M = —g = —1 (tale risultato

seguirebbe anche osservando che Y = —27 + 3). Inﬁne essendo Y + Z X + 1, segue
P(X>5X>-1) P(X>5)

=PY+Z>6|Y+Z>0)=P(X >5|X>—-1)=

P(X>-1)  PX>-1)
_ 1=0() _ 1-0(2) _ 1-9@2) 109772 oo
L= Dp(—1)  1—-®(-1) (1) 08413 7 ‘

4. L’area di T ¢ —, pertanto f(z,y) = 2, per (z,y) € T, con f(x,y) = 0 altrove. Allora,
osservando che la retta passante per i punti (1,2),(2,1) ha equazione = + y = 3, segue

fw = [ =22 02 h) = [ 2r-2-2 yen



con fi(x) = fo(y) = 0 altrove. Pertanto: f(x,y) # fi(z)f2(y); ovvero X e Y non sono
stocasticamente indipendenti. Inoltre

CP(X <3 YY) [rdof] 2dy
P(Y > 3) J5(2y = 2)dy
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o (X < 3
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In termini geometrici: considerando il triangolo A di vertici i punti (1,2), (2, 2), (2, ) che
rappresenta l'evento (X < 3, Y > 2) eil trapezio B di vertici i punti (1, 2), (2, 2), (2, 2), (2,2),

che rappresenta l’evento (Y > %), essendo la distribuzione uniforme basta osservare che
larea di A e % dell’area di B.
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. Ricordando che la funzione caratteristica di una distribuzione normale, di parametri m, o,

) 5242
e p(t) =™~ "2 segue
SDU(t) _ ]P)(eitU) _ ]P)(eit(Y+Z)) _ P<€it(X+1)) _ eitP<eitX) _ 6”90)((75) _ eztezt 22 _ €2it72t2 .

Inoltre V' = % = % = % (numero aleatorio ridotto); pertanto: my = 0,0y = 1

(V' ha una distribuzione normale standard).

. Si ha

+oo +00 5 +oo +oo 5 a B a
T yd:ndy—a ydydx—§ exdx:§:1;
0

pertanto: a = 3. Inoltre, fissato z > 0, si ha

Fr(2)=P(Z<z2)=PX+Y <z) = /0 dx/o 3e "W dy = /o e (1 — e 3 dy =

4 z 1
= / e “dr — e_3z/ eXdr=1—e7— e (e —1)=1— e "+ —e **;
0 0 2 2

allora: Sz(z) =1— Fz(z) =3¢ — 2e7%; fz(z) = 3¢ — 377

. _ fz(z) _ %6 2*36_32 _ 362273
Pertanto: hz(z) = S20) — SeTiew ~ 3emor

. Gli eventi Ej, Es, Es5, sia subordinatamente all’evento (X = 1) che all’evento (X = 2)
sono equiprobabili, con P(E|X = 1) = P(E2|X =1) = P(E3s|]X = 1) = %, e con

37
P(E\|X =2) = P(Ey|X =2) = P(E3|X =2) = Allora E1, E>, E5 sono equiprobabili;

Il coreo

in particolare, ricordando che P(X =1) = P(X 2) 5, si ha
11 1 2 1
P(E) =P(Ey) =P(Ey) ==~ 4+ ~-2=2

(B1) =P(Er)=P(Es)=5-3+5 3=3

Inoltre
2 1 1
P(E1Es| X =2) = P(E1E5|X =2) = P(EyE3| X =2) = 3°3= 3

da cui segue: P(E\E») = P(E\FE3) = P(EyE3) = 4 -0+ 5 -3 = ¢; pertanto, gli eventi

FE4, Es5, E5 sono scambiabili.



