Probabilita e Statistica  (12/02/2015)
(Ing. Civ. - Trasp. - Amb. Terr. - Elettr., Roma; 3-4 crediti: esercizi 1,2,3,/)
(5-6 crediti: con 5 esercizi risolti correttamente si ottiene il punteggio massimo)

. Date due urne U, contenente 3 palline bianche, e V', contenente 2 palline bianche e 1 nera,
da V' si prendono a caso 2 palline che vengono inserite in U. Successivamente da U si
effettuano 2 estrazioni senza restituzione. Definiti gli eventi H = ”le 2 palline inserite in
U sono entrambe bianche”, E; = "l’i-ma pallina estratta da U e bianca”, i = 1,2, e posto
X = |E1|+|FEs], calcolare: (i) la previsione di X; (i) la previsione di X?; (iii) la probabilita
p dell’evento condizionato H|(X = 2).

P(X) = P(X?) = p=

. La densita di probabilita di un numero aleatorio continuo X € [1,3] ¢ f(x) = 2a, per
z € [1,2], f(z) = a, per z € (2,3], con f(z) =0 altrove. Calcolare: (i) la costante a; (ii)
la funzione di ripartizione F'(z).

a= F(z) =

. Un vettore aleatorio continuo (X,Y) ha una distribuzione uniforme sul triangolo 7" di
vertici i punti (3,1),(3,3), (1,3). Calcolare le densita marginali fi(x), per x € [1,3], ed
f2(y), per y € [1, 3]; inoltre, stabilire se X e Y sono incorrelati.

fi(x) = faly) = Cov(X,Y)=07

. Una persona attende, a partire dall’istante 0, ’arrivo di 3 amici, ognuno dei quali si presenta
a caso nellintervallo [0, 3]. Sia 7" il tempo aleatorio di attesa fino all’arrivo dei tre amici.
Assumendo che i tempi aleatori di arrivo, X7, X5, X3, dei tre amici siano indipendenti,
calcolare: (i) la probabilita o = P(T > 2); (ii) la previsione di 7.

a

= [P’(T) =

. La densita congiunta di un vettore aleatorio continuo (X,Y), con X > 0,Y >0, ¢ f(x,y) =
ke =Y perx > 0,y > x, con f(x,y) = 0 altrove. Calcolare la costante k e, per ogni y > 0,
la funzione di rischio di Y.

k= ha(y) =
. La funzione caratteristica di Xj,..., X5, indipendenti e ugualmente distribuiti, ¢ ¢(t) =
e~=3%. Posto Z = X148 caleolare w4 (t) e p = P[(—2 < Z < 1)| (=3 < Z <0)].
pz(t) = p=

. Da un’urna U, contenente 2 palline bianche e 2 nere, si effettuano 4 estrazioni senza
restituzione. Tizio vince un premio se almeno una delle prime 2 palline estratte e bianca;
Caio vince un premio se almeno una delle ultime 2 palline estratte ¢ bianca. Definiti gli
eventi: A = "Tizio vince il premio”, B = ”Caio vince il premio”, F; = ”l'i-ma pallina
estratta & bianca”, calcolare: (i) la probabilita p che Tizio e Caio vincano entrambi il
premio; (ii) la probabilita « che almeno uno tra Tizio e Caio non vinca il premio; (iii) la
probabilita condizionata v = P(F; | Ey V Ey).

p= o = v =
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1\ (2
1. Si ha: P(H) = % = &, P(H?) = 2; inoltre: X € {1,2}, con P(X = 1|H) = 0,
2
P(X = 2|H) = P(E\EylH) = 1, P(X = 2|H®) = P(E\E,|H?) = 4.3 = 3
P(X =1|H®) =1 — P(X = 2|H*) = Z; pertanto:
PO =1 = PO AP« PP =04 88 =
P(X=2)=1-P(X =1)=+. Allora
4 11 26 4 11 48
PX)=1-—+2-—==—, PXH=1> —+22. —=_—_.
(X) 15+ 15 15’ (X%) 15+ 15 15

\ -

Inoltre: P(H|X = 2) = POC2MEID — llf =3 > 1= pH).

(gli eventi H ed (X = 2) sono correlati positivamente).

ot

. Dev’essere: eroo f(x)dz = 1 OVVero ff 2a dx—i—fjadx = 2a+4a = 3a = 1; pertanto a = 5.

Inoltre, ricordando Che F(x) = [*__ f(t)dt, per x < 1siha: F(x) = 0; per x € (1,2] si ha:
fodt gx—l) per$€(2,3) si ha: F(x f122dt+f$1dt tilz-2)=2
per x> 3siha F(z) =

. L'area di T ¢ p(T) = 2; pertanto: f(x,y) = (1T) = 1, per (z,y) € T, con f(z,y) =0
altrove. La retta passante per i punti (3, 1), (1,3) ha equazione: x + y = 4; allora, fissato
x € [1,3], si ha

+oo 3 1 r—1
filz) = [z, y)dy = / =
—00 4—x
con fi(z) = 0 altrove; analogamente fo(y f4 y tdr = yTl, y € [1,3], con fa(y) =0
altrove; pertanto X e Y sono ugualmente dlstrlbmtl con
3 3 273
r—1 1|z x 7
(X) <>/1x2x2[3 2}1 L
3 53 2 16
P(XY) —xy drdy = x[ Pde=-== | (—2°+82°~Ta)dxr = - = —.
4—z 4 4 1 3
Allora: C’ov(X V)y=%-1.% § < 0; pertanto X e Y sono correlati negativamente.

. Xy,X5, X3 hanno una distribuzione uniforme nell’intervallo [0,3]; allora, posto
(X; > 2) = Ej;, si ha P(E;) = 5, P(Ef) = P(X; < 2) = 2,i=1,2,3. Pertanto, sfruttando
I'indipendenza stocastica e le formule di De Morgan, si ottlene

8 19
o =P(E\V EyV Ey) =1 - P(B{ESE;) = 1 — P(E})P(E5)P(Ef) =1~ = = .



Inoltre, fissato t € [0,3] e indicando con A; 'evento (X; < t), si ha P(4;) = £, i=1,2,3;
allora
t3 t?

P(T <t) = Fr(t) = P(A1A2A3) = P(A1)P(A2) P(A3) = 77 fr(t) = Fr(t) = 9

473
Pertanto: P(T) = [t fr(t)dt = [> Cdt = [;’_6] — 9.
0

. Siha

+00 +00 +o0 +oo +oo k
/ d:v/ ke " Ydy = k/ (e_x/ e Ydy)dx = k:/ e dy =~ =1;
0 T 0 T 0 2

pertanto: k£ = 2. Inoltre, per ogni y > 0, si ha
Y y
faly) = / 2e™" Yy = 27V / e dy =2 Y(1 — e V) =2V — 2,
0 0

. + _ _
e, ricordando che fy P Ae Mdt = e, segue

+o00 +00 +00 +oo
S =P(Y >y) = | folt)dt = / (2~ —262)dt = 2 / et dt— / 262t —
Yy Yy Yy

Y

=27 —e . Allora: hao(y) = 05 = 5525 =353 =155+, y > 0.

. Essendo X1, ..., X5 stocasticamente indipendenti, posto Y = X; + --- + X5, si ha

—5it—25¢2

@Y(t) = ¥x, (t) T @X5(t) =e )
ed essendo Z = £ segue: @z(t) = P(e?) = P(e''s) = P(e'sY) = oy (
pertanto Z ha una distribuzione normale N_; ;. Allora
P(-2<Z<1,-3<2Z<0)

_P(—2<Z<0) (1) —d(-1)  20()—1 0.6826 ~ 0.834
S P(-3<Z<0) o(1)—-d(-2) d(1)+d(2)—-1 " 0.8413+09772-1 —

(S

. Glieventi Fy, ..., E; sono scambiabili con P(E;) = % econ P(E;E;) = P(EVE,y) = %-
Si haA:El\/E2, B:E3VE4, con

p=P(AB) = P[(E1 V Ey) A (E3V Ey)] = P(E\E3 V E1E(V EsFs V EyEy) .

Wl
[N

Poiche gli eventi E Fs, E1Ey, EoE3, EsEy sono a due a due incompatibili segue

1 2
p = P(EBy) + P(EEy) + P(EyEy) + P(EyEy) = AP(ErEy) = 4 = = 2.
; pertanto, ricordando

e
2 _ 1
5=3 Infine

P(E\E,V E\E) P(E\E>) + P(E Ey) £tz
— P(E, | B,V Ey) = = =
V= PULE Y EY P(EyV Ey) P(Ey) + P(Ey) — P(ExEy) 5+ 3 -



