Probabilita e Statistica  (7/7/2015)
(Ing. Civ. - Trasp. - Amb. Terr. - Elettr., Roma; 3-4 crediti: esercizi 1,2,3,/)
(5-6 crediti: con 5 esercizi risolli correttamente si ottiene il punteggio massimo)

. Sia Z il risultato aleatorio del lancio di un dado, con P(Z = k) = %, k=1,...,6. Definiti
gli eventi A = (Z € {2,3,4}), B = (Z € {3,4}), C = (Z € {3,4,5}), determinare i
costituenti relativi ad A, B,C. Inoltre, calcolare la previsione m e lo scarto quadratico
medio o del numero aleatorio X = |A| — 2|B| + |C].

costituents : m = o=

. Un’urna di composizione incognita contiene 3 palline bianche e 1 nera (ipotesi H), oppure
1 bianca e 3 nere (ipotesi H¢), con P(H¢) = 9P(H). Dall’'urna si effettuano estrazioni con
restituzione. Definiti gli eventi F; = ”li-ma pallina estratta € bianca™ i =1,2,...,n,...,
stabilire per quali valori di n si ha P(H®|E,---E,) < P(H|E;---E,); inoltre, posto
a = P(E,1|E; -+ E,), stabilire per quali valori di n risulta o > %

n e n e

. Due veicoli partono insieme da uno stesso punto, con velocita aleatorie (in km/h) rispettive
X e Y = 3X. Supposto che la distribuzione di probabilita di X sia esponenziale di
parametro A = 1 e indicando con Z la distanza aleatoria tra i due veicoli dopo un’ora,
calcolare: la previsione m di Z, la probabilita p dell’evento condizionato (Z > 5|Z > 4) e
il coefficiente di correlazione p di X,Y.

. Un rettangolo R ha dimensioni aleatorie X,Y. La densita congiunta del vettore aleatorio
(X,Y)e f(z,y) =e ™Y perz >0,y >0, con f(x,y) = 0 altrove. Calcolare le previsioni
p ed m dell’area A e del perimetro Z di R. Inoltre, calcolare p = P(Z > 2).

H= m = p=

. Siano X e Y due numeri aleatori indipendenti e con funzioni caratteristiche px(t) =
wy(t) = Qi—;t Posto Z = X +Y, calcolare la funzione caratteristica di Z; inoltre, calcolare
la previsione my e la varianza 0% di Z.

pz(t) = my = oy =

. Un sistema S ¢ formato da due dispositivi a e b in parallelo, funzionanti in contemporanea,
con tempi di durata due numeri aleatori X e Y indipendenti e con distribuzione esponen-
ziale di parametro A = 2. Calcolare la previsione p e la funzione di rischio hr () del tempo
di durata aleatoria 7" di S.

= hr(t) =
. La distribuzione iniziale di un numero aleatorio © € normale con parametri mg = 3, oo = 1.
Le componenti di un campione casuale (X7, ..., Xj), subordinatamente ad ogni fissato

valore # di ©, hanno una distribuzione normale con valor medio # e scarto standard o = ﬁi
Supposto di aver osservato un campione casuale x = (z1,...,219), con x1 + - - -+ x19 = 30,
calcolare la probabilita p dell’evento condizionato (% <0< % | x). Supposto inoltre,
condizionatamente al vettore osservato x, che per il numero aleatorio Z = a©® + b, con
a > 0, valga Z ~ Ny, calcolare a e b.

p= a= b=
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1. T costituenti relativi ad A, B, C' sono
A°B°C® = (Z € {1,6}), ABC =B = (Z €{3,4}), AB°C°=(Z =2), A°B°C = (Z =5).

Si ha X € {0,1}, con P(X = 0) = P(ABC Vv ACBCCC) = P(Z € {1,3,4,6}) =

P(X =1) = P(AB°C°V A°B°C) = P(Z € {2,5}) = %. Allora X coincide con I mdlcatore

dell'evento (Z € {2,5}); pertanto: m = P(Z € {2,5}) =5, 0= /g = /5 - 2 = ?

2. Si ha: P(Ey -+ E,|H) = P(Ex|H)--- P(E,|H) = (3)", P(E1 -E, \HC) == (1Y
inoltre P(H) + P(H*) = 10P(H) =1, da cui segue P(H) = 5, P(H®) = 5. Allora
P(E,---E,|H)P(H)
P(H|E,---E,) = —
(VB B) = 55 i) P() 1 P(Es -~ By A7) PUTY)
— (1" 1 _ 3 P(HY|E,---E,)=1— P(H|E,--- E,) = )
(1) w+() - 3"+ 3" +9

Pertanto: P(H|E,---E,) < P(H|E,---E,) < 9<3 <= n = 3,4,...; inoltre

_ _ P(BvEnEnp) _ (1) e s (l) 0 _ 3. 3743 .
a = P(Epnl|Er- - Ey) = Pl( En)Jrl @)y ﬁ é) == 1’ 3%19 (1_ 3n+9)
o)

10
pertanto a cresce all’aumentare di n, tendendo a (mfattl ¢ come se al crescere di n
I'ipotesi H diventasse vera, nel qual caso Sarebbe P(Epq1|Ey -+ E,) = P(Enpya) = 2, Vn).
Infine, osservando che a = % pern=1 a= 5 pern =2, a = g per n = 3, ..., segue

o > %,pernzi%.

3. La distanza aleatoria (in km) dopo un tempo ¢ tra i due veicoli ¢ pari a Yt — Xt =
(3X — X)t = 2Xt. Pertanto, ponendo ¢t = 1, si ottiene Z = 2X; quindi m = P(Z) =
P(X)=2-1=2
Inoltre, ricordando che P(X > x4+ y|X > y) = P(X > x), per ogni > 0,y > 0, e che nel
nostro caso P(X > z) = e, segue

P(Z>572>4) P(Z>5 PX>3) 1 ~
P(Z>4)  P(Z>4) P(X>2)_P(X>2) ¢

SIS

= P(Z>5|Z>4)=

Infine, ricordando che per Y = aX + b si ha p = | = +1, essendo Y = 3X segue p = 1.

4. Osservando che f0+oo e Mdr = %, VA>0,siha

400 ptoo +00 400 +00
=P(XY) = / / xye " Vdxdy = / (xe_x/ ye Ydy)dr = / re “dr =1,
0 0 0 0 0

+oo  pFo0
m=B(Z) =PRX+V) = [ [ 2k g rdaay -



+oo +oo +00 +oo
= / / 2ce”* Ydrdy + / / 2ue”Vdaxdy =---=24+2=4.
0 0 0 0

(In alternativa: osservando che X eY sono mdipendentz’ con distribuzione esponenziale di
parametro 1, seque: p=P(XY)=PX)P(Y)=---, m=2P(X)+2P(Y)="---).
Infine, si ha P(Z > 2)=1— P(Z < 2), con

1
P(Z<2)=P(X+Y <1) / da / TV dy = / e~o—e V]l dy =
0

1
= / e (1 — e =) dy = / e “dr — el/ dr =1—2e";
0 0 0

pertanto: p = P(Z > 2) = 2e L.

. Siha: @z(t) = P(e?) = P(eXel™) = P(™)P(e™) = ox (t)py(t) = (62—t)2 Inoltre

27:6it ” " —4€lt — 2€2it
gp;{,(t):gp;(t):-..:m, ng(t) :90Y<t>:"':—(2_ezt)3 ’
/ / . . " " —4 — 2
Px(0) = () = - =20 = B(X), ¢x(0) = ¥r(0) = G5

allora

= —6 = i"P(X?) = —P(X?);

P(X) = P(Y) =2, B(X?)=P(Y?)=6, o%=ol=2;
pertanto: my =P(Z) =P(X)+P(Y) =4, 0% = 0% + 0% = 4.
(Nota: X e Y hanno una distribuzione geometrica di parametro p = %; Z ha una
distribuzione di Pascal di parametri 2, %)

. SihaT =maz {X,Y}; quindi (T <t) = (X <t,Y <t). Allora, per ogni fissato t > 0,
osservando che P(X <t)=P(Y <t) = fot 2 2%dy =1 — e segue

Fr) =P(T<t)=P(X <t,Y <t) =P(X <t)P(Y <t) = (1 — e *)?%;

9

pertanto: fr(t) = 2(1 — e ) (—e72)(=2) = 46_2t(1 — e ) per t > 0, con fr(t) = 0
altrove. Allora, ricordando che f0+ Me Mdt = L si ottlene

Foo Foo Foo 1 1 3
p="PT)= / 4te™ (1 — e )dt = 2/ 2te 2 dt — / ftefdt =2~ — = ==,

Inoltre Sp(t) = P(T >t) =1—Fr(t) =1 — (1 —e #)2 =2¢7 % —e ¥ =7 2(2 — %),

bl
pertanto, per ogni fissato ¢ > 0 si ha: hp(t) = g((?) = 4;:;;6;:::;:; = 4;*55 = 323:‘1‘.

. Siha®|x~ Nm10 010, CONL M9 = Mo = 3 in quanto T = my = 3. Inoltre 1 = —+—(2) = 81

2
10 =)
e quindi 19 = 5, pertanto © | x ~ N3’%. Allora

25 28 28 25 % _
9 ) 9 9 9 1S 1
9 9
0.8185.

= d(1) - B(-2) = c1>(1) —1-®(2)] = ®(2)+B(1)—1 ~ 0.9772+0.8413 — 1
Inoltre Z = a©® +b ~ Nyyoy, con my = amig+b = 3a+ b, 0z = acyg = 5 a; allora

Z ~ N01seesolose3a+b—() a =1, cioe a =9,b = —27. Quindi: Z = 96 — 27,

ovvero Z = 8=mu
g10

o= ]



