Probabilita e Statistica  (7/7/2016)
(Ing. Civile - Trasporti - Elettronica, Roma; esame da 3-4 crediti: esercizi 1,2,3,4)
(esame da 6 crediti: risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

1. La densita di probabilita di un numero aleatorio continuo X ¢ f(x) = §, per z € [0,2],
f(x) =3, per z € (2,3], con f(z) = 0 altrove. Calcolare la funzione di ripartizione F(z);
inoltre, determinare il valore g tale che P(X > xq) = I

F(z) = Ty =

2. I pezzi prodotti da una macchina sono scartati se presentano almeno 2 di 3 possibili difetti.
Scelto a caso un pezzo, sia F; = 'evento "il pezzo presenta [i-mo difetto”, i = 1,2, 3, con
E4, Ey, E5 indipendenti e con P(FE;) = P(Fy) = P(E3) = p € (0,1). Sia a la probabilita
che il pezzo non presenti alcun difetto; calcolare i valori di p tali che o > %45; inoltre,

assumendo p = %, calcolare la probabilita 8 che il pezzo non sia scartato e la probabilita

~ che il componente non presenti il primo tipo di difetto, supposto che sia scartato.

3. La densita congiunta di un vettore aleatorio (X,Y") e f(z,y) = cxy, per (z,y) appartenente
al quadrato @ = [2,4] x [0,2], con ¢ > 0 e con f(z,y) = 0 altrove. Calcolare la costante ¢
e il valore a tale che P(Y < aX) = P(Y > aX).

C = a =

4. Tre studenti S, Sy, S5 devono sostenere un esame con la stessa commissione: C) (ipotesi
H), oppure Cy (ipotesi H®), con P(H¢) = P(H). Con la commissione C ogni studente ha
probabilita 2p di superare ’esame, mentre con Cs la probabilita ¢ p, con 0 < p < % Definiti
gli eventi F; = "lo studente S; supera l’esame”, i = 1,2, 3, si supponga che F;, Es, E3 siano
indipendenti sia condizionatamente ad H che ad H¢. Inoltre, indicando con X il numero
aleatorio di studenti promossi, calcolare: (i) i valori di p tali che P(X > 2[X > 1) > 3;
(ii) la probabilita condizionata P(H| X = 3).

pe P(H®| X = 3) =

5. La densita congiunta di un vettore aleatorio continuo (X,Y) & f(z,y) = ae™* ¥ per x > 0,
y >z, con f(z,y) = 0 altrove. Calcolare la costante a; inoltre, posto Z = X +Y, calcolare
la funzione di rischio h(z) di Z, per ogni z > 0, e la previsione di Z.

a= h(z) = P(Z) =

6. Dati due numeri aleatori X e Y, indipendenti e con distribuzione normale standard, posto
V =2X +1,W = 2Y — 1, calcolare la funzione caratteristica di Z = V + W e la
covarianza della coppia (X +W,Y + V). (ricordiamo che per una distribuzione N, , la

2,2
. ot
imt— 3 )

funzione caratteristica e p(t) = e
wz(t) = Cov(X+W,Y+V) =

7. Da un’urna U, contenente 4 palline bianche e 5 nere, vengono estratte tutte le palline.
Tizio estrae le prime 4 palline; Caio estrae le ultime 4. Ciascuno dei due vince un premio
se estrae tutte palline bianche. Definiti gli eventi: A = ”Tizio vince il premio”, B = ”Caio
vince il premio”, E; = ”I'i-ma pallina estratta ¢ bianca”, i = 1,...,9, calcolare P(AV B)
e P(AV B| E%).

P(AVB) = P(AVB| ES) =
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1. Si ha F(z) = 0, per z < 0; F(x) = 1, per x > 3; inoltre, per z € (0,2], si ha F(z) =

fox idt = 2; per x € (2,3], si ha F(x) = f02 idt—I— f; %dt = %+ % = % Inoltre,

osservando che F(zo) =1—P(X > 20) = § < 3 = F(2) = P(X < 2), segue z € (0,2);

allora P(X > zg) =1— F(xy) =1— %‘% = £, ovvero: xf = 1, pertanto: xo = 1.

2. Sihaa = P(ESESES) = (1—p)® > & <= 1—-p>: p<%. Inoltre,

osservando che 8 = P(E{E5 vV E{ESV ESES), con P(E¢ES) = (1 —p)* = 2.0 # j,

P(E{ESES) = (1 —p)® = 3¢, si ha

16 64 112
B=--=3P(E‘ES) —2P(ESESES) =3 — —2- — = — = (.896.
( 2) — 2P(EIELE;) =3 25 125 125 0896

Infine, poiche il pezzo e scartato se e solo se si verifica 'evento E1Fy V E1E3 V EyFE3, con
P(E1E2 vV E1E3 vV E2E3) = 3P(E1E2) - 2P(E1E2E3) =3- % -2 515 = 125, si ha

) P(ESE,E;) 1.1y
= P(ES| E\Ey V E\E3 V EyEs) = PELE, Wﬁleg VEE " s = 5 =~ 03077,

12
essendo P(Y < aX)+P(Y > aX) =1, segue P(Y < aX) = P(Y > aX) = 1. Osservando

che la retta di equazione y = £ (corrispondente ad a = 1) passa per il punto [4, 2], con

3. Si ha: fo f(x,y)dzdy = f24 dx f02 cxydy = --- = 12¢c = 1; pertanto: ¢ = . Inoltre,

! 5 1
P( _2) 12/“/ Yy = - :96 v =g > 7,
segue: a < % Pertanto
! 5 1
P(Y <aX) = 12/ dx/ xydy = - - :24 :U3dx:§a2:§;

L1
allora: a = e

4. Si ha P(H) + P(H¢) = 1; pertanto P(H) = P(H¢) = 1. Inoltre
(X >1)= BE\VEVE,, (X>2)=EEVEEVEE, (X>1DAX>2)=(X>2).
Pertanto: P(X > 2| X > 1) = PELLVEEVEE,)

P(E1 \ VEg)

P(E;V EyV E3) = P(Ey)+P(Es)+ P(E;) — P(E1Es) — P(Ey Es) — P(EyE3) + P(E1 Eo Ej)

P(EV\EQVE\EsVEsEs) = -+« = P(E1Ey)+P(E1E3)+P(FEyEs)—P(E EyEs)— P(E EyE3) .
Allora, osservando che

1 1 3
P(E) = P(EJH)P(H) + P(EJH)P(HY) =2p- 5 +p-5 = 5p. i = 1,23



1 1 5
P(E;E;) = P(E;E;|H)P(H) + P(E;E;|H®)P(H®) = 4p* - 5 +p? - 5= —p i # j,

1
P(E\EyEs) = P(E\EyE3|H)P(H) + P(E\EyEs|HY)P(H®) = 8p®- = +p*- 3

—_

9
——p , 1 F ],

\)

ricordando che 0 < p < %, segue

5p — 6p? 1 1 V5 1
= — - > — <= hp“—5h 1<0 &— ——— <
3_5p+3p? 2 P’ —5p+ 5 10 “P73-

Infine, osservando che (X = 3) = E; EyE3, segue

P(H"| X = 3) = P(X =3|H)P(H®) _ P(E\E;E3|H)P(H) _3p° 1

P(X>2|X>1)=

. Si ha: 0+°o dx f+oo ae " Vdy = af0+°° e dy = 5 = 1; pertanto a = 2. Inoltre, fissato
z > 0 e considerato il triangolo 7T}, di vertici i punti (0,0), (3, 5), (0,2), I'evento (Z < z)
coincide con 'evento (X,Y') € T,; allora

F(z)=P(Z < z) / fxyd:cdy—/ dx/ et Vdy=---=1—e7%—ze
T

da cui segue: f(z) = F'(2) = ze™* = Gy1(2) (distribuzione Gamma, con ¢ = 2, A = 1);
inoltre

flz)  ze® 2z
S(z) eF4zer 142z

Infine: P(Z) = [ " 2f(2)dz = [," 2%e~2dz = ['(3) = 2; infatti, per una distribuzione

G la previsione ¢ .

S(z)=P(Z>z)=1—F(z)=e*+ze*; h(z)=

. Siha: px(t) = @y (t) = e‘é; inoltre X e Y sono stocasticamente indipendenti; allora

p2(t) = B(e17) = P(HVHV)) = P(E@IX) Z 1 (98) = oy (2)py (28) = € ; (7 ~ Nypyg).

Infine: Cov(X + W)Y + V) =Cov(X +2Y +1,Y +2X +1) = Cov(X +2YY +2X) =
=Cov(X,Y)+2Cou(X, X)+2Cov(Y,Y)+4Cov(Y,X) =2Var(X) + 2Var(Y) =4.

. Gli eventi Ey, ..., Fy sono scambiabili, con
P(E;) 4 P(EY) 0 P(E;E;EE,) = P(EyEyEsEy) = 1321 _ +£i+k#£t.
i) = 7 i) = o5 il = (L bolzly) = — o5 = - !
9 9 5Ek S 1) =986 126 i
Inoltre, si ha A = E1ExEsE,, B = EgE;EgEy, con A e B incompatibili. Allora
1
P(AV B) = P(A) + P(B) = P(E\EyFE3E,) + P(EgE7EsEy) = 2P(E 1 EyFE3Ey) = &

= P(E\E, By ) =

Infine, dalla scambiabilita degli eventi Ej,. .., Ey segue: P(AES) =
L allora, osservando

P(E§E6E7E8E9) = P(BE;), con P(E1E2E3E4E§) = % : % . % i 1 126’
che AES e BEE sono incompatibili, si ottiene
P[(AV B)ANES] P(AESV BES)  P(AES) + P(BES) s+ 1ms |

P(AVB| ES) = _ _ 5) _ s _ L
(AVB| E5) P(ES) P(EY) P(EY) =3

II\-’




