Probabilita e Statistica  (15/9/2016)
(Ing. Civile - Trasporti - Elettronica, Roma; esame da 3-4 crediti: esercizi 1,2,3,4)
(esame da 6 crediti: risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

1. La densita di probabilita di un numero aleatorio continuo X ¢ f(x) = ca?, per x € [0,1],
f@) = 2% per ¢ € (1,2], con f(z) = 0 altrove. Calcolare la costante ¢; inoltre,
determinare il valore zg tale che P(X > zg) = 19 P(X < ).

Cc = To —

2. I pezzi prodotti da una macchina sono scartati se presentano almeno uno di 3 possibili
difetti. Scelto a caso un pezzo, sia F; 'evento ”il pezzo presenta l’i-mo difetto”, 1 = 1,2, 3,
con By, Ey, E5 indipendenti e con P(Ey) = P(E,) = P(Fs) = 1. Calcolare: (i) la varianza
del numero aleatorio X di difetti presenti nel pezzo; (ii) la probabilita « che il pezzo
presenti al massimo 2 difetti; (iii) la probabilita § che il pezzo sia scartato, supposto che
sia presente al massimo un difetto.

Var(X) = a = =

3. La densita congiunta di un vettore aleatorio (X,Y) ¢ f(x,y) = ¢, per (z,y) appartenente
al triangolo T' di vertici i punti (1,1),(3,1),(3,3), con f(x,y) = 0 altrove. Calcolare la
costante c e il valore a tale che P(Y < X +a) = P(Y > X +a).

c = a

4. Tre studenti Sy, S, S5 devono sostenere un esame con la stessa commissione: C; (ipotesi
H), oppure Cs (ipotesi H¢), con P(H¢) = 2P(H). Con la commissione C; ogni studente ha
probabilita % di superare I’esame, mentre con Cs la probabilita e % Definiti gli eventi E; =
”lo studente S; supera ’esame”, i = 1,2, 3, si supponga che Ei, Fy, E3 siano indipendenti
sia condizionatamente ad H che ad H¢. Inoltre, sia X il numero aleatorio di studenti
promossi. Calcolare la probabilita condizionata p = P(X = 3|X > 2) e stabilire se la
disuguaglianza P(H| X = 3) > P(H | X = 3) ¢ valida, oppure no.

p= PH|X=3)>PH|X=3)7

5. Siano dati due numeri aleatori X e Y, stocasticamente indipendenti e con distribuzione
esponenziale di parametri Ay = 2, \y = 3. Posto Z = min{X, Y}, calcolare la funzione di
rischio di Z e la probabilita condizionata p = P(Z > 3|Z > 2).

hz(z) = p=

6. Dati due numeri aleatori X e Y, indipendenti e con distribuzione binomiale di parametri
n=4,p= i, postoV = X—2, W = Y +2, calcolare la funzione caratteristica di Z = V+W
e la covarianza della coppia (X +V,Y +W). (ricordiamo che per una distribuzione B(n,p)
la funzione caratteristica ¢ o(t) = (pe + q)")

wz(t) = Cov(X+V,Y+W) =

7. La distribuzione iniziale di un numero aleatorio © ¢ 5(6) = %‘936_9, per § >0, con 3(0) =0
altrove. Le componenti di un campione casuale (X7, X5, X3, X;), subordinatamente ad ogni
fissato valore 6 di ©, hanno una distribuzione esponenziale di parametro 6. Indicando con
X un campione osservato (i, Ts, T3, xy4), con xy + T + xr3 + x4 = 3, calcolare la previsione

my e lo scarto quadratico medio o4 di O|x.

my = 04 =
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1. Si ha: fol cx’dr + ff %dm = = %—I—g = 1, da cui segue: ¢ = g. Inoltre,
P(X < x) + P(X > 29) = 20P(X < ) = 1; pertanto: P(X < xp) = F(x9) = 5.
Allora, tenendo conto che per z € [0,1] si ha F(x) = 22%, con F(1) = 2 > 5= = F(o),
segue g € [0, 1]; pertanto: F(zg) = 22§ = 55, da cui segue: zo = 3.

. Si ha X ~ B(3,3), da cui segue: Var(X) = npg = 3 -3 -2 = 2 Inoltre
=P(X<2)=1-P(X=3)=1-P(E\E>F;) =1— (3)" = 2. Infine
3\(1)(2)2 4
_p(xX>i|x<n=kx=n o pa=y o O@E) 5 s
PR EINED =R = re e T ey 0T 5

. Larea di T' & u(T) = 2; pertanto: [ [, f(z,y)dzdy = [ [, cdedy = cu(T) = 2¢ = 1,

da cui segue: ¢ = ﬁ = % Inoltre, per a € [—2,0], la retta di equazione y = = + a

interseca il triangolo 7" nei punti (1 — a, 1), (3,3 + a). Allora, osservando che le condizioni
PY < X+4a)+PY > X+a) =1, PY < X+4a) =PY > X+ a) equivalgono a
PY<X+a)=PY >X+a)= 51ha

x+a1 1 2 2 1
PY <X+4a)= / d:v/ —dy— :§< —;a) =3 — a=-2+V2.

Nota: poiche (X,Y) ~ U(T), la retta di equazione y = x — 2 + v/2 divide T in due parti
aventi la stessa area: £ pu(T) = 1.

. Siha P(H)+ P(H¢) = 3P(H) = 1; pertanto P(H) = 5, P(H®) = 2. Inoltre

Pertanto: p= P(X =3|X >2) = P(Elgfg?éfigﬂg), con
3\?1 /1\%*2 17
P(E\Ey) = P(E\Ey|H)P(H)+P(E Ey)|HY)P(H®) = (4) §+(§) 3T P(EE;), i #7;
3\* 1 1\*2 43
P(E1E2E3> = P(E1E2E3|H)P(H) —|— P(ElEQEg‘HC)P(HC) - - - + - —- = .
4 3 2 3 192
17 43 59
P(E\Ey NV E\E3V EyEy) = -+ = 3P(EyEy) — 2P(E1FoFs) =3+ — — 2+ —— = =
8 192 96
Allora "
P(E\E,Ej) &5 y3
—P(X=3|X>2) = _ I 22
p =0 [X=22) P(E\E, V E\Es vV EEy) 2 118

Infine, osservando che P(H | X =3)=1— P(H°| X = 3), si ha

3
P(E\E;E3|HO)P(HY)  (5)°% 16 27

= = <
P(E\F2Es) BT 43 43

P(H*|X =3) =




5. Si ha Z > 0; inoltre per ogni fissato z > 0, osservando che P(X > z) = Sx(z) = e 2,

P(Y > z) = Sy(z) = e %, risulta
Sy(2)=P(Z>z2)=P(X >2zY >2)=P(X >2)P(Y > 2) = Sx(2)Sy(z) = e °;

allora: hyz(z) = —ggg = 5::55;

parametro 5. Inoltre

= b, ovvero Z ha una distribuzione esponenziale di

P(Z>37Z>2) P(Z>3) % .
p=P(Z>3|Z>2)= PZ>2) :P(Z>2):e*10:€ =P(Z>1).

(proprieta di assenza di memoria: P(Z >3|Z >2)=P(Z>1+2|Z >2)=P(Z>1))

6. Si ha: px(t) = @y(t) = (3¢ + 2)% inoltre X e Y sono stocasticamente indipendenti;
allora

pz(t) = P(e"?) = P(e"VTW)) = P(e"X ) = oy (1) = ox (v (t) = <i€it + %) :

ovvero, Z ha una distribuzione binomiale B(8, i) Infine, osservando che nel nostro caso
Cov(X,Y) =0 e ricordando che Cov(aX + b,cY 4+ d) = acCov(X,Y), si ha

Cov(X + VY + W) =Cov(2X —2,2Y +2) =4Cov(X,Y) =0.

7. Siha fx, (7;)0) = e %% i = 1,2,3,4; allora, per la funzione di verosimiglianza, si ottiene
a(f|x) = e %1 ... g~ = gie=3%. Pertanto

B(0]x) = k(x)B(0)a(0]x) = k(x)é936_9946_39 — kb (x)07e ™, 0> 0;

ovvero: O|x ~ Gg4(f), con ki (x) = % = %. Allora

c 8
m4:P(@|X):X:Z__L:27 Oy = —_— =



