Probabilita e Statistica  (13/02/2017)
(Ing. Civ. - Trasp., Roma)
(esame da 6 crediti: risolvendo correttamente 5 esercizi si ottiene il punteggio massimo)

. Da un’urna U, contenente 2 palline bianche e 2 nere, si estraggono 2 palline che vengono
inserite in un’urna V', contenente inizialmente 1 pallina bianca e 1 nera; successivamente,
da V si estraggono in blocco 2 palline. Indicando con X il numero aleatorio di palline
bianche estratte da U e con Y il numero aleatorio di palline bianche estratte da V', calcolare
a=PY =2|X=2),=P(X=0|Y =0) e la previsione di Y.

o= 8= P(Y) =

. La densita di probabilita di un numero aleatorio continuo X ¢ f(z) = a, per z € [0, 2]U[3, 5],
con f(x) = 0 altrove. Calcolare la costante a, la previsione m di X e i valori = tali che
F(z) > 3.

a = m = T €

Dato un vettore aleatorio continuo (X,Y’), con distribuzione uniforme sul triangolo 7" di
vertici i punti (0,0), (2,0), (1, 1), calcolare la probabilita p = P(X +Y < 1), la funzione di
ripartizione di Y e la varianza di Y.

p= Fy(y) = Var(Y) =

4. Dati due numeri aleatori X e Y, con X ~ Ny, »,Y ~ Ny, 4,, calcolare il minimo e il
massimo valore possibile della varianza V' del numero aleatorio X;—f‘l + Y;—;"Q Inoltre,

Y
02

MinV = MaxV = pxy =

supposto Var (f—l + ) =Var <§1 — U%), calcolare il coefficiente di correlazione pxy .

. Dato un vettore aleatorio continuo (X,Y'), con densita f(z,y) =ye * ¥ per x > 0,y > 0,
e con f(x,y) = 0 altrove, stabilire se X e Y sono stocasticamente indipendenti. Inoltre,
posto Z = X +Y, calcolare la funzione di sopravvivenza e la funzione di rischio di Z, per
z > 0.

Indipendenza ? Sz(z) = hz(z) =

Da un lotto di 6 componenti, di cui 4 buoni e 2 difettosi, se ne estraggono in blocco
3. Indicando con X il numero aleatorio di pezzi difettosi tra quelli estratti, calcolare la
funzione caratteristica e la previsione di X.

ex(t) = P(X) =

7. La distribuzione iniziale di un numero aleatorio © € normale con parametri mg =1, oo = 3.

Le componenti di un campione casuale (X7, ..., X5), subordinatamente ad ogni fissato
valore 6 di ©, hanno una distribuzione normale con valor medio 6 e scarto standard o = 2.
Supposto di aver osservato un campione casuale x = (xy,...,x5), con x; + -+ + x5 = 5,

calcolare (utilizzando la distribuzione finale di ©) la probabilita p dell’evento condizionato
©>2]0> 4 x).
p =
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Soluzioni della prova scritta del 13/02/2017.

1. Condizionatamente allipotesi (X = 2) 'urna V' contiene 3 palline bianche e 1 nera; allora
3

P(X=0,Y=0 P(X=0)P(Y=0]| X=0
a=PY =2|X=2)= % Inoltre 8 = =0) ) — f:(()P(X):r()P(YI:mX):r)’

,P(XzQ)z%:

,P(Y:O|X:1):%:%,P(Y:O]X:Q):o.
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O =
—

con P(X = 0) = ,P(X =1) = (5)

1
6’

PY =0|X =0) =

Pertanto: § =

T . Infine, analogamente al calcolo di P(Y =0|X = r), con
6
r=0,1,2, si ha:

%
_t,_%. .
PO LX) - 3P~ 11X~ 1)~ 2P~ 1] X ~2) - }

2
PY=2|X=0)=0,PY =2|X=1)=¢, P(Y =2|X =2) = 3, da cui si ottiene
2
11 42 11 11
PY=1)= PX=nrPY=1|X=r)==-4--4-.- =2
( ) Z; (X =r)k( (X=r=53%53T6 3 13’
2 1 41 11 7
PY=2= PX=rP(Y=2|X=r)==-04—--—4=.>=_—
( );( ) P( | 7")6 t5 676 2"

Pertanto: P(Y) = Y kP(Y =k) =Y kP(Y = k) = ‘wmt2 =1L

2. Si ha: fj;o f(z)dx = f02 adzx + f35 adr = 4a = 1; pertanto: a = i. Inoltre

+o0 21 51 5
2)de = | -ad “pdr =2
m = / T /04xx+/3 4xa: 5

come seguirebbe immediatamente osservando che f(z) ha un diagramma simmetrico rispetto
alla retta di equazione x = 2. Infine, per = € (3,5), F(z) ¢ crescente e si ha

21 T 1 1 1
pr— —_ —_ = — —_ —_ = — —1
F(x) /04d93+/3 4dt 2~|—4(:B 3) 4(1‘ ),
3

con F(4) =3 e con F(z) =1 per x > 5; pertanto: F(x) > 2 per z > 4.
3. L'area di T' e u(T) = 1, pertanto: f(x,y) = u(T) =1, per (z,y) € T, con f(z,y) =0
altrove. Osservando che l'evento (X +Y < 1) coincide con l'evento [(X,Y') € T1], dove T3

¢ il triangolo di vertici i punti (0,0), (1,0), (3, 1), segue

272

p(Ty) 1

— Py <) =PY) e T = [ [ ety = B3 = 1

T u(T) 4
Inoltre, per ogni y € (0, 1), I'evento (Y < y) coincide con l'evento [(X,Y) € T,], dove T}, &
il trapezio di vertici i punti (0,0), (2,0), (2 —y,v), (y,y), con u(T,) = M =2y —y*;
pertanto, essendo la distribuzione uniforme si ha Fy( )=PY <y)=P|(X,Y)eT,)]=
= IL((?)) = 2y — y?% infatti: P[(X,Y) ffT (x,t)dxdt = foy dt f;*y dr = 2y — 2.

Inoltre Fy(y) = 0, per y < 0, ed Fy( ) = 1 per y > 1. Infine, fy(y) = F}(y) = 2 — 2y,
per y € [0,1], con fy(y) = 0 altrove; allora

PO) = [uhdy == 5 B0 = [y = =

da cui segue: Var(Y) =P(Y?) - [P(Y)]? = L.

1
6 Y



4. Ricordando che
Var(aX +b) = a*Var(X), Var(aX +bY) = a*Var(X) +b*Var(Y) + 2abCov(X,Y),

segue: Var (X;—:”l> = Var (%) =1=Var (Y m2> = Var (a%),

X—m Y- X — Y - XY
Var( o + m2) = Var< m1)+var( m2)+2000( .Y) = 2+2pxy,

01 02 01 02 0102

con pxy € [—1,1]. Allora MinV =0e MaxV = 4. Inoltre, Var (% 02> =2—2pxy;
allora: 24 2pxy = 2 — 2pxy se e solo se pxy = 0.

5. Osservando che f;oo ye Ydy =1, f0+°o e *dxr =1, segue

+o0 too
filz) = / ye Ty =e, x> 0;  foly) = / ye "Vdr =ye ™,y >0.
0 0

Pertanto X ha una distribuzione esponenziale, di parametro A = 1, e Y una distribuzione
Gamma, di parametri ¢ = 2,A = 1, con f(z,y) = fi(x)fa(y) per ogni (x,y); quindi
X e Y sono stocasticamente indipendenti. Inoltre, per ogni fissato z > 0, 'evento
(X 4+Y < 2) coincide con l'evento [(X,Y) € T,], dove T, ¢ il triangolo di vertici i punti
(0,0),(2,0),(0, 2); pertanto, essendo 7T, un dominio normale rispetto all’asse y, ovvero
T.=(x,y):0<y<z20<zx<z-—y, siha

Fyz) =P(Z<2)=P(X+Y <2) = P[(X,Y) € T| = / [ @ )dedy -

z 2—y z
/ dy/ ye Ydr = / (ye_y/ e_mdx) dy :/ ye ¥(1 —e V) dy =
0 0 0
z 22 22
/ ye Ydy —e” Z/ ydy = [—yey]6+/ eldy——e*=...=1- (1—1—2—1——) e .
0 0 0 2 2

Allora: Sz(z) =1— Fy(z) = (1 + 2+ %) e *. Infine, fz(2) = Fj(z) = %e*'z, ovvero Z
ha una distribuzione Gamma, di parametri ¢ = 3, A = 1 (infatti: Z ~ G171 % Go1 = G31),

22 —Zz 2
fz(z) _ e 2z

da cui segue: hy(z) =

S2(2) T (14a42)e—z 242427

2 4
6. Si ha X ~ H(6,3,3),X € {0,1,2}, con P(X = h) = p, = (1)), quindi

(
Po = %7171 = §>p2 = % Allora: px(t) = P(e"¥) = Eizophenh = %"‘

/ 342y,
con @l (t) = Zie" + Zie®". Pertanto: P(X) = #70) _ GHEE_ g
(inaltematwa IP’(X)_np_g Lo1=l.042.141.

1
z-2.)
7.Si ha © | x ~ Ny ., con Uig = JigjL% = :+2 =2 cquindi o5 = £, ¢ con
012 “mo—+ 2 T
ms = Uf = my = 1, in quanto * = mg = 1. Pertanto, per la distribuzione
2T 2
UO o
19
finale risulta © | x ~ Nys. Allora, osservando che P (0 > £ |0 > £, x) = %L%’ si
PO>2|%)  1-® ¢(F) g0 o 1-0.9772
ha: p=P(O©> 20> 2;x) = p(e>é x)  1-® ;7(73) o) = 1-osas = 0-1437.



