Calcolo delle probabilita  (Ing. EIT - Latina - 26/3/2003)

. La densita di probabilita f(x) di un numero aleatorio X ¢ uguale ad ax + b nell’intervallo
[0,2], con f(0) =1, f(2) =0, e vale 0 altrove. Determinare la funzione di ripartizione di
X.

F ({L’) = )

Y

. Da una stanza, in cui ci sono 4 maschi e 4 femmine, escono a caso 6 persone in fila.
Calcolare la probabilita a che escano i 4 maschi consecutivamente.

o =

. Un vettore aleatorio continuo (X,Y) ha una distribuzione uniforme sul quadrato S =
[0,2] x [0,2]. Due punti mobili P e @), posizionati in zp = 0 e zg = 3, nell’istante zero
partono con velocita (aleatorie) X e Y in direzione del punto A di ascissa x4 = 6. Calcolare
la probabilita p che ) giunga in A prima di P.

p =
. La distribuzione iniziale di un numero aleatorio © ¢ normale con parametri mg = 0, oo = 3.
Le componenti di un campione casuale (X7,...,X,), subordinatamente ad ogni fissato
valore 6 di ©, hanno una distribuzione normale con valor medio 6 e scarto standard o = 1.
Supposto di aver osservato un campione casuale x = (z1,...,%,), con x; + ...+ x, = 0,
calcolare il valore 6, tale che risulti P(© > 6, | x) = &(1).
90 -

. Dati due numeri aleatori X e Y, stocasticamente indipendenti e con densita di probabilita
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calcolare la probabilita p dell’evento E = (Y > X — 40).

ey y>0

, y<O0

%e’%(“‘m) x > 40

={

, x <40 ’
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. Da un lotto A, contenente 3 pezzi buoni e 1 difettoso, si estraggono a caso 2 pezzi che
vengono inseriti in un lotto B, contenente 2 pezzi buoni e 1 difettoso. Successivamente, da
B si prelevano a caso 3 pezzi. Indicando con X il numero (aleatorio) di pezzi difettosi fra
quelli inseriti in B e con Y il numero (aleatorio) di pezzi difettosi fra quelli prelevati da
B, calcolare la probabilita p,, di ogni possibile valore (z,y) del vettore aleatorio (X,Y).
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. Con riferimento all’esercizio precedente, calcolare la funzione caratteristica di Y.
Py (t) =

. Dato un vettore aleatorio continuo (X,Y’), con densita congiunta

1 a2 4y?

f(l’, y) = %67 2
calcolare la probabilita o dell’evento A = (maz{X,Y} < 1|min{X,Y} > —1).
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Calcolo delle probabilita
(Ing. Elettronica, Informatica, Telecomunicazioni - Latina)

Soluzioni della prova scritta del 26/3/2003.

1. Come si pud verificare, per z € [0, 2], si ha f(z) = —x+1. Allora, ricordando la relazione
F(z) = [Z, f(t)dt, segue
0, z <0
Flz)={ —Z 4z, 0<z<2
1, T > 2

Indicando con FE; I'evento "1'i-mo persona che esce dalla stanza e un maschio”, si ha:
- P(E1E2E3E4 V E2E3E4E5 vV E3E4E5E6) = P<E1E2E3E4) + P(E2E3E4E5> + P<E3E4E5E6) -
=3P(E\EyE3E,) =3-4.3.2.1 =23

3. Siha f(x,y) =, per (x,y) € S, con f(x,y) = 0 altrove. Indicando con Tp e T, i tempi
aleatori impiegati da P e () per arrivare in A, si ha

6 3
Tp=—, Top=—.
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Allora, definendo I = {(z,y) : y > %x}, segue

p=PTp>Ty)=PEL>2)=PY >iX)=P[(X,Y)el]=

= [ [; flz,y)dzdy = ﬁ((il) —
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. Siha®|x~ Ny, ,, edessendo T = mgy = 0 segue m,, = 0. Inoltre
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e quindi o, = —= +9 Pertanto © | x ~ N, _s . Allora
n’ " /1ton
e —_ e [ 790 e —_ 00 —
P(@ - 00 | X) 1 (PO’Vlign (90) 1 @ <«/13—9n> @ < «/13—971)
(I)(l) < 90 = —\/ﬁ = —0p .
. Siha f(z,y) = fx(z)fr(y) e quindi
= P(Y > X —40) = 5™ fx(x)dz [;=5 fr (y)dy = ﬁe_ﬁ(x 105 (o0 g —
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6. Definendo p), = P(X = z), p,), = P(Y = y|X =), si ha
X e{0,1}, (X,Y)e{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(1,2)},

con

— _ /I o r
Pop = f 10 Pip = # 5 Doy = f 10°
3 3 3

Pertanto, osservando che p,, = p;, - py,, si ha

12 1 133 111 13 3 13 3
Po=95 =5 PuToy T POTo5 Ty PUT S T 100 P2 T 90T 20
7. Ricordando che
12 1 13 3 111 13 3 13 3
Po=355 =5 POToy Ty POT o Ty PUT R T 100 P27 90 20
segue Y € {0,1,2}, con
1/ 1 1/ 3 /! 3
P(YZO):p(]:pOO‘i‘plO:Za P(Y:1)2p1:p01+p11:5, P(Y:2)2p2:p12:%-
Allora
1 3 3
t th //ztn: it 21t
Py (t) = Zp R

8. Come si puo verificare, la distribuzione congiunta ¢ una normale bidimensionale, con
parametri m; = my = 0,01 = 09 = 1,p = 0. Pertanto X e Y sono indipendenti e
con distribuzione normale standard. Allora, si ha
P((max{X,Y} <1, min{X,Y} > —1))

a=P(A) = P((mazr{X,Y} < 1|min{X,Y} > —-1)) = P(mm_{X YT > —1) =

CP(X<LY<LX>-1,Y>-1) P-l<X<1-1<Y<1)
B P(X >-1,Y > -1) B P(X>-1,Y >-1) B
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