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1 - Determinare una serie di potenze la cui somma sia la funzione  f(xz) =log(l —5z) in un opportuno intervallo.

Grazie all’ espressione della serie di Taylor di log(1 + ¢) si ha

oo 5k:+1

log(1 — 5x) = 721{:—1—1
k=0

o lz] < 1/5.

2 - Dire se la forma differenziale
w = (3zy® + Sysenx)dx + (3ya? — 5cosx + €*)dy

¢ esatta nel suo dominio e, in caso affermativo, determinarne le funzioni potenziali.

1l dominio della forma differenziale assegnata w = (F,dz) & R?, dove il campo vettoriale F(z,y) = (Fi(z,y), Fa(z,y))
ha componenti F(z,y) = 3zy* + bysenx e Fy(z,y) = 3ya® — 5cosx + %V,
In primo luogo si osservi che w & chiusa in R?, in quanto

8F1 a1'7‘2
—(x,y) =6xy + 5senx = —(z,y) .
9y (z,y) = by 5 (& Y)
PRI . N . 2 . . . . U
Poiché R* & semplicemente connesso, w € anche esatta in R“. Una funzione potenziale U di w deve verificare i Fy
x
ou ou
e i F, in R?. Integrando e F rispetto a x, si ottiene
Y i

3
U(z,y) = §x2y2 —5ycosz + C(y),

dove C(y) € una funzione, in generale, della sola variabile y. Derivando rispetto a y e imponendo I'uguaglianza con

FQ si ha
o _, o PN a2 2y
3y =3z°y —bcosz + C'(y) = 3yz” —5cosz +eY,

1
da cui segue C’(y) = e*, cioe C(y) = 562y +A, AeR.

In conclusione, le funzioni potenziali di w sono date da

3 1
U(:r,y)z5:1621/2—5ycosx—|—§ezy+A7 AeR.

/ / 3zy? dx dy
Q

dove Q= {(z,y) €R® : 2>0,y>0,2°+y*>1,24+y<2}.

3 - Calcolare

Si osservi che il dominio ) puo essere riguardato come unione di due domini semplici, precisamente

Q:{(x,y)6R2 :0<x <1, \/1—$2§y§2—x}u{(x,y)€R2 1< <2, 0§y§2—x}.

2
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Per la formula di riduzione su domini semplici si ha

1 2—x 2 2—x 2 1
//3zy2 dxdyz/ a:/ 3y? dydx—|—/ x/ 3y° dydx:/ x(2—a:)3d:1:—/ (1 —22)%%da .
Q 0 Vi—a? 1 0 0 0

Si osservi ora che ) )
/ (2 —z)3de = / (8 — 1222 + 62 — 2*) do = —
0 0

oppure integrando per parti

/O2x(2x)3dw[x@;x)él]z+i/02(2x)4dx[(2_@5}2328

1
. 1 5
f/ x(17x2)3/2dx:g(17x2)"/2’ =—
0

// 3xy? dxdyzz.
Q 5

Si puo giungere allo stesso risultato applicando la formula di Gauss-Green. Infatti,

2 w/2
//3xy2 dxdy:f/ xy? dx:/ t(27t)3dt7/ costsen4tdt:z.
Q oo+ 0 0 5

4 - Sia dato il problema di Cauchy

e di conseguenza

al variare del parametro o € R.
(i) Determinare la soluzione di (P).
(ii) Determinare 'intervallo massimale di esistenza della soluzione.

(i) L’equazione differenziale assegnata e a variabili separabili e ammette le soluzioni stazionarie y = 1 e y = —1.
Separando le variabili e integrando, si ottiene
1
= —d
/yQ—lz/ 1Y
1 1 1 1 1 y—1
—— dy = <7—7)d271 7‘ C, CeR
/y2—1 v 2/ g1 yr1) YTl
y—1)1/2
log‘i =loglz +1|+C, CeR;
y+1
di conseguenza
y—1(1/2
— =Clz+1], C>0,
y+1
-1
Y=  _ 0@ +1)?, CEeR,
y+1
Clz+1)*+1
= ———— P} C e R.
V@) =T em e

Imponendo la condizione iniziale y(0) = a, o # £1, si ottiene

a—1
a+1’

da cui segue che la soluzione del problema (P), definita in un opportuno intorno di 0, & data da

(a—D(x+1)+a+1

s oy pop T P
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—1 _
(ii) In primo luogo si osservi che per a 1 < 0,cioe per -1 <a<1,sihal— a
«a

1
1 (z+1)? > 0, e quindi l'intervallo
et

a—1
massimale di esistenza della soluzione y(x) ¢ (—1, 00). Invece, se P > 0, cioe per & < —1 0 & > 1, il denominatore
a

a+1
della soluzione y(z) si annulla nel punto z¢ = il — 1 > —1. Si verifica facilmente che per a < —1 si ha zg < 0,
o —
e quindi lintervallo massimale di esistenza della soluzione y(x) & (zg,00), mentre per a > 1 si ha 2y > 0, e quindi
Pintervallo massimale di esistenza della soluzione y(z) & (—1,zp).

Grafici approssimativi delle soluzioni sono i seguenti.

3,

H

5 - Data I’equazione
2
(y—1)e” '+ (r—x)cos(z+y—1)=0

dimostrare che in un intorno del punto (7, 1) individua una funzione implicita del tipo 2 = ¢g(y). Dire se y = 1 & punto
di crescenza, decrescenza, minimo o massimo per g.

La funzione f(z,y) = (y — 1)61271 + (m—z)cos(x+y—1) e diclasse C™ e f(m,1) = 0. Le derivate parziali di f sono
date da ,
folw,y) =2a(y —1)e” 7! —cos(w +y — 1) — (7 — 2)sen(z +y — 1),

fylz,y) = e (r—x)sen(z+y—1).

Poiché f,(m,1) =1 # 0, per il teorema di Dini sulle funzioni implicite esiste una funzione implicita del tipo = = g(y)
definita in un intorno di 1. Inoltre, si ha

fy(ﬂ',].) _ 2

! — —e™ -1
R ACEY =0

e quindi 1 & punto di decrescenza per g.



